CONTROL CLASICO Y MODERNO DEPARTAMENTO DE ELECTRORA

TEMA |I: Teoria de Control Moderno. Variables de Estado.

1. Introduccién

Los sistemas modernos de control en la ingeniggfeeh una tendencia a aumentar su
complejidad debido a la necesidad de efectuardarada vez mas complejas y mayor exigencia en
el desempefio de los mismos. Ademas, es frecuemrtdogusistemas actuales posean multiples
entradas y multiples salidas (sistemas MIMMutiple-Inputs-Multiple-Outpudsy alin mas que
sean variantes en el tiempo. Por tanto, debide auastiones antes mencionadas y al facil acceso a
los sistemas computadores a partir de los afioka8oria de Control Moderno, desarrollada en
los afios 60, se comenzo6 a utilizar cada vez masifpEmdo dar soluciones a los problemas de
control que la Teoria Clasica no consigue dar faatiriamente. Esta teoria esta basada en el
concepto de “estado” o “variables de estado” deigtema dindmico, concepto este que veremos

mas adelante.

2. Distinciéon entre Control Clasico y Control Moderno

La teoria de control clasico, como bien sabemoeritesal sistema dindmico a través de la
funcion de transferencia (FT) del mismo, definiden dase en el conocimiento de la entrada y
salida del sistema y suponiendo que el sistemaeestéposo eh= 0, 0 sea, condiciones iniciales
nulas; en consecuencia no da informacién del commpiento interno del sistema. Por tanto esta
teoria es aplicable Unicamente a sistemas de Uasstrada y una sola salida (sistemas SISO —
Single-Inputs-Single-Outpyislineales e invariantes en el tiempo y la misreaaplica en el
dominio de la frecuencia compleja. Por otro ladagelbria de control moderno se describe a través
de ecuaciones de estado las cuales contienenaadfaimacion de la dindmica interna del sistema,
y permiten incluir facilmente las condiciones ialels. Ademas, las ecuaciones de estado son
ecuaciones diferenciales de 1° orden, simplessidver. Esta teoria puede ser aplicable a sistemas
MIMO, lineales o no lineales, variantes o invareanen el tiempo y el enfoque de la misma es

exclusivamente en el dominio del tiempo.

3. Concepto de Estado

Como se menciono6 en la seccion anterior, la tedgigontrol clasico describe al sistema
dindmico a través de la relacion matematica eatentrada y la salida, o sea su FT, considerando
en general a este sistema dinamico como una “egjeah Esto se muestra en la Figura 1, en la
cual se observa que a través de la inyeccion @eedifes tipos de sefiales a la entrada de la caja

negra se obtiene un conjunto de sefales a la sdida misma, lo que nos permite conocer el
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comportamiento del sistema dindmico y asi defiag propiedades de este sistema. A partir
entonces de estos ensayos es posible establecerelatégdn matematica de la funcién de

transferencia del sistema en cuestion, dado por:

a(t) = y(t)/u(p (1)

i> DINAMICO

(CAJA NEGRA) e

e I
J_|_ U(t) SISTEMA y(t) J_l_
I E

dVAV VAV

Figura 1 — Descripcidon entrada-salida de un sistemg@inamico SISO LIT.

Es practica comun, con el objetivo de conocer apragamente la FT de un sistema
dindmico cuyo modelo nominal no se puede modelavgoalizacion directa, el inyectar sefales
sinusoidales de diferentes frecuencias para efeetueazado de la respuesta en frecuencia de este
sistema (grafico de Bode), grafico este que ponendarifiesto los polos y ceros del sistema,
permitiendo asi concluir sobre la expresion mateaaproximada de la FT. Este procedimiento se
muestra en los valores de la Tabla | y el grafieoBdde de la Figura 3, a partir de los ensayos
realizados a un circuito medidor de tensién formaolosensor mas circuito de acondicionamiento,

cuyo diagrama en bloques se muestra abajo:

uy | I ﬂZ% (0
Sensol Acondicionado]
de Senal

Figura 2 — Sistema dinamico. Sensor + Acondicionadde sefial. (Caja negra).

Tabla | — Valores experimentales de entrada-salidpara diferentes valores de frecuencia

Frecuencia Tension de Tension de .

(kHz) | Entradau(t). (Vo | Saliday(t). (Vs | C2"2NC12 (AB]  Fasefis) | Fase ()
0,01 8 8 0 0 0
0,02 8 8 0 0 0
0,02 8 8 0 0 0

0,1 8 8 0 0 0

0,2 8 8 0 0 0

0,5 8 8 0 0 0

1 8 8 0 0 0

2 8 8 0 0 0

5 8 8 0 6 -10.8
10 8 7.8 -0.22 6 -21.6
20 8 7.4 -0.68 6 -43.2
50 8 5.8 -2.80 5.6 -100.8
100 8 2.8 -9.12 4.1 -148.8
200 8 0.56 -23.10 2.4 -170.8
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La funcion de transferencia aproximada para esitises experimentales es la siguiente:
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Figura 3 — Respuesta en frecuencia. Experimental Zal). Aproximacién (rojo).

Por otro lado, es importante recordar que estaidonde transferencia es obtenida bajo la
suposicion de que todos los estados iniciales atwsno sea el sistema esta relajado en el instante
inicial to, lo que se describe de la siguiente forma:

Vi1 = i, (3)

Esto también vale cuando la FT se obtiene a pdetita transformada de Laplace de la
ecuacion diferencial lineal e invariante en el femdel sistema dindmico modelado por
visualizacion directa. Si el sistema dinamico ni@ eslajado ery entonces la ecuacion (3) no se

cumple. O sea, la salida del sistema depender&x’ieietrladaj[to’m] y de las condiciones iniciales en

to. Por tanto, para determinar la sali@f) de forma Unica necesitamos del conjunto de conbs
iniciales; a este conjunto se lo llama: “ESTADO".

A partir de lo dicho anteriormente, podemos estaléa siguiente definicion: Ekstadd
de un sistema en el tiempo inicig) es la cantidad de informacién ®nque juntamente con la

entraday, ., determina de forma unica el comportamiento deésia, o sea determina la salida

y(t) para todot >t .
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Asi, cuando hablamos del comportamiento del sistelimamico nos referimos a la
respuesta de la “salida” y a la respuesta de ktsdes”. Es importante conocer la “respuesta de los
estados” debido a que para una determinada eringitieda aplicada al sistema la salida puede ser
también limitada pero al mismo tiempo pueden exditiamicas internas (estados) que en vez de
tender a cero o a un valor limitado, aumentan sugéa en el sentido de tornar inestable al sistema.

Asociados al concepto de “estado” de un sistemanuto, surgen las siguientes
definiciones:

Variables de Estadad.as variables de estado de un sistema dinamit@lsmenor conjunto

de variables que determinan_el estado de un sistiimdmico. O también puede decirse que las
variables de estado son el menor conjunto de Vasatecesario para describir completamente el

comportamiento del sistema dinamico.

A pesar de que existen sistemas que pueden sesegpados por un namero “infinito” de
variables de estado, (como por ejemplo los sisteatasmdmicos) nosotros, en la ingenieria
estudiaremos solamente la clase de sistemas ctgdoessta definido por un nimero finito de
variables. A partir de esto podemos definir entsoaue se llama:

Vector de EstadoEl estado de un sistema dinamico puede ser @m0 por un vector

columna, dimensionalmente finito, denotado pot’, “llamado vector de estado. O sea,

X=[x %X .. x],donde loselementos del vectoson las variables de estado y el subindice

n representa el orden del sistema.

Espacio de EstaddEl espacio lineal dentro del cual esta delimitatlwector de estado se

denomina espacio de estado. Dado que las varidblestado adquieren siempre valores reales, el

espacio de estado serd el espacio vectorial reakrdiionalmente finito, el cual se representa
matematicamente com¢R",R).
Ecuaciones Dinamicas o de Espacio de Estaddn sistema dinamico debe incluir

elementos que memoricen los valores aplicados anfiada a partir de un instantet,. En

sistemas de control lastegradores sirven comalementos de memorig por tanto las salidas de
estos integradores pueden ser consideradas conablearque definen el estado de un sistema
dindmico. En el modelado por espacio de estadonmesmeen cuenta tres tipos de variables:
variables de entrada, variables de salida y vasatié estado. Por tanto, el conjunto de ecuaciones
gue describe la relacién Unica entre las entrddassalidas y los estados, se denomina ecuacion
dindmica. Sea un sistema MIMO carnintegradores, " entradas, " salidas y ‘m’ disturbios.

Definamos entonces a lag’“salidas de los integradores como variables dadestEl sistema

dindmico puede ser descrito por el siguiente cdajde ecuaciones:
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%) = R (69, %D (0, U (D, L (D, sy (1), W (D), W (), 9 (1) )

........................................................................ 4)
%,(0 = R, (60, % (D, % (0, 4 (0, 1 (9.0, (8), W (1), W (D)., W, (1), )
Ya(0) = 9 (%D %D, % (0, 4 (D, 5 (9,13 (), W), W (), Wy (D)t
........................................................................ (5)
Yo (0 = g (6D 2% (D,-we % (0, 4 (0, 1 (9,0, (0, W (0, Wy (D), W, (1), 1)
Si escribimos en forma matricial las ecuacioney (&),
M ] [ hxuw, )]
X, (t u,w,t
Xzz() _ hz(Xl?W ) ©
%0 [hOu,w, 1)
V(O] [ axuwb)]
Y>() | _| 9(X,u,w,t)
2 (7)
Vo] | g,00u,w,0)|
de esta forma las ecuaciones (4) y (5) se transioen:
X(t) =h(x,u,w,t
X(t) =h(x,u,w,t) @)

y(t) =g(x,u,w,t)
donde,h y g son un vector de funciones tleeales definidas entre-¢, ), las cuales pueden ser

lineales o no lineales y variantes o invariantegleiempo. Si el sistema es linelly g se tornan

funciones lineales dey deu. Resulta por tanto el siguiente sistema de ecnasibneales:
X(t) =AO)x(t) +B(tu(t) +E()w(t) (9)

y(t) =C(t)x(t) + D(t)u(t) + F(t)w(t) (10)
La ecuacion (4) o (9) se denomina “ecuacion dedestg gobierna el comportamiento de

las variables de estado del sistema, mientras @exuacion (5) o (10) se llama “ecuacion de
salida” y nos da la respuesta del sistema paraleteaminada sefial de entrada, un dado conjunto
de condiciones iniciales y disturbios presentessalida de la planta.

Condicién Para que la ecuacion (4) califigue como ecuadir@mica de un sistema,
asumimos que para cualquier estado inix{l)) y para cualquier entradgt), esta ecuacion tiene
una unica solucion. Para que (4) tenga una Unic&isa para una entrada dagly un dado estado

inicial X(to), las funcione$y y las dh /9%, deben ser funciones continuastgirai, j =1,2,...n.
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Por otro lado, si el sistema es no linéay,g pueden ser linealizadas entorno de un punto de
operacion, y asi tendremos las respectivas eclecomestado y de salida dadas en (9) y (10).

Finalmente, si las funciondsy g no involucran el tiempo explicitamente, el sistema es
invariante en el tiempo. En este caso, las matAcds C, D, E y F resultan matrices constantes y

las ecuaciones (9) y (10) se escriben de la siguferma:
X(t) =AX(t)+Bu(t) +Ew(t) (11)

y(t) =Cx(t)+ Du(t) + Fw(t) (12)
Quedan definidos asi los siguientes vectores:

x=[x % .. %] - VectordeEstado,u= { u ..y ']- Vectorde Eatla
y=[¥%; ¥, .. Y] - Vectorde Salida, w={ w ..w ']~ Vectorde Disbio’
y las siguientes matrices:

A: “matriz de estado” 0 “matriz de dindmicas delesiza”, de dimensiom(x n);

B: “matriz de entrada”, de dimensiamx p);

C: “matriz de salida”, de dimensioq x n);

D: “matriz de transmision directa entrada-salid& dimensiond x p);

E: “Matriz de disturbio a la entrada de la plan@&,dimensionr(x m);

F: “Matriz de disturbio a la salida de la plantag, dimensiond x m);
El diagrama en bloques matricial de las ecuacidir#micas (11) y (12) se muestra en la

Figura 4. Siendo este sistema de ecuaciones densiibmen entonces el blogue de integracién

consistira den integradores.

w(t)

|
|

E F

]

Figura 4 — Diagrama de bloques matricial de la ecu@dn dinamica (11) y (12).
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A continuacion presentaremos algunos ejemplos faandiarizarnos con los modelos por

variables de estado y poder asi obtener algunadusiones al respecto.

4. Ejemplo 1

Consideremos el circuiteLC mostrado en la Figura 5:

R L
AN N Y YY)

u(t)+ l_(tj —+C

Figura 5 — Circuito RLC. Modelo por variables de estado. Ejemplo 1.
Planteando la ecuacién de Kirchhoff de las tensi@mela malla tenemos:

. di 1¢.
u(t) = i(t)R+ Lt j i(t) dit (13)

Por otro lado, la corriente en el capacitor estfad#or la siguiente expresion:

i (t) =i, ()= (14)

donde, v(t) es la tensién en bornes del capacitor. Elijammsiac primer posible conjunto de

variables de estado a la corriente que circulal @mdactor y a la tensién en bornes del capacitor.

Aln mas, escojamos como variable de salida a kEiderdel capacitor. Asi tenemos el siguiente

vector de estadax(t) = [xl(t) xz(t)] —[v(t) |(t)] O sea quexl—dd\; y X, = C;It

Con esa eleccion y a partir de las ecuacionesy({B}) podemos obtener las siguientes ecuaciones

dinamicas:
Q= Ju0- T -1
dt L (15)
dv, 1 ©)
d C*
Estas ecuaciones diferenmales de primer ordengpuedcribirse en forma matricial de la
siguiente forma:
Y/ 0 1/C || v (t 0
S = .°() + u(t) (16)
I -1/L -R/L]|[i () 1/L

Las ecuaciones de estado en (15) o la (16) deacebeomportamiento del circuito de la
Figura 5 y define la relacion que existe entrentragla y el estado del sistema, donde este ultimo

esta formado por la dinamica de la tension en Isodeé capacitor y la dindmica de la corriente que
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circula en el inductor. De la ecuacion (16) se olmseque la misma es de la forma:

X(t) = Ax(t)+Bu(t), donde,
B = 0 17
REVIRE 7

0 1/C
A= y
-1/L -R/L

La matrizA nos da los “autovalores” del sistema dinamico.ddavalores a los elementos
del sistema podemos graficar la ubicacion de emtitsvalores en el plano frecuencial complejo.
SeanR=10Q, L = 10QuH y C = 2QuF, tenemos los siguientes autovalores: {-5279,-94 2stos

son polos sobre el eje real negativo del pros que estan representados en la Figura 6.

1

T T T T T T T T
1 1 1 1 1 1
08
06
0.4+
02+
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-0.6 -

-0.8 -

1 1 1 1 1 ¥
I 1 I L i I I 1

-1 !
10 9 -8 = - 5 4 ) 3 Z] 0

Real x10*

Figura 6 — Autovalores del sistema dinamico de laiura 5.

Finalmente, la ecuacidn de salida de este sisterdada por la siguiente ecuacion:

y(t) = v.(), (18)
o en forma matricial:
t
yt)=[1 0] Déq , (19)

La ecuacion (19) es del tipg(t) =Cx(t), dondeC:[l 0], es llamada “matriz de

salida”.
Es interesante mostrar que el orden de las vasial#deestado en la ecuacion matricial no

altera la dinamica del sistema. O sea, puedo escop=[x(t) %()] =[i. () w(D] .y

nuestra ecuacion de estado resulta:

di,
dt | _[-R/L =1/L]i.®)] [1/L

dv, { 1/C 0 }{Vc(t)}{ O}U(t)' (20)
dt
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y los autovalores de la matriz A resultan: {-9473279}, iguales al caso anterior. Una vez
decidido el orden de las variables de estado, ad=ite ser respetado a la hora de realizar una
simulacidon matematica, con algun programa detemioinaon el fin de solucionar la ecuacién
dinamica. Con relacién a la ecuacién de salidmitana resultayy(t) = [o ]]RL 8]
c
A seguir vamos a ver gue la ecuaciéon de estadttaateide un mismo sistema dinamico no

es Unica y para esto elegimos las variables de daestacomo siendo:
x(t) =[x,(t) xz(t)]T =[v.(} \é(D]T, 0 sea, la tensién en bornes del capacitor yaati de

esta tension. Esta eleccion esta asociada a umsided matematica, generalmente utilizada en

observadores de estados. De la ecuacion de |étetsicarga del capacitor, tenemos que:

d’v. _ 1 di
C=——, 21
dt®* Cdt ()
Substituyendo la ecuacion de la derivada de laiesder en (15) en la ultima ecuacion,
obtenemos:
d®v 1 R . 1
C=—u(t)———1, (t) ———=Vv.(1), 22
y substituyendo la corriente en el inductor, padgunda expresion en (15), llegamos a:
d®v 1 R 1
= —u(t) ——wv () ———wv.(1). 23
Asi nos queda el siguiente conjunto de ecuaciomésricas:
3=V =%
1 R 1 , (24)
X, =V, =—u()—— V() —
% =V I_CU() L L(D LC%(D
y en forma matricial queda expresada la ecuaciG@stiEgo como a seguir:
v, (t 0 1 Vv, (t 0
e O 0 L, (25)
AQ) -1/LC —R/L|| v.(?) 1/LC

Los autovalores de la matriz A resultan: {-52797-84}. Si comparamos con los resultados
anteriores, se observa gue son exactamente lososisemo esperado. Por tanto, la representacion
por espacio de estado de un determinado sisteraeiio no es Unica, asi como tampoco es unico

el conjunto de variables de estado que represehtanmportamiento de tal sistema.

5. Ejemplo 2.

Sea el circuito eléctrico mostrado en la Figura 7:
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R C,

A I 'H(t’;
S R SOl
U(t)_ X, (t) _Cl X, tj_fs

Figura 7 — Circuito RC. Modelo por variables de estado. Ejemplo 2.

Aplicando la ley de Kirchhoff de las tensiones anmlla de los tres capacitores,
considerando que las variables de estado repressntéa el circuito estdn asociadas a las tensiones
en bornes de estos, tenemos la siguiente ecuacion:

% (1) +%()+x(9)=0 (26)

Observando la ecuacion (26) deducimos que las S3oiees son linealmente dependientes,
lo que significa que conocidas dos de ellas laetarcesulta definida. O sea, el comportamiento del
sistema resulta definido por dos de las 3 tensidedes capacitores, o lo que es lo mismo, 2 de las
3 tensiones elegidas califican coestadodel sistema. Por tanto, si se eligen las 3 teesicomo
estado del sistema, entonces existird una reduiadanc

De los ejemplos presentados aqui, realizaremasdagentes

Observaciones

1 — La eleccion dedstadodel sistemano es Unicay dependera del problema especifico a
ser resuelto;

2 — La eleccidn de las variables de estado es&rgemente asociada a una cantidad fisica y
algunas veces a una necesidad matematica;

3 — Las variables de estado estan asociadas argtmmgue almacenan energia y que
muchas veces poseen condiciones iniciales difesel@eero;

4 — El nUmero de variables que definen el estadendgstema es el mismo para cualquiera
de las representaciones de espacio de estado sielonsistema dinamico, y debe consistir del
menor namero de variables posible;

5 - El nimero de variables de estado que definenpliamente las dinamicas de un

sistema es igual al nimero de integradores invatlas en el sistema.

6. Correlacion entre funcién de transferencia y ecuadin de estado

La funcion de transferencia de un sistema dinampi@de obtenerse a partir de la ecuacion
dindmica de estado. Consideremos para el propdsitecuaciones dinamicas, LIT, de un sistema

SISO a partir de las ecuaciones (11) y (12),gerl,g=1ym=1.
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x(t) =Ax(t) +Bu(t) +E w(t)
y(t) =Cx(t) + Du(t) + F w(t)
Aplicando la transformada de Laplace a ambos latodas dos ecuaciones en (27) y

(27)

considerando que las condiciones iniciales de ttmosstados son nulas, o sg@) = 0; se tiene:

sX(9-X(0)=AX (9+B W $+E W }

Y(9=CX(9+D U $+F W b ’
agrupando términos comunes en la primera ecuani¢h83,

(8 —AX (9B U(9+E W $+X (0), (29)

y premultiplicando a ambos lados p¢sl —A)™, dondel es la matriz identidad, esta Gltima

(28)

ecuacion nos queda

X(s)=(8 -A)B U(9+(ls-A)E W B+(I sA )X (0). (30)
Substituyendo esta ultima en la ecuacion de s&igamos:
Y(9=C($-A)B U $+C(Is-A)E W) C (IsA )X (OB U)F W), @3
agrupando ekJ(s) y enW(s) del lado derecho de la dltima ecuacién, nos queda
Y(9=[C($-A)"B +D] U ¥+[C(Is-A) E 4] W)sStC (I sA) X (0). (32)
Observando la ecuacién (32), si desestimamos eltoefdel disturbio \M(s) = 0) y

consideramos que las condiciones iniciales sonsnus facil deducir que la funcion de

transferencia del sistema entre la entld@a y la saliday(s), resulta:
Y(9
U(s)
Noétese que el determinante de la mafdz—A) debe ser diferente de cero, para exista la

G(9 =2 =[C(3-A)"B +D] . (33)

inversa de esta matrizl —A) . De esta Ultima ecuacion observamos lo siguiente:

4 _ Adj(d -A)
s -A)tT=—F— "7 34
( ) Y (34)
asi podemos reescribir la ecuacion (33) de laasigeiforma:
G(s) = C[Adj(d -A)]B +D | (35)

sl -A
donde el numerador de esta ultima es un polinomi® e denominaremd(s). De esta forma,
nuestra funcion de transferencia resulta:

P(s)
sl Al

G(9) = (36)
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El determinantelsl —A| es también un polinomio %) que no es otra cosa que el polinomio
caracteristico d&(s), lo que significa que los valores caracteristideda matriz de estadd son
iguales a los polos de la funcion de transfereG¢s

Esta comprobacién la podemos hacer utilizandoeehgio 1:

R 1
S*T ¢ R 1
Adj(d -A) = B-Al= $§+— s—,
j(9 -A) y | | TS (37)
-— s
L
0
por tanto, considerando la matriz de salidaycll&ada:[l 0] y | 1 | respectivamente, tenemos:
L
s+B 1 0
[1 0] 1L C 1
C=— % 1 ’
S +—s+t—
L LC
y esta Ultima ecuacion resulta:
1/LC
G(=——F—7———.
eiRe L (39)
L LC
Las raices de la ecuacion caracteristica, o sededeminador d&(s), son:
1 2
r,=——| -RC+(RQ*-4 LC]
2LC (40)
1 :
r,=——| -RC-/(RO*-4LC
=5ral (RO?-4LC]

Substituyendo los valores de los parametros, dadad ejemplo 1 y resolviendo tenemos
que: r, =-5279 y r, =-94721, que son los valores de los valores caractersstieola matrizA
calculados en el ejemplo 1.

Si desea conocerse Unicamente el efecto del distsobre la salida, o sea, coifis) = 0y
condiciones iniciales nulas, de la ecuacion (32jese

Gy(9= g 1013 AV E +F ], m

De la misma forma, si desea conocerse Unicameefeb de los estados iniciales sobre la

salida del sistema, cd(s) = W(s) = 0, de la ecuacion (32) se tiene:

Y(9=C($-A)"X(0). (42)
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7. Obtencion de la ecuacion de estado a partir de lauricion de

transferencia

Supongamos un sistema dinamico SISO LIT que tese&luiente funcion de transferencia:

’+h st
Y(9__ S+hstbh “3)
U(s) S+as+as a
Multiplicamos y dividimos el lado derecho de la E.por x;(s) para que la expresion

matematica no varie, y luego igualamos los numeeasdpdenominadores de ambos lados, o sea:
Y(9_  S+hsth (X3
UG s+ags+as a X)s
Y(9=$ X3+ bsk)s bK)s
U(®=5x(3+ a8 X st ak)s ,a(
A continuacion, teniendo en cuenta que el sistesndezorden 3, hagamos la siguiente

§ X = sk)s .&).De esta forma, las ecuaciones

(44)

designacion de variablesx (9 = %( $,

en (44) resultan:

Y(9=x%(9+ px( B+ bX)s (45)
U(g)=sx(3+ ax Bt aX)s 2K)
Aplicando la transformada inversa de Laplace alltimas, obtenemos el siguiente sistema

de ecuaciones en el dominio del tiempo:
y(® =%+ hx()+ hx()
%) =u)-ax(d-ax()-ax}
o0 = %) | 0)
% (1) = %(9)
De la tltima ecuacién podemos escribir la ecuad@estado de la siguiente forma:
x®] [0 1 o]x®] [0
X)) |=| O 0 1| x(@)|+ Ofu). 47)
(] |-a —a &) x()] |1
y la ecuacion de salida,
% (1)
y®=[b b 1| (9 (48)
X3(1)

8. Ejemplo 3
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Apliguemos este caso al ejemplo 1 del circi&tdC. Expresando las ecuaciones en (15) en
funcién de la entrada(t) y de la salida/(t) del circuito y luego aplicando la transformada de

Laplace, nos queda:

di .. 1.
u() = L+ Ri() + < j i(t)dt

1 ) (49)
v, (1) = EI i(t)dt

U(s)=sLI(9+ R( $+— (3

(50)
Y(9=— l( 9
con base en estas ecuaciones, Ia funC|on de transfe de nuestro sistema nos queda:
Y(S 1

(9. (51)

U(s) <LC+ sRG1’
multiplicando y dividiendo, numerador y denominadtal lado derecho de (51) pai(s), e

igualando numeradores con denominadores, tenemos:

(9 _ 1 X(9
U(s) SLC+sRG1 X B i
Y(9=x(3 2
U(s) = S LC( $+ sRCk)s 1(><)
Denominando,
sx(9=%(3% ySX)= sk). (53)
y substituyendo en la (52),
Y(9=x(9 (54)

U(s) = sLCx( 3+ RCY Jsr ,&)-
Aplicando la transformada inversa de Laplace &tasciones (53) y (54), nos quedan:

% (1) = %(1) y X(9=%()
y(t) =x(9 (55)
u(t) = LCx () + RCx( )+ a()

de la Ultima ecuacion despejamigt) :

=L un-Rory- L
Xz(t)—L—CU(t) sz(t) T x(9, (56)

y asi resulta la siguiente ecuacion de estado:
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L(z(t)} ) {—1/LC sy J{xz(t)}{l/ Lc}u(t), -

y la ecuacion de salida:

(58)

v =1 o]{xl(t)} ,

X,(1)
Si comparamos con la ecuacion (25), observamos quét)=y(t)=Vv.(t) vy
X, (1) =X () = V(). También, x (t) = y(t) = v.(D y x,(t)=x(t) =% (). En resumen, la (57) es
igual a la ecuacion (25).
Existe otro método algebraico, similar al anteripre sera descrito a seguir. Reordenando la

ecuacion (51) de la siguiente forma,

S’LCY($+ sRCY¥)s s U, (59)
y aplicando la transformada inversa de Laplace,

R 1 1
V() +— W) +— W) =— : 60
y(t) I_y() I_Cy() LCL(D (60)
Definamos las siguientes variables de estado:

X (1) = y(1)

X,(t) = (1) | 61)

“(n1)
(1) =y (1)
por tanto, para nuestro caso especifico tenemos:
M) =y() - X()=¥«D
M) =9t - %()=¥H’

substituyendo en (60), nos queda la siguiente &mac

= un-Ryp-_L
% (1) = C u(t) L %(1) C (9, (62)
y nuestra ecuacion de estado resulta,
x®|_| O 1% 0 _
L’(Z(t)}_{—l/LC -R/ L[xz(t)}{l/ Lc}u(t)’ (63)
igual a la obtenida en (57). La ecuacién de sag]a
_xi(t)}
t)=(1 O : 64
YO =1 A (64)

Es importante aclarar que esta seleccion de vaesallle estados es conveniente

matematicamente, pero en la practica, los térmouws derivadas de orden elevado provocan
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valores poco precisos por los ruidos inherentes eyigten en toda aplicacion practica, debido
principalmente al aumento de circuitos operaciaggl€omponentes externos en el hardware de
control. En lo que sigue, se desarrollaran alg@p@splos de sistemas modelados en el espacio de

estado para familiarizar al alumno con el proceelita.
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9. Ejemplo 4: Convertidor conmutado CC-CC elevador poos).

La Figura 8 muestra el circuito de un convertid@-CC elevador. Este tipo de convertidor
se usa mucho en fuentes de tension continua reguladomo deriva de su nombre, la tensién de
salida es siempre mayor que la tension de entraldaigual polaridad, o se¥, >V;. El convertidor
estd conformado por dos elementos almacenadoremelgia, un inductor a la entrada y un
capacitor a la salida. Estos dos elementos pasegeesentan como filtros pasa bajos de primer
orden para la corriente de entrada y para la terdgosalida, respectivamente. Posee también, un
dispositivo conmutador controlado (transistor b#potle potencia, MOSFET o IGBT) y un
dispositivo conmutador, el cual puede ser contmado controlado. En este Ultimo caso se utiliza
un diodo rapido, que es el que se usa para elrmgeeanalisis. Cuando la llaBse cierragn), dado
gue la tension de salida es mayor que la tensi@nttada, el diodo queda inversamente polarizado
aislando la etapa de salida. Durante el tiemgp@!| inductor almacena energia y el capacitor de
filtro mantiene la tensién sobre la carga. CuarditalveS se abredff), la etapa de salida recibe la
energia almacenada en el inductor y también declaté de entrada.

Las hipotesis de andlisis en régimen estacionanolas siguientes: 1 — el inductor a la
entrada es lo suficientemente grande como parar dlscorriente que circula por este, lo que
posibilita considerar al conjunto de la fuente elesion de entrada e inductor, como una fuente de
corriente constante. 2 — el capacitor de saliddoesuficientemente grande como para ser
considerado una fuente de tension constante, cgue®,(t) = V.

Para que este sistema cumpla con determinadasfesmeones, tales como (i) error nulo
en régimen estacionario, (ii) tiempos de subid& establecimiento, (iii) maximo sobrepaso y (iv)
buen rechazo de los disturbios provocados ponkide de entrada y por la carga, es necesario que
este convertidor opere en lazo cerrado. En esédeemiara el proyecto del controlador o de la
estructura controladora es importante hallar uneftodominal que represente de la mejor forma

posible la dindmica de tal convertidor.

r, L
W P +
+ i () NOIESRED:
Vv = sAm o, 7° §R v,
| 7€

Figura 8 — Convertidor CC-CC elevador. Ejemplo 4.
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Es importante resaltar, que para una descripciista de la operacion de este convertidor
deben incluirse en la modelacion, los elementodgitas, tales como la resistencia del inductor y la

resistencia equivalente serie del capacitor; coenmmgestra la Figura 8.

9.1 - Etapas de operacion y modelo de gran sefatleespacio de estado

Modo de conduccién continug (t) > 0:
La Figura 9(a) muestra las formas de onda de laeode en el inductor y de la tensién de

disparo de la llav&, mientras que las figuras 9b y 9c muestran lasetigzas de operacion de este
convertidor.

01
Al | i
-~ > ! g
. ton | tof‘f | =i t
T, ‘
(@)
NN hh AN +
+ IL(t) + I|_ t) i (t)‘ Io t)
v = v = SRY,
v, (t T

(b)

Figura 9 — Etapas de operacion del convertidor CC-C elevador en modo de conduccion
continua. (a) Formas de onda: corriente en el inddor y tension de disparo. (b)on. (C) tof.

A continuacion se determinaran las ecuaciones @el@gue describen la dindmica de las
etapas de operacion mostradas en las figuras 9b ¥l86gimos como variables de estado a la

corriente en el inductor y la tension sobre el cdapa o seax(t) =[iL(t) vc(t)]T y la variable de

salida es la tension en bornes de la cay@= v, (t). Con respecto a la notacion utilizada, es
importante aclarar que las letras minUsculas &aliepresentan cantidades variables en el tiempo y
las letras mayusculas italicas representan camsladntinuas de régimen estacionario. Por otro

lado, para representar vectores se usan letrassouil@$, normal negrita y para matrices letras
mayusculas, normal negrita.

Facultad de Ingenieria — U.Na.M -18 - Ing. FermaBdtteron



CONTROL CLASICO Y MODERNO DEPARTAMENTO DE ELECTRORA

Periodotyn:
. di
V=ri +L——+ 65
i L'L dt ( )
v, +ir.=-iR (66)
. dv
I.(t)=C—= 67
() =C (67
de la ecuacion (65) obtenemxgs
dip _V, r..
— =1 -—=] 68
d L L°* (68)
de la ecuacion (66) y (67) obtenemas
v +CcLE(Ry ) =0 (69)
dt
dy, 1 v 20
dt C(R+ ) © (70)
La ecuacion de estado para esta etapa resulta:
rL
. -—— 0 . V.
I (t I (t —4
.L() _| L (O], =8 1)
Vc(t) O _; Vc(t) O
C(R+1)
Dado que
v, =—Rj (72)
. 1
de (70)I,. =— V. tenemos que
y de (70)i, (R+D) q
V. = R V, 73
La ecuacion de salida resulta:
R J[i.®)
)=v.()=(0 . 74
w=v0=[0 ] H0 (72
Denominamos a:
rL
-—= 0 V.
L —+ R
=A,, |L|=B,, |0 =C,, D,=0
R 0 (R+)
C(R+1)

De esta forma, la ecuacion de estado y la ecuag@alida durante el periodbl (donde,

d =$ se denomina ciclo de trabajo o ciclo util de dvdlS) resultan, respectivamente:

S
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X=Ax+BV, (75)
y=CxX. (76)
Periodo tes:
iL = ic +i o] (77)
. di, ..
Vi=ri +L—+if +v, (78)
dt
de (78) se tiene

ﬂ:l—r_l—il_ _Lic —lvc (79)

dt L L L L

A . . _V, TV, : - -
Sabemos que, :E y VvV, =V, + 1[I, por tantol_ = . Sustituyendo esta Ultima expresion

de la corriente en el capacitor en la (79) se tiene

di, _.V. r. 1

—L="l-Lj -2y 80

d¢ L L" L° (80)
De la ecuacion (77) tenemos que=i, —i,. Sustituyendo las expresiones anteriorescdei,
resulta:

o Yo oj - %o 81
TR (81)
L+, =i, +v, (82)
R
v—i(ri+v):>v—RrCi+ Rv 83
o] R+ rc cL c o} R+ E L R+ E c ( )
Sustituyendo la ecuacion (83) en la (80) se tiene:
di, _V, r_. Rp . R
—= =t - I, - V., (84)
d L L L(R+ 1) L(R+ 1)
y finalmentex, resulta
di V. r(R+r)+Rr. R
di M _RRYp+Re; v, (85)
dt L L(R+ ) L(R+ )
Sabiendo que
dvc—li 2%——\{)_\6 86
d¢ C° dt  rC (86)
sustituyendas, de la (83)x, resulta:
dv, _ R R 1
(87)

= I+ V,——V,
dt C(R+ ) rC(R+ ) r.C
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d, _ R o1 88
dt C(R+[)" QR+ (88)
De las ecuaciones (85) y (88) podemos escribicua@on de estado como sigue:
 r(R+r)+Rr, R ] v
i (t L(R+T L(IR+1r) || (t —4
'L() _ (R+1) (R 1) |[i.@®) |, 3 (@9)
V(1) R I A CT M
C(R+ ) C(R+ ) |
y la ecuacion de salida, a partir de la (83) es
[ Rr R i (t)
t)=v (1) = c : 90
0=40=| e 8] )
Denominamos a:
 r(R+r)+Rr, R ] v
L(R+r L(R+r —L
(R+1) (R+1) A, |T|=8, [Re _R]_c p,=0
R 1 0 R+r R+
C(R+r) C(R+ ) |
De esta forma, las ecuaciones de estado y de sdlicante el periodo(1-d)T, resultan,
respectivamente:
X=AX+BV, (91)
y=Cxx. (92)

9.2 - Modelo de espacio de estado promedio del editor en funcion del ciclo de
trabajo“d (t)” :

El modelo promedio en el espacio de estado es ésrach de modelado que se utiliza
ampliamente en el campo de convertidores estaticomutados. El objetivo es el de sustituir la
representacion en el espacio de estado de losrdagas lineales de las figuras 9b y 9c, definidos
por la posicion del conmutador, por una descripdidgita, que represente el comportamiento del
convertidor durante todo el periodo de conmutadipiara obtener esta descripcion de espacio de
estado promedio, las ecuaciones de estado dad@$e(ve) y (91)-(92), correspondientes a las
etapas de operacion analizadas anteriormente, debg@onderadas en el tiempo y promediadas. El
resultado es una descripcion del comportamientlsl®alores medios de las variables de estado

en funcion del ciclo de trabagh dada por las siguientes ecuaciones:

X=AXx+B v, (93)
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y=Cx (94)

p
donde:

A, =Ad+A,(1-d)
B,=B,d+B,(1-d) (95)
C,=Cd+C,(1-d)

Aplicando la ecuacion (95) se obtiene la siguigafresentacion de estado promedio para

el convertidor elevador operando en el modo de weeidn continua:

[ r(R+r)+Rr(l-d) R@-d) ]
- L(R+T) (ReD) | |T o
X= R(1- d) 1 X CL)V" (96)
C(R+ 1) C(R+ p) |
y(t):vo(t):[Rr;ﬁ_rd) Rfr}x- (©7)

De estas dos ultimas ecuaciones, podemos obtenpungd de operacion en régimen
estacionario. O sea, después de gue los fenOmemsstdrios se anulan, esto es, las derivadas de
los estados son nulas, el sistema se comportaugedaca la sefal forzada aplicada al convertidor.

De esta forma se cumple que:

0=A X\*+B YV, (98)

pss

donde, x_. es el vector de estado en régimen estacionaricedi® Ultima pueden obtenerse los

1 “¥ss

valores de los estados en el punto de operaciseal yV.,cond=D yv =V, esto es:

I (R+ )V,
—_ IL - - - rL(R+rc)+ch(1_d)+R2(l_ d)Z
XSS'M' AvB Y= RroVA-dOR | )
r(R+r)+Rr(1-d)+ R(@1- dy |
V. =C x_ = (R+)VA-d)R (100)

°n TPTSE  (R+r)+Rr(1-d)+ R(1- dy

La interpretacion del modelo promedio, dado porelasaciones (96) y (97) es la siguiente:
En la practica para efectuar la conmutacion dele 5 se compara una sefial contirl@g con una

sefal diente de sierra, como muestra la Figura),19(@e esta comparacion resulta la funcién de
conmutacion que llamamd@&(t), de encendido y apagado de la llave; como ildatfgura 10(b).
Esta simulacion se realizo con los siguientes pa@siL = 5mH,C = 20QuF, R=12Q, V, = 7,5V,

D = 0,5. Esta funcion de conmutacion puede sertagigila siguiente forma:
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(= 1 O<t<t,
=10 t, <t<T,

La sefald(t), desde el punto de vista de control, es la sdé@atntradau(t) del sistema

(101)

dindmico en cuestion. Esta sefial puede sufrir gexgueariaciones entorno al punto de operacion
(o valor de régimen estacionario) pero estas vanas son muy lentas comparadas con la alta
frecuencia de la sefal diente de sierra. Esto aljustifica que se pueda sustituift) por la
funcidn de conmutaciég,(t). O sea que](t) resulta en un valor promedio 8g(t) a lo largo de un
periodo de conmutacioms. En la Figura 10(c) se puede apreciar como vddarorriente en el
inductor y la tensién en bornes del capacitor cas®lproduce una variacién del ciclo de trabajo.
En esta simulacion se produjo una variacion exagee d(t) (40%) para poder apreciar la

influencia de la misma sobre las variables de estad

(@)

(b)

iL(t)

(€)

Figura 10 — Circuito elevador CC-CC. (a) Formas denda ded(t) (linea continua) y
portadora de alta frecuencia (diente de sierra). (bFuncion de conmutacionS,(t). (c) Formas
de onda de la corriente en el inductor y de la teién sobre el capacitor.
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En las ecuaciones de espacio de estado promediatiaasidas en la (96) y la (97), es
posible observar que el modelo de variables delestsultante es no lineal debido a que aparecen
multiplicaciones de variables de estado con ladacde control, dado que como dijimos mas arriba,
d(t) = u(t). Con el objetivo de poder aplicar técnicas derobipara sistemas lineales, se procedera
a linealizar el modelo promedio obtenido. Pero audepasar a linealizar este modelo se presenta a
continuacion, una generalizacion del método delinacion para sistemas MIMO.

Sea un sistema MIMO no lineal representado posi@sientes ecuaciones de estado y de
salida:

x=f(x,u,w), y=h(x,u,w) (102)
o en forma matricial,
51 [feuw)] [w] [hecuw)
D= : N : : (103)
X, f.(x,u,w) Y, m(x,u,w)
Una representacion lineal de este sistema en tarmo punto de operacion, dado por

X, Uy, Y,.W, puede ser escrita de la siguiente forma:

AX=ANX+BAU+E AW, Ay =CAX+DAu +F Aw, (104)
donde,
A:()f(xa,u,w)’ ézaf(xa,u,w)’ é:af Q(auw)
X u w
(105)
C:ah(x,u,w), [A):ah(x,u,w), |Ezah(x,u,w)
0Xx ou ow

y las derivadas parciales que aparecen en la @db)os coeficientes del desarrollo en serie de
Taylor de las ecuaciones no lineales dadas en;($@2)do evaluadas estas derivadas en el punto
de operacion, o sex,=x, u=u, w,=w,. Por otro ladoAx, Au, Ay y Aw son los pequefios
desvios dex, u,y yw en torno al punto de operacion dado pgru,,y,w,. Notese que en
estado estacionario se cumple que,

0="f(x,,u,,w,). (106)
Entonces, para un valor dado de las entragas w_,yse encuentran facilmente los valores de
X, que satisfacen la expresion anterior; y los valde=g, se obtienen de:

Yo =h(X,,Uqs,W,). (107)

Retomando nuestro modelo promediado de estadoeal lilel convertidor elevador a partir

de las ecuaciones (96) y (97), primero, para geIresos en cuanto a la notacion usada en control
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substituimos la variable poru y la fuente de tension de entrag@or el correspondiente disturbio

w. De esta forma las ecuaciones resultan:

[ rn(R+r)+Rr(l-u) 1= u)x 1.
| LR LR+ D) L[ ouw) o8
A I ot o [lheuw]
CRD (R D)
_| R R -
y(t)—{RHC(l wx Rﬂcxz} rx,uw) (109)

Alun mas, para simplificar el problema a fin de prear el procedimiento de linealizacion,

despreciamos las resistencias equivalentes sdriedietor y del capacitor, o seg,=r, =0 y de

esta forma las Ultimas dos ecuaciones resultan:

Xy 1
= L d-u) L | f(xu,w)
= - (110)
Xl XZ f2(X1u1W)
21-u) ==
C RC
y(t)=[0 %] = h(x,u,w) (111)
Ahora podemos obtener las matrices linealizadaagded (105), esto es:
ﬂ i of, of,
~ |ox = B
A=| P % g | ou | ow
ox, 0, XoUg,W OU Iy, u,w, OWly u,w, (112)

é:{ﬂ ﬂ}
axl OXZ Xq,Uq W

El punto de operacién o de estado estacionariades$itéido por las siguientes cantidades:

X10:|L’ X20:\/o’ u0: D’ V\é:\( (113)
Aplicando la (112) tenemos:
ﬂ 0 of, _ (1-u) %:(l—u) afzz_ 1

0X, 0x, L "dx C "dx RC

Evaluando las derivadas anteriores en los valadesipor (113), nos quedan las siguientes

matrices de estado linealizadas en torno al puaitmperacion:
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- D) V, .
A~ L A —_ A~
A= E=|L| C=[0 (114)
(1- D) BER 0 o4
C
PorotroladoAxl xl—l :f =x,-V, =V, Au=u-D=10, Ay=y-V, =V y

Aw = w-V =Y. Finalmente, la ecuacion de estado linealizadaltees

o -dD) Ve g
2 L I L |- — |
X = + u-+ w 115
- 1 |l Mg o
C RC C

y la ecuacion de salida,

v, =[0 1]{:;} (116)

Cc
Note que el modelo lineal resultante dado en (li2bg las matriced\ y B que dependen
del punto de operacion. En este punto se cumpbedacion (106), a partir de la cual se obtiene

que:

=\, (1- D) elL(l—D):V—Rg. (117)

Asi, dadas la tension de entraday el ciclo de trabaj®, se obtienen la tension de salMay la
corriente de entradh. Estas mismas expresiones pueden obtenerse hacierd, =0 en las

ecuaciones (99) y (100).
v,(9)

9.3 — Obtencidn de la funcién de transferencia degpefia sefial entrada—salid%(— del
convertidor elevador CC-CC conmutado

Para la obtencion de las funciones de transferateipequefia sefal, se introducen a las
variables promediadas en funcion dedadas en las ecuaciones (93), (94) y (95), peruen
perturbaciones alternadas en torno al punto deaoiger. Estas pequefas perturbaciones estaran

representadas por la tilde “~". Consecuentemente,

X=X +X,
VO :VO + vo’

—v Y, (118)
d=D+d

Las cantidades en mayuscula corresponden a logesalBC del punto de operacion. Para

simplificar nuestro analisis, asumimos que la pbeaion en la tension de entra@da=0 y v, =
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Sabiendo que, de las ecuaciones (93), (94) y @&gse,
x=[Ad+A (1-d))x +[B,d+B {1- d] y
V, =[C,d+C,(1-d)]x
utilizando las (118) en estas ultimas tenemosgoisnte:

(119)

+(B,DV, + Bla\/ -B, DV_BzaV"' B.V)
(120)
Agrupando términos y despreciando los productog ded , dado que son variaciones pequefias,

obtenemos la siguiente ecuacion:

;(:(A1D_A2D+A2)X +A A 2)&)( +f DA DA J +

5 (121)
+(B,-B,)dV, +(B,D-B,D+B )V
y finalmente,
X=[A,D+A (1-D)]X +[B D+B 1-D)]V, + 122
+[AD+A (1-D)IX +[(A,-A )X +@ ,-B )V]d
donde,
A=AD+A,(1-D
: o ). (123)
B=B,D+B,(1-D)
La (122) resulta
X=AX+BV +AX+[(A,-A X +B,-B )V]d (124)
Ahora, siendo
v, =[C,d+C,(1- d)]x (125)
se tiene que,
V, +¥,=[C,(D+d) +C, -C,( D+ d)(X +X)
V, +V, =(C,D+C,d+C,-C,D-C,d)(X +X) (126)
V, +¥,=C,DX +C,dX +C X -C ,IX —C ,dX +
+C,Dx+Cdx+Cx—-C,Dx-Cdx
Agrupando términos y despreciando los productog ged , obtenemos:
V, +V, =[C,D+C,(1- D)]X +[C,D+C {1 - D)]X +[(C,-C )X] d (127)

donde,C=C,D+C,(1-D)
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V, +¥7, =CX+CX+[(C,-C,)X] d (128)
En régimen estacionario sabemos que las derivasaeato al tiempo son nulas, por tanto, como
visto en (98) se tiene que
AX+BV, =0 (129)
y en consecuencia la (124) resulta
x=AX+[(A,-A )X +®B,-B )V]d (130)
y también se tiene que

V. =CX (131)

o]

y consecuentemente, la (128) queda:
U, =Cx+[(C,-C)X]d. (132)
Las ecuaciones (130) y (132) estan formadas unicinuke las variables de pequefia sefal,
por lo que nos son utiles para hallar las funciaegransferencia de pequefia sefal procuradas. A
continuacion, aplicando la transformada de Laptame condiciones iniciales nulas a la ecuacion

(130) tenemos que:

SX(9 = AX(9+[(A,-A )X +B,-B,) W 5 (133)

X()=[4 ~AI[(A,-A X +B , B )V d 6 (134)
Ahora, aplicando la a transformada de Laplace oowliciones iniciales nulas a la ecuacion (132) y

sustituyendax(s) de (134) tenemos,

(9 =CX(9+[(C,—C)X] d ¥. (135)
7,(9=C[4 -A][(A,-A )X +B ;B ) V| @ +(C ,~C )X] @)= (136)
7,(9={C 4 -4 (A, -A)X HB,B) YHC, €)X} @s. (137)
ZBT(;):C[sI ~AT[(A,~A )X +B ;B )V HC ,C )X . (139)
De la ecuacion (129) se obtiene:
X :{H =-A"BV, (139)
| (R+ )V

¥ = {IL} _["(R+1)+Rr(1-D)+ R (1~ D) (140)

(R+)V.A-D)R
. (R+r)+Rr(1-D)+ R (@1- D)*

y de la (131)
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(R+ 1)V, (1- D)R
r(R+r)+Rr(1- D)+ R (1- DY
En la ecuacion (138) llamamo®,, =[(A,-A)X+B,-B)V] y D,=(C,-C,)X.

V,=CX=

(141)

EntoncesB,, y D,,, usandoX de la (140), resultan:

(RD + )V, R
L[r (R+r)+RrD + R D?

L[ (R+r)+RrD + R D] |

D = RV
2 r(R+r)+RrD + R D’

donde,D" =1-D. De esta forma la (138) puede expresarse en uma fieducida y ya conocida:

(143)

v, (9) 4
=== -Al"B,,+D ..
i Clsl —A]"B,*Dy, (144)

Aplicando esta ultima, se obtiene la funcion dedferencia de pequefia sefial entre la sefal

de control y la tension de salida, la cual tiengidgaiente forma:
09 _ | (s+ (st b
d(s s +cs+ d

De la misma forma en que se obtuvo la funcién desferencia de pequefia sefal entre la

(145)

sefal de control y la tensidon de salida, puedenebse la funcion de transferencia de pequefa sefial
entre la tension de entrada y la tension de satiolasiderando las pequefias variaciones; @&

torno al punto de operaciod, =\, + § y teniendo en cuenta un ciclo de trabajo constartd.

10.Ejemplo 5. Motor de corriente continua, controladopor la armadura.

Considere el motor de corriente continua de larf@idul que impulsa una carga a traves de
un eje rigido. Si la corriente de campo es mangenahstante en un valgro el flujo de campo
proviene de un iman permanente, esta maquina meed®ntrolada Unicamente por la tensigt)
aplicada a la armadura. En este caso, la ecuael@adde torsion eléctrico puede ser escrita como

T (1) = Kii,(t) (146)
donde, K, =KI, es una constante. Cuando el motor impulsa la camalesarrolla una fuerza

contraelectromotriz en el circuito de armadura sfue@ la tension aplicadg(t). Esta tension es

linealmente proporcional a la velocidad angulaadetiada en el eje, o sea:
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Figura 11 — Motor CC controlado por la corriente dearmadura que impulsa una carga a
través de un eje rigido.

do(t)

V() = Ky—— 147
5 (1) = K, at (147)

Aplicando la ley de Kirchhoff de las tensiones anlla del circuito de la armadura, se tiene:

=R di, (t)
V() =u(®) = RiL()+ L“T + V(9 (148)
y sustituyéndose (147) se obtiene la dinamicaidalito de armadura,
di_(t de t

v =u0= R0+ LDk S (149)

dt
Seal el momento de inercia total de la carga, el egergtor del motorf el desplazamiento

angular de la carg#;el coeficiente de rozamiento viscos®el par producido por la carga. El par
gue el motor debe desarrollar necesario para veadeercia, el rozamiento, y el par de reaccion

de la carga esta dado por:

2
T.(t)=J d7e() bde(t) (150)
dt? dt
o también, usando la (146)
2
K,i @)= 990 p O ¢ (151)

at  °
Elegimos como variables de estado de este sistemad y X, =w=0, implica que

X, :% y X, == 0. De la ecuacion (149) se tiene

% _ —%ia(t)—%:w(t)+iu(t). (152)

De la ecuacién (151) obtenemos:

1
Goft) =—Li, (t) - w(t) - (153)
La representacion en varlables de estado queda:
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TR KL 1 o

i, (t) L L [i.0)] |—

a = a a L .

L’(t)} Ko b [w(t)}+ : Ho = -2 K (154)
J J

La ecuacion de estado obtenida es del tid) = Ax(t) +Bu(t) +Ew(t), donde w(t)

representa la perturbacion provocada por la carigee ! eje del motor.

A continuacion vamos a considerar el mismo motocatgiente continua del caso anterior
pero ahora impulsando una carga mediante un ejem@leterminada elasticidad. En la Figura 12
se muestra este sistema donde la elasticidad eledeepnodela mediante un resorte de torsion de
elasticidadk. En este caso se debe considerar que existe lowadeel relativa del eje del motor
respecto a la del eje de la carga y viceversa giderar también por separado los pares producidos
por el motor y la carga. Ademas, hay que teneruenta que existe un par de reaccién producido
por el eje elastico sobre el eje del motor y queeBeja sobre el eje de la carga, denominbd@&n

la Figura 12.

Figura 12 — Motor CC controlado por la corriente dearmadura que impulsa una carga a
través de un eje con una constante de elasticidae tbrsionk.

Las ecuaciones dinamicas del motor estan dadascastqor:

v,=u= R+ g%+ K, 00, (155)
Te = Kt ia = J m(bm+Te<' (156)
Las ecuaciones dinamicas de la carga y del ejecgld&stan dadas por:
Tee = JCG)C+ m)c+ TC' (157)
T..=k(6,-6). (158)

Sea el estado del sistema formado por las sigeieateables de estado:

X 0, X =0, %= Tee %= 1 (159)
y, por tanto,x, =G, % =G, %= T, %= 1.

De la ecuacion (156) obtenemss
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K, . 1
G =t - =T
m J a J e€ (160)

m m

De la ecuacion (157) obtenemgs

b 1 1
W, =——7—w+—T, ——T.
C JC C JC ee JC C (161)
De la ecuacion (158) obtenemss
Tee = ko, = koo, (162)
De la ecuacion (155) obtenemgs
K, R,. 1
I, =——20w, ——2i +—Uu. 163
La La La ( )

Con las ultimas cuatro ecuaciones dinamicas podersosbir la ecuacion de espacio de
estado de este sistema, como sigue:

o o -+ K o

o 3. 3| L To 0

@ b 1 il 0 1

(bc O T 5 O wc T

% | 2 L) s 0 Jum+] T (164)
Tee -I-ee

N 0
LK 0 0 R L] | 0 ]

L La La_

11.Ejemplo 6. Sistema de amortiguacion de un automaovil

En el siguiente ejemplo se obtendran las ecuacidim@snicas lineales e invariantes en el
tiempo del sistema de amortiguacion de un autom&vVimodelo mecéanico de este sistema es el
gue se muestra en la Figura 13. La masa del auibexia representada pM y la masa del
sistema de amortiguacion estd dadamoEntre estas dos masas se encuentran un resorteco
coeficiente de elasticiddd (conocidos por el nombre de “espiral” o “elasti¢gsun amortiguador
con una constante de disipacidnLuego entre el sistema de amortiguacion y eloseglste un
resorte de coeficiente de elasticidkgl que representa el efecto eldstico producido per lo
neumaticos. La sefial de entrada de este sistetneepsésentada parque corresponde a la fuerza
ejercida por el automovil sobre el sistema de aguation y del sistema de amortiguacion sobre el
automovil. Las variableg,(t) y x»(t) representan las distancias entre el suelo y Esagvl y m,

respectivamente.
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Figura 13 — Modelo mecanico del sistema de suspéirside un automavil.

Las dimensioned; y d, corresponden a las distancias entre ambas masaseyla masan
y el suelo, respectivamente, con los resortes poste Se observa ademas, que las imperfecciones
del camino provocaran una compresion o descompredgd resortek,, efecto que puede ser
considerado como una perturbacion externa, repiademor un desplazamiento lineal en sentido
vertical. Esta perturbacion se denota por la vérialt). La aceleracion de la gravedad esta dada

porg. Elegimos como variables de estado de este sistidosdesplazamientos verticalgs= 9, y
x, =0,, y a las respectivas velocidades de las masa$, =V, y X, =6,=V_.
Planteando las ecuaciones de movimiento en basge2alky de Newton, para cada masa

respecto a sus posiciones de equilibrio, tenemos:

a: Para la mash:

XM+gM=u-h%-%)- ki x- %= 9. (165)
b: Para la masm:
m+tgm=lx-"Y+ K x x d- kK x o w . (166)

En base a la seleccion de estados tenemos que:
% =6=V,, %=8,=V,, %=0,=V,, %=0,=V,. Distribuyendo términos en las

ecuaciones (165) y (166) tenemos

L. u b b K K K
S AL VENL RV ¥ S ¥ SO, S 167
AW I M W T M* M ?* M d- g (167)
A b ks k K k k K u
= = —_—— v +1d -1 -2 d-=26.+—=2d+—=2WwW—- C 168
% = mVM mVm m- m? mq m > mdz m m - (168)

La representacion matricial de este sistema resultel modelo LIT buscado, descrito por

la ecuacion (169):

Facultad de Ingenieria — U.Na.M -33- Ing. FermaBdtteron



CONTROL CLASICO Y MODERNO

< NOI. Ho,l.

<

5=

3|J~‘§|®— o o

B{ZL_?\_OO

L

1 0]
0 1| %
b b5
M M || Vu
b bjv,
m  m

.
0
1

M

1

o

DEPARTAMENTO DE ELECTRORA

0 0

0 0

0 |w+ ﬂ_g

K M

N

m | Ig___qi_g
. m m

12.Ejemplo 7. Conversor CC-CA PWM con filtro pasa baja LC.

(169)

A continuacion presentaremos un caso de modelmdastema dinamico en el espacio de

estado, donde las variables de estado son escogmlasina necesidad matematica, como

comentado en la seccion 5. Sea el conversor CC-@gtratdo en la Figura 14, el cual convierte una

tension de corriente contind&. en una tension alternada senoidal utilizando urveadidor en

puente completa, en el cual el ciclo de trabajtodesemiconductores esta modulado por una onda

senoidal de amplitud y frecuencia constantes, ceenmuestra en la Figura 15.
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Figura 14 — Conversor CC-CA con filtro pasa bajas IC de salida y carga resistiva.

Figura 15 — Sefial PWM generada por el actuador y Bal de modulacion senoidal.
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Es comln que este sistema opere en lazo cerradel aijetivo de mantener una tension
eficaz y frecuencia constantes frente a variacioeesarga, asi como también proveer al sistema de
una sensibilidad menor a los disturbios de carga.

Debido a que la forma de onda de la tension ddasdkseada es senoidal, se necesita que el
controlador a proyectar, siga o rastree una refeaeque es variable en el tiempo, o sea
rt) =V sin(wt), donde w=2nf, y f es la frecuencia deseada de la tension sintetipadael

convertidor. Si se desea utilizar un controladanvemcional, tal como un proporcional-integral,
gue resulta de facil implementacion practica, pstésentara un error finito en régimen permanente
diferente de cero debido a la naturaleza variabla defal de referencia. Entonces, dado que un Pl
presenta error nulo en régimen permanente condastreonstantes, es deseable que la referencia
del sistema de control sea, para el caso en coesti@ tension continua.

En sistemas trifasicos y especialmente en el casmatuinas de induccion trifasicas, es
comun transformar las tensiones y corrientes altis (referencial estacionario) a un sistema de
coordenadas en sincronismo con la frecuencia fuadtah de las tensiones o corrientes CA
(referencial sincrénico). Esta transformacion saliza transformando el sistema estacionario
trifasicoabc a un sistema bifasico estacionario ortogarfal de magnitudes alternadas, y luego se
transforma este Ultimo al sistema de coordenadasdsiico, cuyas magnitudes resultan continuas
respecto al sistema trifasico original.

En el caso que estamos tratando, es posible eacaomta transformacion lineal que permita
obtener un referencial sincronizado con la frecizenie la tension generada, utilizando como
referencial bifasicaf3 a la corriente y la tensién en el capacitor debfide salida, dado que estas
dos magnitudes estan naturalmente desfasadas &fificls, como se muestra en la Figura 16,

mediante las formas de onda en el tiempo y vedhoeiste en la Figura 17(a).

(b)

Figura 16 — (a) Tension y corriente real en el cag#or. (b) Corriente en el capacitor, real y
filtrada (filtro pasa bajas en 250Hz y¢ = 0,7).
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AV AVe=
Vi E_,d, 77777777 c B
s
Fe Fa
oL, =g
¢
1 e —

(@) (b)
Figura 17 — (a) Vectores representativos de la caante y tension en el capacitor en el sistema
de coordenadas estacionario. (b) Referenciales esitanario [i¢ v¢] y sincrénico[is ve]'.

El vector compuesto, en el referencial estacionaaoo porF; :[i§ vf]T y mostrado en
la Figura 17(a), describe un movimiento circularsentido antihorario co® =wt y con modulo
definido por los médulos d€ y v:. En este caso, este vector compuesto describeiempo una
forma de onda senoidal (o cosenoidal), cuandanisida en el capacitor es(t) =V, sin(wt) por lo
cual, la corriente requerida por el capacitor é9 = wCV, cos(ot ).

Basado en el vectdf, es posible efectuar un cambio de variables defitiée un nuevo
referencial ortogonalqg que gira a la velocidad de sincronismpo sea, a la velocidad del vector
FZ. El vector F; en la Figura 17(b) representa el vector compuesterido al sistema de
coordenadas sincronicas, y este vector esta forpadtas componentes en ejes sincrénicos de la

tensionv; y de la corrienteé; en el capacitor. O sea:

Fo o { |§S} _ {wCVjcos((p)}
VC

170
Visenfp) (170)
Dado quep es un &ngulo arbitrario y constante, las compesaity v:, en coordenadas

sincrénicas, son ahora constantes, dado que ebrv&t se mueve juntamente con el nuevo
referencialdg.
Sin olvidar el factor de escala entre la corrignke tension del capacitor, 0 séq = o2,

la corriente y tension en el referencial estacionpueden ser rotadas al referencial sincrénico y

observando la Figura 17(b), mediante las siguieztaaciones:
i) =ic(t)cos@)+vy € wC senf
[

V() = - sen@ ¢ ¢)cosh )

) (171)
wC

0 en forma matricial
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is cos@) wC sen e e
Cc —_ Cc —_ C
=| sen =T(O) 172
i = o [l 2
De forma similar, si se desea obtener la repres@ntale las variables en el sistema de
coordenadas estacionarias a partir de las variable$ referencial sincronico, se tiene
e cos@) —wC send s s
c | — c |—7T"1 c
=| senp) { }—T (9){ } (173)
[Vf } e cos@) |[v% v
En la Figura 19 se muestra el resultado de lasahias en el referencial sincronico al aplicar
la (172) a las variables en el referencial estasionde la Figura 18. Observe que, debido a la
forma que se eligieron los ejes ortogonalBda tension en ejes sincronicos resulta igual a.cer
Estos resultados nos demuestran que ahora ladleareacontrolar son constantes. Desde el
punto de vista de control esto nos posibilita ti@msar un problema de rastreo o seguimiento de
una referencia senoidal en un problema de reguia@duna referencia constante, lo que permite
utilizar controladores mas simples como, por ejenyol Pl. Por otro lado, también es posible, si se
desea, efectuar una realimentacion de los estado¥jinada con el PIl. En este caso necesitamos
tener la ecuacion de estado de la planta para poeigo efectuar el proyecto de las ganancias de

realimentacion, técnica que sera vista posteriotenen

350 ; : ; 20

i, ()

175[ 7

v.(?)

-175 -10

-350 -20
0

0.01 0.02 0.03 0.04 0 0.01 0.02 0.03 0.04
tiempo, seg. tiempo, seg.
Figura 18 — Tension y corriente en el Figura 19 — Tension y corriente en el
capacitor en el referencial estacionario. capacitor en el referencial sincronico.
V. =311V,w = 314rad/seg € = 12QuF. V. =311V = 314rad/seg € = 12QuF.

La ecuacion de espacio de estado, considerando carnables de estado a la tension en el

. . . . . . _di, . _dv
capacitor y su propia corriente es obtenido a seguFi., X, =V,, :d_tc’ = dtc :
u= Lﬂ +\, (174)
dt
i =i +i,, (175)
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C:Cd%,
dt
A
(0] R '
de (174)
di _1 1
_ _u —_—— A
dt L L
de (175)
di, _di _di,
dt dt dt’
. . di. 1dv
sustituyendo (178) en (179) y sabiendo qaoie:—R d; , tenemos

di, 1 1 1dy,
—t=Zu-—y -———°¢,
dt L L° Rdt

por otro lado, de (176) se tiene q%e\{E = %ic y la (180) queda

di, 11 1.

—_,
dt L L° RC®
gue junto con

dv, 1.
dt C°
nos queda el siguiente conjunto de ecuaciones @adm
X =i, ==u-=-v -1
L L° RC*®
%, =¥, == |
C C Cc
y en forma matricial queda expresada la ecuaciG@stislo como sigue:
1 1
ot
= + L |u,
vV, 1 o ILY%J | g
C

y la ecuacion de salida

yﬂoﬂﬂt]

[

13.Ejemplo 8. Conversor CC-CA PWM con filtro pasa baja LC.
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A continuacion presentaremos un modelo de espacasthdo del conversor CC-CA PWM
como el de la Figura 14, pero en este caso corsalaps que la carga que se conecta a la salida
puede ser de cualquier tipo, esto es, resistivhjctiva, capacitiva, no lineal, entre otras; y esta
carga sera considerada como una fuente de corr@t@ma que drena una corriente Las

ecuaciones (174), (175) y (176) son las ecuaciodes partida. Los estados seran

X =V, %=, X= O(lj\f , XZ:%. De la ecuacion (174)
ﬂzlu—ivc, (186)
dt L L
dela (175) y (176) se tiene
dy, 1. 1.
C=—I1 ——l,, 187
dd c'" C° (187)
y la ecuacion de estado resulta
i 0 1 0 1
VC C Vc |
REM R a0
L _ 0 L I 0

L
La ecuacioén (188) resulté como la presentada en ¢25eax(t) =Ax(t) +Bu(t) +E w(t),

y la ecuacion de salida es

=l d

De acuerdo a la ecuacién obtenida en (32) estnsastendra una salida que dependera del

VC
i } . (189)

L

efecto de la entrada y del disturbio, desconsidkrdas condiciones iniciales, o sea:

Y(9=[C($-A)B ] UBHC(Is-A)E] W)= (190)
y resulta:
_ 1 _sL
YO =gicn Y9 g (191)
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