CONTROL CLASICO Y MODERNO DEPARTAMENTO DE ELECTRONICA

Solucion de la Ecuacion de Espacio de Estado LIT. Controlabilidad y
Observabilidad

1. Introduccion

En este apunte se presentara la solucién de la ecuacion de espacio de estado lineal e
invariante en el tiempo, considerandose primero la solucion de la ecuacion homogénea y luego la
solucion de la ecuacién no homogénea. Estas soluciones se presentaran tanto en el dominio del

tiempo como en el dominio de la frecuencia.

2. Solucion de la ecuacion de estado homogénea. Dominio del tiempo.

Antes de obtener la solucion de la ecuacion diferencial matricial revisaremos la solucion de
la ecuacidn diferencial escalar:
Sea
X = ax 1)
Una solucion para (1) puede ser dada por la siguiente combinacién lineal:
X(t) =b, +bt+bt* +bt®+... +bt“ +... 2
Utilizando esta solucion en (1) tenemos que:
X(t) =b, +2bt + 30t +...+ kb t“ " +... (3)
Usando (1) y (2) e igualando a la (3):
b, +2b,t +3b,t” +...+ Kbt +... = @
=ab, +abt+abt’ +...+abt“ +...
Asumiendo que la solucién elegida es la solucion verdadera para (1) para todo instante de tiempo t,

igualamos los coeficientes en (4) de las mismas potencias en t, 0 sea:

by, = ab,
1 1
b, ==ab, ==a’b
2 =5 by 530
b,=Llab, =1 a¥,
3 3-2 (5)
b, = Sab, =——a‘h
Y4 4320 0
1
bkzmakbo
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El valor de by se determina a partir de las condiciones iniciales haciendo t = 0 en la ecuacion

(2), 0 sea, x(0)=h,. Asi, obtenidos los coeficientes, podemos escribir la solucion de la siguiente

forma:

x(t) = x(0) + ax(0)t +%a2x(0)t2 +%a3x(0)t3 +...+%a"x(0)tk +...

1 1 1 ©)
x(t) =(1+ at+—a’t*+=a’t’+...+ —a‘t" +j x(0)
21 31 K1

. . i , . =1
Es bien conocido que el desarrollo en serie de Taylor de la funcién exponencial €' =thk , por
k=0 ™ =

tanto, el factor entre paréntesis del lado derecho de la ecuacion (6) es el desarrollo en serie de

Taylor de la funcion exponencial e* = Z%aktk .y la (6) resulta:
k=0 ™=

X(t) =e*x(0) ()
Utilizando el mismo procedimiento hasta aqui presentado puede obtenerse la solucion para
la ecuacion diferencial homogénea matricial
X = Ax (8)
donde, x es un vector columna de dimensién n 'y A una matriz cuadrada con elementos constantes
de dimension n x n. Por analogia, podemos asumir que la solucion propuesta para (8) puede ser
escrita en la forma de una serie de potencia vectorial:
x()=b, +bt+b,t* +b,t’ +...+b t“ +..., 9)
donde b es un vector de dimension n. Utilizando (8) y (9) tenemos:
X(t) =b, +2b,t +3b,t’ +...+ kb, t“ " +...= Ab, + Ab,t + Ab,t* +...+ Ab,t" +..., (10)
Igualando los coeficientes de igual potencia en t a ambos lados de (10) tenemos:

b, = Ab,

b, =%Ab1 =%A2bo

b, = %Abz = %Asbo o
b, = %Abs = 4‘—;2A4b0

b, = %A"bo

Por otro lado sabemos que en t = 0 se cumple que x(0)=b,. Obtenidos los coeficientes by, la

solucion de la (8) resulta:
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x(t) = x(0) + Ax(0)t +%A2x(0)t2 +%A3X(O)t3 +... Jr%Akx(O)tk +...

Loy s Lane +...jx(0) (12)

x(t) =(I+At+iA2t2 +—
2! 3! k!

x(t) :(I+At+iA2t2 P A AR +...)x(0)
2! 3! k!
y finalmente

x(t) =e*'x(0). (13)
Esta ultima es la solucion de la ecuacion diferencial matricial lineal de primer orden homogénea

(8), también Ilamada “respuesta natural” o “respuesta con entrada cero”. En (13), se tiene que,

1

1

3!

1

eAt=(1+At+ A%?+ A3t3+...+EAktk+...j. (14)

Se observa en esta uUltima una posible solucion a la matriz de funcion e*', la cual se puede obtener
evaluando algunos términos de la serie (para cualquier instante t finito), calculados a través de un
programa de computadora. Esta solucion es util en el dominio de tiempo discreto cuando se usa un
periodo de discretizacion constante t = T. En este caso, si el periodo seleccionado es

suficientemente pequefio comparado con el periodo de la sefial a muestrear, los términos de la serie
a partir del termino de 2° orden pueden ser despreciados, y e*" =I+AT es una muy buena

aproximacion para la solucion de e*'.

3. Solucion de la ecuacion de estado no homogénea. Dominio del tiempo.
Comenzaremos nuevamente analizando el caso escalar, donde la ecuacién diferencial de
primer orden, lineal e invariante en el tiempo, es dada por:

X =ax+bu (15)
reescribiendo esta dltima de la siguiente forma:

X—ax =bu (16)
a continuacion, multiplicamos ambos lados de la (16) por e ™,

e (x—ax)=e *bu (17)
Si derivamos por la regla de la cadena a

%[e‘a‘x(t)] =—ae "x(t) +e *x(t) (18)

significa que el lado izquierdo de la (17) es igual a %[e‘a‘x(t)] , asi, se tiene que:
d —at —at
a[e x(t)]=e*bu (19)
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integrando esta Gltima ecuacion entre 0 y t, obtenemos:

td —at _ t —arb d
IoE[e X(®)]= | e *bu(x)dz (20)

—at t —at 0 t —ac
e x(t)|, = e x(t) —e°x(0) = joe bu(t)dt (21)
e*'x(t) = x(0) + jo‘e-afbu(r)dr (22)

Finalmente, la solucion de la ecuacion (15) resulta:
x)=  e*x(0) +e[ e bu(r)dt
respuesta a los estados
u(t)=0 respuesta a la entrada

x(t)=0
Por analogia con el caso escalar obtendremos la solucién a la ecuacién de estado lineal e
invariante en el tiempo, no homogénea dada por:
X =Ax+Bu (24)
y =Cx+Du (25)
Analizaremos el caso general donde, x, u e y son vectores columna de dimension n, r, y q,
respectivamente y A, B, C y D son matrices de dimension n x n, n x r, g x n 'y q x I,
respectivamente.

Reescribiendo la (24) como sigue

Xx—Ax =Bu (26)
y premultiplicando ambos miembros de esta Gltima ecuacion por la matriz de funciones e ™",
e (x—Ax)=¢ *Bu (27)
y sabiendo ya que,
: d _
e M[x(t) - Ax(1)] = a[e Mx(®)] (28)
se tiene,
d —At —At
a[e x(t)]=e “Bu(t) (29)
Integrando la ultima ecuacién entre 0 y t tenemos que:
' e x(t)] = [ e**Bu(z)d 30
o5& xO1= ] e " Bu()d (30)
e x(t) - e'x(0) = [ e “"Bu(1)d<
i (31)
e Mx(t) - Ix(0) = j; e *Bu(t)dt
Premultiplicando a ambos lados de la tltima ecuacion por e*
eMeMx(t) = eMx(0) + e j; e “Bu(t)dt (32)
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y siendo: eMe ™ =e**V =g =1

xt)=  e"x(0) +[ e*IBu(r)dt
NS —; 0

respuesta a los estados
u(t)=0

(33)

respuesta a la entrada
X

La matriz e* se denomina “Matriz Transicion de Estados” y se la denota cominmente por
®(t)=e™ . Por lo tanto, se puede escribir la solucién de la ecuacion de estado homogénea, como
sigue:

x(t) = @(t)x(0) (34)
donde ®(t) es la Unica solucion de la ecuacién diferencial lineal homogénea,
D(t) = AD(t) (35)

Observando la ecuacion (34) el significado fisico de la matriz ®(t) es muy claro. La misma

gobierna las trayectorias de los estados en un intervalo de tiempo en el cual la entrada es igual a

cero. También se puede expresar que ®(t) es una transformacion lineal que mapea el vector de

estado x(0) en tp en el vector de estado x(t) en t.

Propiedades de la matriz transicion de estado:

1. ®(0)=1I 4. ®(t)" = d(nt)
2. @'(t) = D(-t) 5. ®(t+t,) = P(t)D(t,) = D(t,)PD(t)
3. ®(t,7) =™ 6. D(t—t)D(t, —t,) =D(t-t,)

A continuaciéon vamos a probar que la (33) es una solucion de la (24). Esto es: haciendo la

derivada primera respecto de t, de la (33) se tiene:
PR« B IO At [ A :|
x(t)—a[e x(0)+e*['e “Bu(x)d=

£(t) = Ae*x(0) +%[e“ [! e’A’Bu(t)dr}

regla de la cadena

t (36)
x(t) = Ae*x(0) + Ae™ jo e **Bu(t)dt+e™[e*Bu(q) ] _
K(t) = A[e’“x(O) e e’ATBu(r)dtJ +eMe M Bu(t)

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
Al final de la (36) se demuestra que se obtuvo la ecuacion diferencial matricial de la cual se
partié para obtener la solucion (33). Finalmente, sustituyéndose la (33) en la (25) se puede calcular

la respuesta del sistema para el vector de estado solucion, esto es:

y(t) = Ce*x(0)+ C j; e*IBu(t)dt+ Du(t) (37)

Siu(t) = 0, se obtiene la respuesta para el conjunto de condiciones iniciales, o sea:
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y(t) = Ce*'x(0) (38)

4. Solucion de la ecuacion de estado no homogénea. Dominio de la

frecuencia.

Consideremos nuevamente el sistema dindmico LIT dado por las ecuaciones (24) y (25).
Nos interesa conocer la respuesta o salida del sistema y(t) para una determinada entrada u(t) y un
conjunto de condiciones iniciales dadas x(0).

Aplicamos entonces la transformada de Laplace a ambos lados de las ecuaciones (24) y

(25):
sX(s)— X(0) = AX(s)+BU(s) (39)
Y(s) = CX(s)+DU(s) (40)
Factorizando X(s) en la (39)
(sI— A)X(s) = X(0) + BU(S) (41)

multiplicando por la izquierda ambos miembros de esta Gltima ecuacion por (sI—A)™

(sI-A)'(sI-A)X(s) = (sI-A)"X(0) + (sI- A)'BU(s)

(42)
1

X(s) = (sI-A)"X(0) + (sI - A)"BU(s)

respuesta a los estados respuesta a la entrada (43)
U(s)=0 =
sustituyéndose X(s) en la (40), tendremos
Y(s) = C(sI-A)'X(0) +C(sI - A)'BU(s) + DU(s)
salida con X(0)#0 salida con U(s)#0 (44)
yU(s)=0 y X(0)=0

Aplicando la transformada inversa de Laplace a las ecuaciones (43) y (44) se obtiene la solucién de
la ecuacion de estado x(t) y la respuesta en el tiempo y(t).

Se observa en la (43) que para U(s) = 0, y comparando con la ecuacion (13), resulta que:

L[ (sT-A)™"]=e" (45)

De esta forma, se pueden expresar las ecuaciones (43) y (44) de la siguiente forma:
X(s) =L (e*)X(0)+L (e*)BU(s) (46)
Y(s)=CL (e*)X(0)+CL (e*)BU(s)+DU(s) (47)

Vamos a demostrar a continuacion que L (e*') = (sI-A)*:

Vimos anteriormente que la expansion en serie de potencias de e* esta dada por:
= 1
— 48
=D A (48)
La transformada de Laplace de t* /k! es dada por
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. [r(_k'} ) s(‘}ﬂ) =s (" (49)
Tomando la transformada de Laplace de (48) se tiene:
L (eAt) _ is—(kﬂ)Ak _ S—li(s—lA)k (50)
k=0 k=0

Por otro lado, es bien conocido que la expansion en serie de Taylor de

FO)=(@-2) " =14 At A2 427 o= 305 (51)
k=0

la cual converge para todo |k| <1. Si s es elegido lo suficientemente grande, los valores absolutos

de los autovalores de s™*A son menores que 1. De esta forma se tiene, de (50) y (51) que L =s"A..

Por lo tanto, se tiene de (51) que:

F(s?A)=(I-s7A)* = 3 (s*A)" (52)
asi, de la ecuacion (50)
L (M) =573 (sA) =5 (I-sA)* = (sI- A)* (53)
0 Sea que:
L (e*)=(sI-A)™ (54)

quedando asi demostrado.
La igualdad en (54) puede demostrarse de la siguiente forma: Dada la convergencia para
todo valor finito de t, de
w=iiAw (55)
= k!
esta puede diferenciarse término a término, o sea:

d At 2 1 342 1 ke k-1
— (@) =A+ AT+ AT+ + At
dt( ) 2 (k—=1)! (56)
d At S 1 kg k-1 - 1 kk
—E@")=) ——AtT=A) —A't 57
dt( ) Z‘(k—l)! kzjk! &7
d At At
—(e")=Ae 58
&) (58)

Aplicando la transformada de Laplace a ésta dltima y sabiendo que
L (df /dt)=sL [f(t)]- f(0), se tiene

d Aty | Aty A0 _ At
L [a(e )}—SL (e™)—e"=AL (e™) (59)
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factorizando términos comunes obtenemos

(sI-A)L (e*)=¢e’=1 (60)
y multiplicando por la izquierda ambos lados de esta ultima ecuacion por (sI-A)™" se llega a que:
L (e*)=(sI-A)" (61)
Que era lo que se queria demostrar.
Relacion entre las ecuaciones dinamicas y la matriz respuesta al impulso
Tomemos ahora la transformada de Laplace de la representacion por variables de estado
dada en las ecuaciones (24) y (25), asumiendo que los estados iniciales son iguales a cero:
Y(s) =[C(sI - A) "B +D]U(s) (62)
De ésta Ultima obtenemos
G(s)=[C(sI-A)"'B+D] (63)
la “Matriz Funcién de Transferencia” del sistema definido por (24) y (25), la cual es una matriz
racional propia y gobierna la respuesta de estado cero. Esta ultima es la transformada de Laplace de

la Matriz respuesta al impulso dada por

G(t) =Ce*B+D§(t) . (64)

5. Autovalores y Autovectores.

Sea A una matriz n x n con coeficientes en el campo de los nimeros complejos C. Un

escalar A en C es llamado de “autovalor” de A si existe un vector x #0 en C tal que

AX =X (65)
Todo vector x =0 que satisface Ax=Aix se denomina “autovector” de A asociado al

autovalor L. Para hallar los autovalores de A, escribimos Ax =Ax como sigue
(AM-A)x=0 (66)
Esta ultima ecuacion tendra una solucion NO TRIVIAL, o sea x =0, si y solamente si el
det(AI-A) =0 (67)
Esto significa que un escalar A es un autovalor de A si y solamente si es una solucién de
AL =M -Al=0 (68)
donde, A(L) es un polinomio de grado “n” en A llamado “polinomio caracteristico” de A. Dado
que A(L) posee grado “n”, la matriz A n x n tendrd “n” autovalores (no necesariamente todos
distintos).

Ejemplo: Sea la matriz
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A 1 -1 59
o 1 (69)
r-1 1
det(AI — A) = det =A% +1
et( ) e[_z X+J + (70)
M 41=0 = A =L, =] (71)

Obtenidos los autovalores de A, los autovectores asociados con A3 Y A, pueden ser obtenidos

solucionando la ecuacion homogénea:

(AMI-A)v, =0, parai=1,2,...,n (72)
Entonces, el autovector asociado con A; = j, se obtiene de:
-1 1 v,
AMI-A)v, = =0
* v, |:_2 j+1:|{\/12 (73)

9T -z -z ..
Claramente, el vector v, =[1 1-j] es una solucién de esta ecuacién. De forma similar, el

autovector v, se obtiene de

B -j-1 1 Vig |
(xZI—A)vz{ > —j+1}{vlj_o (74)

el cual resulta v, =[1 1+ j]".

Caso 1: Todos los autovalores de A son todos distintos. Transformacion de Similaridad.
Sean Ay, Ay, ..., Ay autovalores distintos de la matriz A, y sea v; un autovector de A asociado

con A, parai=1,2, ..., n; esto es, Av, =Av,. Entonces el conjunto {v,, v,, ---,v,} es linealmente
independiente. Sea A la representacion de A respecto a la base {v,, v,,---,v,}. Entonces la

representacion de A con respecto a {v,, v,, ---,v,} es

A 000 0
0 2, O 0
A={0 0 X, 0 (75)
0 0 0 A, |
Sea la matriz de transformacion Q=[v, v, --- v,], formada por los autovectores de A,
dado que,
AQ=A[v, v, - v ]=[Ay, AAVZ - Av, ] -
AQ=[ryv, AV, - AV, ]=QA
se tiene,
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A=0Q7AQ (77)
Se concluye que si los autovalores de una matriz lineal A son todos distintos, entonces eligiendo el
conjunto de autovectores como una base, la matriz A tiene una representacion matricial diagonal
con los autovalores sobre la diagonal principal.
Caso 2: Todos los autovalores de A no son todos distintos. Forma Canénica de Jordan.
Diferente al caso anterior, si la matriz A tiene autovalores repetidos, no siempre es posible
encontrar una representacion matricial diagonal. Vamos a verificar esto con dos ejemplos.

Considérese la siguiente matriz

1 0 -1
A=|0 1 0 (78)
0 0 2
1-» 0 -1
det(A-Al)=det] 0 1-2 0 |[=(1-1)*(2-1) (79)
0 0 2-A
1-2)’2-1)=0 = A, =k, =1y k=2 (80)
El autovector asociado con A, =1 puede obtenerse solucionando la siguiente ecuacion
homogénea
0 0 -1} vy,
(A-AIv, =0 0 0 |lv,|=0 (81)
0 0 1 ||vy,

de la misma ecuacion puede obtenerse el autovector asociado a A, =1. Los vectores soluciones

son: v, =[1 0 0]T y v,=[0 1 O]T los cuales son linealmente independientes. El autovector

asociado con A, =2 puede obtenerse solucionando la siguiente ecuacion homogénea

-1 0 -1y,
(A-AD)v,=| 0 -1 0 ||v,|=0 (82)
0 0 0]vg,

- T - -
El vector solucién es v,=[-1 0 1] . Dado que el conjunto de vectores es linealmente

independiente, esto es,

10 -1
rango(Q)=rango|0 1 0 =3 (83)
0 0 1

la representacion de A respecto a la base {v,, v,, v,} es
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A~

1
A=|0
0 0 2

En este ejemplo, aunque la matriz A tiene autovalores repetidos, esta puede ser diagonalizada. Sin

0 0
10 (84)

embargo, eso no siempre es posible. Veamos el siguiente ejemplo:

Considérese la siguiente matriz

11 2
A=/0 1 3 (85)
0 0 2
-2 1 2
det(A—-AI)=det] 0 1-1 3 |=(@1-A)*@2-2) (86)
0 0 2-Ar
A-1)?(2-2)=0 = A, =4, =1y A, =2 (87)
El autovector asociado con A, =1 puede obtenerse solucionando la siguiente ecuacion
homogénea
01 2¢v,
(A=A v, =|0 0 3||v,|=0 (88)
0 0 1] v,

La solucién de esta ecuacion resulta en la existencia de un solo un autovector linealmente
- - T . -
independiente, v, =[1 0 0] asociado con A, =1y A,=1. El autovector asociado a A, =2,

resulta de la solucion de

-1 1 2{v,
(A-2)v,= 0 -1 3|v, =0 (89)
0 0 0fvy,

oseav,=[5 3 1]'.
Dado que el conjunto de vectores no es linealmente independiente, esto es,

115
rango(Q)=rango|0 0 3|=2 (90)
0 01

no es posible obtener una diagonalizacién de A respecto a la base {v,, v,, v} .

En este ejemplo se observa que si una matriz A n x n tiene autovalores repetidos no siempre
es posible encontrar n vectores linealmente independientes; en consecuencia esta matriz no puede

ser diagonalizada. Sin embargo, es posible encontrar un conjunto especial de vectores bases de
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forma tal que la nueva representacion es casi una forma diagonal, denominada forma canédnica de
Jordan. Esta forma tiene los autovalores de A sobre la diagonal y o ceros o unos arriba de la
diagonal principal. Por ejemplo, si la matriz A tiene un autovalor A; con multiplicidad 4 y un
autovalor A, con multiplicidad 1, entonces la nueva representacion puede tomar algunas de las

siguientes formas:

10 0 0 O0l[rn 1:0 0 0][a 1:0 0 O
0 % 0 0 0[|0 2 0 0 0[O0 2 0 0 0

0 0 % 0 0[/0 0 2 0 0[]0 0 2 1 0

0 0 0 2 0||0 0 0 2 O0fl0 0,0 2 0

0 0 0 0 A,/[0 0 0 0 &[|0 0 0 0 1,

_ o _ (91)
A, 1 0/0 0][rn, 1 0 00

0 A 1 0 0[|[0 & 1 0 0

0 02 0 0[|[0 0 a 1 0

0 0 0 & 0[|[0 0 0 2, O

(0 0 0 0 2,][0 0 0 0 2,

Cual de las formas asumira dependera de las caracteristicas de la matriz A. Los bloques

delimitados por las lineas punteadas que estan sobre la diagonal principal son de la forma:

A 1 0 0 0]
0 A 1 0 0
0 0 O 1 0/ (92)
0 0 O A1
0 0 0 - 0 A

con los mismos autovalores sobre la diagonal principal y 1s (unos) sobre la diagonal arriba de la
diagonal principal. Una matriz de este tipo es llamada bloque de Jordan asociado al autovalor A. La
matriz diagonal (primera matriz en (91)) es claramente un caso especial de la forma candnica de
Jordan.

Antes de presentar el procedimiento para la obtencion de la forma canonica de Jordan
definimos el concepto de “nulidad” de una matriz A n x n. Un vector x es llamado de vector nulo si
Ax=0. La nulidad se define como el maximo nimero de vectores nulos linealmente

independientes de A y esta relacionada al rango de la matriz por

nulidad (A) = nimero de columnas de A —rango(A) (93)

Por ejemplo, la nulidad de la matriz de la ecuacion (88) dada por (A —A,I) es 1, o sea:
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01 2
nulidad[(A—-A,I)]=nulidad|0 0 3|=3-2=1 (94)
0 01

esto significa que la ecuacion (A -2 I)v, =0 tiene solamente una solucion independiente, tal como
fue demostrado en el ejemplo en cuestion.
Definicion: Un vector v se dice que es un autovector generalizado de grado k de A asociado
con A, si y solamente si
(A-AD*v=0
(A-AD"'v=0
Notese que sik =1, (A-AIDv=0y v =0, que es la definicion de autovector vista al inicio

(95)

de la seccion 5. Sea v un autovector generalizado de grado k asociado al autovalor A, se define al

conjunto de vectores {v,, v,, v, -+, v} dados por

vV, 2V
v, =(A=ADv =(A-AD)v,
v, =(A-AD)’v=(A-ADv,, (96)

v, = (A-AD""'v = (A-AD)v,

como la cadena de autovectores generalizados de tamafio k.
Sea una matriz A n x n que posee un autovalor A con multiplicidad m. Deben hallarse
entonces m autovectores generalizados linealmente independientes asociado a A. Esto se realiza

obteniendo cadenas de autovectores generalizados de varios tamarios. Primero se calculan los

rangos de (A-AI)', para i=0,12,...,hasta el rango de (A-AI)" =n—m. Luego se calculan las

nulidades para cada (A —AI)', las cuales segtn la (93) esta dada por n — rango[ (A —AI)'] y a partir

de estos valores encontrar los autovalores generalizados de grado k a partir de la condicién (95).
Para facilitar el entendimiento de este procedimiento presentaremos un ejemplo.

Transformar la siguiente matriz en la forma canonica de Jordan:

3 -1 1 1 0 O]
1 1-1-1 0 0
A 0 0 2 0 1 1, (@)
0 0 0 2 -1 -1
0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1

1. Calcular los autovalores de A.
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det(A —AI) = (A° —101* +401° —80A* + 801 —32)L = (A —2)°L =0 (98)
Como se observa, A tiene un autovalor A, =2 con multiplicidad 5 y un autovalor A, =0
con multiplicidad 1. Debemos entonces encontrar primero, los m autovectores generalizados

linealmente independientes asociados a A, =2.

2. Calcular (A-AI)', para i =0,1,2,...,hasta el rango de (A -AI)* =n—m, como sigue:

1 -1 1 1 0 O
1 -1-1-1 0 O
0 0 0 0 1 1| rango(A-2I)=4
A_ZI = ]
( =10 0 0 0 -1 n=6-4=2 (%9)
0O 0 0 0 -1 1
0 0 0 0 1 -1
0 0 2 2 0 O]
O 0 2 2 0 O
0 0 0 0 0 O A-21) =2
A—20)? = ’ rango(
A=2D"=5 0 0 0o o o|n=-6-2-4 (100)
0O 0 0 0 2 -2
0 0 0 0 -2 2]
0o 0 0 0 0 O]
0O 0 0 O 0 O
0O 0 0 0O 0 O _oT) =
Coryd _ rango(A -2I)° =1
(A-2I) = 0 0 0 0 0 0| M=6-1=5 (101)
0 0 0 0 -4 4
0 0 0 0 4 —4]

donde, n; es la nulidad de (A —AI)'. Ademas, por definicion decimos que B = (A —AI) . Siguiendo
entonces, dado que el rango(A —21I)° =n—-m=1, paramos aqui. Dado que m,-n, =1, podemos
encontrar un autovector generalizado u de grado 3, tal que B’u=0 y B’u=0. Es facil verificar,
solucionando este sistema de ecuaciones, que este vector es u=[0 0 1 0 0 O]T. Definimos

entonces:

(102)

O O O - O O

O O o o NN DN
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Esta es una cadena de autovectores generalizados de tamafo 3. A seguir, dado que n, —m, =2, hay
dos vectores mas linealmente independientes. Debemos buscar entonces un vector v de grado 2, tal

que B°v=0 y Bv =0. Es fécil verificar, solucionando este sistema de ecuaciones, que este vector

esv=[0 0 1 -1 1 1]T.Definimos entonces:

0 0
0 0
B ’ > - 103
vV, =DbV= V,=V=
1 5 2 1 (103)
0 1
L O_ L 1_
Hasta aqui encontramos 5 autovectores generalizados de A asociados con A, =2.
3. Calcular un autovector asociado con A, =0. Sea w un autovector de A asociado con
A, =0; entonces
3 -1 1 1 0 O]
1 1-1-1 0 0
(A-1) 0 0 2 0 1 1 0 104
— W = WwW=VU.
? 0 0 0 2 -1 -1 (104)
0 0 0 0 1 1
10 0 0 0 1 1]
Solucionando esta ecuacién, se obtieneque w=[ 0 0 0 0 1 —1]T.

A partir de los autovectores obtenidos ahora es facil, aplicando la transformacion de

similaridad, obtener la representacion de Jordan de A respecto de la base {u,, u,, u;, v;, v,, w}, 0
sea, A =QAQ donde

Q=[ul u, u; v, Vv, W]

2 1.0 0 0 0

2 -1 0 0 0 0
00 1 2 1 0 (105)

Q=16 0 0 2 1 o0

0 0 0 0 1 1

0 0 0 0 1 -1

Asi, la representacion de Jordan buscada resulta:
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2 100 0 0]

021000
. oo 2000
A=l 002 10 (106)
000020

0000 0 0]

Si se reordena la base de autovectores generalizados a la inversa, 0 sea

{W, v,, v;, uy, u,, u,}, la transformacion lineal resulta

Q=[w vV, VvV, u; u, “1]

0O 0 0 0 1 2
0O 0 0 0 -1 2
0 1 2 1 0 0 (107)
=9 12 0 0 o
1 1 0 0 0 O
-1 1 0 0 0 O
y la representacion de Jordan
[0/0 0 0 0 O]
020000
Ao 012000 (108)
000200
000120
0 0 0/0 1 2]

Esta ultima también es una representacion de Jordan de la matriz A. Comparada con la
representacion en (106) se observa que esta Ultima representacion tiene blogues de Jordan com
unos sobre la diagonal abajo de la diagonal principal, resultado del orden diferente de los vectores

bases.

6. Métodos de Calculo de e*'.

Existen diversos métodos de calculo de e*", que seran descritos a continuacion:
1. Usando la definicion de matriz cuadrada. Primero se calculan los autovalores de A,

luego se debe encontrar un polinomio g() de grado n — 1 que es igual a e en el

espectro de A, entonces e*' = g(A).
2. Usando la forma candnica de Jordan de A: Sea A :QAQ’l; entonces e :Qe;“Q’l,

donde A est4 en la forma de Jordan. e puede ser obtenida de forma inmediata por:
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et et t2eMt 21 . "M f(n—1)! ]
0 e teM .. t"%M/(n-2)!
eM=| 1 : : (109)
0 0 0 0
0 0 0 - et

3. Usando el desarrollo en serie e™ :Zw t“A* /k!: Esta serie, en general no dard una

k=0
solucidn cerrada o bien definida y debido a esto es un método adecuado para programas
de computadora.

4. En el dominio de la frecuencia, recordando que L (e*') = (sI—A)™. Primero se calcula

la matriz inversa de (SI—A) y luego se obtiene la transformada inversa de Laplace de

cada elemento de (sI—A)™". El calculo de la inversa de una matriz no es una tarea facil.
Sin embargo, si la matriz es triangular (si todos los elementos abajo o arriba de la
diagonal principal son nulos) o es de orden menor a 4 la tarea es mas sencilla. Recuerde
que la inversa de una matriz triangular es también una matriz triangular.

De los métodos presentados anteriormente, describiremos en detalles los métodos 1y 2.

1. Funcion de matriz cuadrada. Definicion: Sea f(1) una funcion definida en el espectro
de A. Si g(A) es un polinomio que posee los mismos valores que f(1), en el espectro de
A, entonces la funcion de matriz f(A) se define como f(A)= g(A).

Si A es una matriz n x n, determinados los n valores de f(A), podemos encontrar un

polinomio de grado n — 1,

g(\) = o, ok +e o, AT (110)
el cual es igual a f(A). Entonces de esta definicion, se sabe que cada funcion de A puede ser
expresada como

f(A)=o+o,A++a, A", (111)
A continuacion resumimos el procedimiento: Dada una matriz A n x n y una funcion f(d),

primero calculamos el polinomio caracteristico de A, o sea,

A =T [(-2)" (112)

donde, A,,A,,...,A, son los autovalores distintos de A con multiplicidades n,n,,...,n,,

m
respectivamente. Sea el polinomio g(A) dado por (110) donde los coeficientes o, a,...,a, ; SoON
obtenidos usando las n ecuaciones dadas por:

fOn)=9"®,), paral=0,12,...,n -1 e i=12,...,m (113)
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donde,

L d'f)
dkl A=A
Finalmente, calculados los coeficientes de g(A) podemos hacer f(A)=g(A).

fOM, g (1,), se define de forma similar. (114)

Ejemplo: Sea la matriz cuadrada A dada por

0 0 -2
A= 0 1 0 (115)
1 0 3

Calcular e*'. O equivalentemente, si f (L) =e™, ;cuél es f(A)?
El polinomio caracteristico de A es (A—1)*(A—2). Sea g(}) = o, + oL +a,A”. Entonces,
para el autovalor A = 1 de multiplicidad 2 tenemos

fO=91) e =a,+0,+0,
f'Q=9'QD te'=a,+20,
Es importante notar que la derivada es con respecto a A y no con respecto a t. A seguir, para el

(116)

autovalor A = 2 de multiplicidad 1 tenemos

f(2)=9(2) €* =a,+2a,+4a, (117)
Tenemos 3 ecuaciones lineales con 3 incdgnitas. Por lo tanto, solucionando este sistema de
ecuaciones se obtiene
o, =-2te' +e”
a, = 3te' —2e* +2¢' (118)
o, =e* —e' —te'
Entonces, tenemos que
e =g(A) = (-2te' +e*)I + (3te' —2e™ +2e")A + (e” —e' —te')A? (119)
Haciendo los calculos, se llega a
2¢'—e” 0 2¢'-2¢”
et = 0 e' 0 (120)
eZt _ et O 2e2t _ et

2. Usando la forma canodnica de Jordan de A: Dada

A, 1 0 - 0
0 A& 1 - 0
A= : : (121)
0 0 0 1
00 0 - Ay
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El polinomio caracteristico de A es (A—2,)". Sea el polinomio g(A) escrito como

gO\') =0, + a’l(x’_}\‘l) +a, (k_xl)z toeet OLn—lO\' _7”1)“71 (122)
Entones, de la condicién en (113) se desprende que
, fOD
oy = 104), 0= £ (), oenl:T(l);) (123)
Por tanto,
- ~ (n-1)
fA)=0(8) = 101+ Ao et A, (124
y, finalmente
) o fr )2t - Y0 (n-1)1 ]
0 f(h) f'o)/n - FOP0)/I(n-2)!
f(A)=| 0 0 fon) - FOO)IN-3)1. (125)
0 0 0 ()
Si f(A)=¢", entonces
_ek1t teM 2 xlt/2| e g2 xlt /(n 1).
A 0 e teM ... "M (n-2)
e¥=0 o0 et . t"%M(n-3) (126)
: : : 0
0 0 0 e |

Una funcion de matriz estd definida por a través de un polinomio de la matriz;

consecuentemente, las relaciones que se cumplen para polinomios pueden también ser aplicadas a

funciones de matrices. Por ejemplo, si A = QAQ’l, entonces

f(A)=Qf (A)Q7, (127)
y si
A{Al 0] (128)
0 A,
entonces
[f@a) o
f(A)—{ 0 f(Az)}’ (129)

para toda funcion f definida en el espectro de A. En consecuencia, usando (125) y (129), toda
funcion de una matriz dada en la forma de Jordan, puede ser obtenida de forma inmediata.

Ejemplo: Considérese la matriz cuadrada A dada en la forma de Jordan
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A, 1 0:0 O]
0 &4 1 0 0
A=|0 0 2 0 O© (130)
0 0 0 &, 1
0 0 0 0 2]
Si f(L)=e", entonces
[ttt t%My210 0 0 ]
0 e teM 0 o0
f(A)=eM=[ 0 0 et 0 0 (131)
0 0 0 g e
0 0 0 0 é+]
Si f(L)=(s—A)", entonces
1 1 : 1 : 0 0
S—7\.1 (5_7‘1) (s_}\’l)
0 L L o 0
s—A,  (s—X)
1
f(A)=sI-A)'=| O 0 0 0 (132)
S—\,
0 0 0 ! L >
S— 7L2 (S - 7\'2)
0 0 0 L
i S=%, |

Es fécil deducir que los elementos de la matriz (132) son el resultado de aplicar la transformada

inversa de Laplace a los elementos de la matriz en la (131).
3. Usandola L (e*)=(sI-A)": Ejemplo.
Considere la ecuacion de estado a continuacion y hallemos la solucidon de la misma:
X 0 -1||x| |0
= +| |u, 1
[Xj [1 _2}[)(2} L (133)
La solucidn es dada por la ecuacion
x(t) =ex(0) + [ e* IBu(t)dr (134)

La matriz de funcion e*se obtiene tomando la transformada inversa de Laplace de

L '[(sT-A)]:
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-1

S 1 s+2 -1
(SI-A)il = :2;
-1 S+2 S°+2s+1 1 S
S+2 3 1
(s+1)? (s+1)?
(sI-A)*' =
1 S
(s+1)?  (s+1)?
S+2 3 1
(s+1)? (s+1% | |@+t)et —te
eAt — L -1 —
1 s tet  (1-t)e

(s+1)?  (s+1)?

[astet e @+t-t)e ™  —(t-te ™ |[o
X(t)—{ teft (1 '[) t:| ( ) I|: )e (t-1) [1—(t—1:)]e(”)MJu(T)dT

@+ttt —te (t—7)e
X(t)_[ et (L-t)e -f} ©+]; {[1 t-le }'(T)dt
La solucidn para u(t) = 1 es:

| @+t)et e 1+e ' (t+1)
X(t)_{ e’ (- t)e‘t} O [ te™ }

7. Controlabilidad y Observabilidad de Sistemas Dinamicos Lineales.

El anélisis de sistemas consiste generalmente de 2 partes:

- Analisis cuantitativo, en el cual nos interesa la respuesta exacta del sistema para un

dado conjunto de entradas y condiciones iniciales;

- Anadlisis cualitativo, en el cual nos interesan las propiedades del sistema.

La controlabilidad y la observabilidad son dos propiedades cualitativas de los sistemas
dinamicos.

A grandes rasgos, la controlabilidad estudia la posibilidad de guiar o llevar los estados de un
sistema hacia una posicion deseada mediante la sefial de entrada. Por otro lado, la observabilidad
estudia la posibilidad de estimar o reconstruir estos estados a partir de la sefial de salida del sistema.
Estos dos conceptos son definidos bajo la suposicion de que las matrices A, B, C y D son
conocidas.

Para entender estos conceptos, veremos primero estas propiedades de un sistema lineal a

través de un ejemplo, utilizando el circuito eléctrico de la Figura 1:

Facultad de Ingenieria — U.Na.M -21 - Ing. Fernando Botterén



CONTROL CLASICO Y MODERNO DEPARTAMENTO DE ELECTRONICA

1Q 10
—\WA— —\A—
X 1 . X, Il¢—o+
+ L= + L=
C1F C,"1F

u Q) 20

—<—p

Figura 1 — Conceptos de Controlabilidad y Observabilidad.

Sean x; y X2 las tensiones en bornes de los capacitores C; y C, respectivamente, las cuales
pueden ser estados del sistema lineal en cuestion. La entrada u es una fuente de corriente constante
y la salida y es la tension en los terminales de salida de este circuito.

& Dado que el circuito esta abierto en los terminales de salida, e independientemente
del valor inicial y polaridad de la tension sobre el capacitor C,, sea cual fuera el valor de corriente u
aplicado a la entrada, el estado x, (o el modo de la malla IT) no podra ser excitado. O sea, la entrada
u no tiene efecto sobre el estado x,, por tanto este estado no es controlable.

& Por otro lado, la corriente que pasa a traves de la resistencia de 2Q es siempre igual
u, la que produce una tension en bornes de esta resistencia y que aparece en los bornes de salida, o

sea y =2u. Consecuentemente, las transiciones del estado x;, independientemente del valor inicial

y polaridad de la tension sobre el capacitor C;, no aparecerdn en los terminales de salida. Esto es,
las variaciones de x; no pueden ser observadas a través de la sefial de salida y, por tanto este estado
no es observable. Sin embargo, el estado x; (0 el modo de la malla I) si es afectado por la entrada u,
por lo tanto, este estado es controlable. Y, las transiciones del estado x, si aparecen en la sefial de
salida y, por lo que este estado es observable.
& En resumen: La ecuacion dinamica lineal que describe este sistema es:
NO CONTROLABLE, y
NO OBSERVABLE.
1. Controlabilidad.
Consideremos el sistema dinamico de dimension n y r entradas, descrito por la ecuacion de
estado
X = Ax+Bu (135)
donde, A y B son respectivamente matrices constantes de dimension n x n y n x r. Dado que la sefial
de salida no juega ningun rol en la controlabilidad, no usaremos por el momento la ecuacion de

salida.
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Definicion: La ecuacion de estado (135) o el par {A,B} se dice que es controlable si para

cualquier estado inicial x(0) = xo y cualquier estado final x;, existe una entrada u que transfiere xo a
X1 en un intervalo de tiempo finito. En caso contrario, la (135), o {A, B} es no controlable.

Esta definicion requiere solamente que la entrada sea capaz de transferir cualquier estado en
el espacio de estado a otro estado en un tiempo finito; pero no especifica que trayectoria debe tomar
el estado. AUn mas, no impone una restricciéon en cuanto a la magnitud de la sefial de entrada; o sea,
la magnitud de u puede ser tan grande como se desee.

Para que el sistema sea controlable, se requiere que la matriz de dimension n x nr

“=[B AB - A"'B] (136)

posea rango=n, o lo que es lo mismo, que contenga n vectores linealmente independientes. La

nxnr

matriz dada en (136) se denomina matriz de controlabilidad. En Matlab esta matriz puede obtenerse
usando el comando “ctrb(A,B)” y para saber si es controlable, rank[ctrb(A,B)] da el rango de <7

Condiciones de controlabilidad para ecuaciones de estado dadas en la forma canénica
de Jordan.

La ventaja de transformar la ecuacion de estado en la forma candnica de Jordan, es que la
controlabilidad puede determinarse por visualizacién directa.

1. Autovalores de A todos distintos:

Sea la ecuacion de estado dada por (135). Siendo los autovalores de A todos distintos, es

posible encontrar una matriz de transformacion P tal que:

P'AP=A= Ay : (137)

L N 1(nxn)

donde P esta formada por los autovectores de A asociados a cada autovalor A;.

Podemos hallar una matriz P tal que se cumpla P*AP = A . Definiendo:

x=Pz (138)
tenemos que
x=Pz (139)
0 sea,
z=P % (140)
de la (135) se tiene
z=P'Ax+P'Bu (141)

y de la (138)
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z=P'APz+P'Bu (142)

Esta ultima ecuacion representa una transformacion lineal donde P'AP= A y P'B= B,
resultando la ecuacion de estado

z=Az+Bu (143)

donde la matriz P puede ser obtenida mediante

1 1 1 0
7‘1 7“2 7\'3 7\’n

P= a2 a2 a2 e | (144)
ot gt ],

Para la verificar la controlabilidad del sistema definido por (143) deben observarse las lineas de la

matriz B . Si todos los elementos de cualquier linea de B son nulos, entonces ese estado no puede
ser controlado por la entrada correspondiente. Entonces, tal sistema es completamente controlable
si y solo si ninguna linea de B tiene todos sus elementos iguales a cero.

2. Autovalores de A no son todos distintos:

En este caso, la matriz A posee autovalores distintos con multiplicidad mayor a 1 y debe
encontrarse un conjunto de autovectores generalizados para poder encontrar una matriz A casi
diagonal, o sea, en alguna forma de Jordan. Considere la ecuacion de estado escrita de la siguiente
forma:

x=Jx+Bu (145)
donde J estd en la forma de Jordan. Para simplificar asumimos que J tiene solo 2 autovalores
distintos, A1 y ;. esto es:

J=diag(J,,J,) (146)
donde J; consiste de todo los bloques de Jordan asociados con A1 y J, consiste de todo los bloques
de Jordan asociados con A,. Asumimos también que J; tiene 3 bloques de Jordan y J, tiene 2
bloques de Jordan, o sea,

J, =diag(J,,, J,.J,,) J,=diag(J,,J,,). (147)

Por otro lado, designamos por by, a la linea de la matriz B que se corresponde con la ultima linea

de los J;. Asi, la ecuacion de estado (145) es controlable si y solo si los 3 vectores linea

{by,;.b,,.b,5} son linealmente independientes y los 2 vectores linea {b,,,b,,} son linealmente

independientes, o lo que es lo mismo ninguno de estos vectores posee todos sus elementos iguales a

cero. Vamos a usar un ejemplo para ilustrar esta afirmacion.
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La matriz J de la ecuacion (148) posee dos autovalores distintos A; y A,. Existen 3 bloques de

Jordan de orden 2, 1y 1, asociados a A;.

A, 1.0 0 0 0 0 000
0O A 0 0 0 0 O 100
0 0 A 0 0 0 0 010

x=/0 0 0 A 0O 0 O|x+[1 1 1l|u (148)
00 0 0 A 1 O 123
0 0 0 0 0 &, 1 010
0 0 0 0.0 0 &, |1 11

Las filas de la matriz B correspondientes con las Gltimas filas de los 3 bloques de Jordan son
[1 0 0],[0 1 0] y[1 1 1],y estos son linealmente independientes. Esto es, el rango de la

matriz formada por estos 3 vectores es igual a 3. Por otro lado, ninguno de estos vectores linea tiene

todos sus elementos nulos. Hay solamente un bloque de Jordan de orden 3 asociado a A,. La linea
de B que se corresponde con la Gltima linea de este bloque de Jordan es [1 1 1], que no es nulo y

por tanto linealmente independiente. Por lo tanto, la ecuacién (147) es controlable.

2. Observabilidad.

Consideremos el sistema dinamico de dimension n, con r entradas y g salidas, descrito por
la ecuacién de estado y su correspondiente ecuacion de salida

X = Ax+Bu

y =Cx+Du (149)
donde, A, B, C y D son respectivamente matrices constantes de dimensionnxn,nxr,gxny gxr.

Definicion: La ecuacion de estado (149) o el par {A,C} es observable, si a traves del
conocimiento de la entrada u y la salida y sobre un intervalo de tiempo finito [0,t], con t >0, es
posible determinar de forma Gnica un estado inicial x(0). En caso contrario, la ecuacién (149) es no
observable.

A seguir presentamos un ejemplo para mostrar como un sistema puede ser observable o no

dependiendo de la eleccion de la salida del sistema.

f+ r

| 10 x 10 11
u <—> LTI G
10 10 l

Figura 2 — Conceptos de Observabilidad.
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La variable de estado x de este sistema es la tension en bornes del capacitor C. Si x(0) = 0,
entonces x(t) = 0 para todo t >0 independientemente de que valor de tension de entrada es aplicado
al circuito debido a la simetria del circuito. Significa que la entrada u no tiene efecto sobre la
tension en bornes del capacitor, tornado este sistema no controlable.

Si la sefal de salida es y;, como muestra la Figura 2, y x(0)=0 en t >0, el transitorio de

tension en bornes del capacitor aparece en y;. Significa que la ecuacion de estado que define a esta
configuracion, con y; como salida, es observable.
Ahora, si la sefial de salida es y,, como se muestra en la Figura 2, independientemente del

valor que adquiera x(0) en t, >0 y sea cual fuere el valor de u, la transicion de la tension en bornes

del capacitor no aparecera en y,. Por tanto, de acuerdo a la definicion de observabilidad, se conocen
perfectamente la sefial de entrada u y la sefial de salida y,, pero no es posible determinar a partir de

esta informacion el estado inicial x(0) en un intervalo de tiempo finito. Significa que la ecuacién
de estado que describe a este sistema, con y, como salida, no es observable.
Para que el sistema sea observable, se requiere que la matriz de dimension nm x n

C

CA
o= " (150)

(:z\ﬂ—l

nmxn

posea rango=n, o lo que es lo mismo, que contenga n vectores linealmente independientes. La

matriz dada en (150) se denomina matriz de observabilidad. En Matlab esta matriz puede obtenerse
usando el comando “obsv(A,C)” y para saber si es observable, rank[obsv(A,C)] da el rango de Z.

Condiciones de observabilidad para ecuaciones de estado dadas en la forma canénica
de Jordan.

Al igual que para la controlabilidad, la transformacion de la ecuacion de estado en la forma
candnica de Jordan, permite determinar rdpidamente y por visualizacion directa si un sistema es o
no es observable.

Tomamos el caso genérico donde la matriz A posee autovalores no todos distintos.
Retomemos la ecuacion de estado en la forma canonica de Jordan (145) y su correspondiente

ecuacion de salida, dadas por

x=Jx+Bu

151
y=Cx (15)
Designamos por csij a la columna de la matriz C que se corresponde con la primer columna

de los J;. Asi, la ecuacion de estado (151) es observable si y solo si los 3 vectores columna
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{Ci11,Cs12:Ci15} SON linealmente independientes y los 2 vectores columna {c;,,,C;,,} son

linealmente independientes, o lo que es lo mismo ninguno de estos vectores son nulos.
Para ilustrar esta metodologia retomamos el ejemplo presentado anteriormente, donde la

ecuacion de estado esta dada por la (148), la cual repetimos abajo junto a la ecuacion de salida:

A, 120 0 O O O 00O
0O »,/0 0O O 0 O 100
0O 0ix: 0 O O O 010
x={0 0 02 0 O Oix+/1 1 1|u
0 0 0 O/, 1 O 1 2 3
(152)
0 0 0 0{ 0 &, 1 010
10 0 0 0/ 0 0 &, [1 1 1]
1 1 2 0 0 2 1
y=/1 0 1 2 0 1 1ix
1 0 2 3 0 2 O

Las condiciones para que la (152) sea observable son que los 3 vectores columna de la
matriz C,
1112(|0
1|11]2 (153)
1(12](3
sean linealmente independientes, y fehacientemente lo son. Esto es, el rango de la matriz formada

por estos 3 vectores es igual a 3. Por otro lado, ninguno de estos vectores columna es nulo. Por otro
T,. .
lado, el vector columna [0 0 0] tiene todos sus elementos nulos y por tanto no es linealmente

independiente. En consecuencia, la ecuacion de estado (152) no es observable.

En el caso que los n autovalores de A sean todos distintos, con n autovectores distintos, la
forma diagonal de la matriz A se reduce a la (137), la cual es un caso especial de la forma de Jordan
con n bloques de Jordan distintos de orden 1. La condicion para que este sistema sea observable es
que ninguno de los n-vectores columna de la matriz C esté formado por elementos nulos.

A continuacion presentaremos otros dos ejemplos interesantes relacionados a los conceptos
vistos de controlabilidad y de observabilidad.

Ejemplo 1. Considere el circuito da la Figura 3. La ecuacion de estado esta dada a seguir:

X, 0 -05 0 0l[x ] [05
% = L 0 0 0% + 0 u, y=[0 0 0 1]x+u (154)
X 0 0 -05 0l x,| |0
X, 0 0 0 -1f|x| |0

Facultad de Ingenieria — U.Na.M -27 - Ing. Fernando Botterén



CONTROL CLASICO Y MODERNO DEPARTAMENTO DE ELECTRONICA

Figura 3 — Ejemplos de Controlabilidad y Observabilidad.

Debido a que el circuito esta abierto en los terminales de salida, a que u es una fuente de
corriente constante y a la simetria de los 4 resistores en la rama central, las transiciones de los
estados xi(tension sobre C;) y xp(corriente en L;), no aparecen en la salida y. Por consiguiente, los
estados x; ¥ X» no son observables. Por otro lado, los estados x; y X, si son controlables. De forma
similar, el estado x4(corriente en L,) no es controlable, pero si es observable dado que un valor
inicial x4(0) puede ser detectado en la salida y.

Finalmente, dada la simetria de los 4 resistores en la rama central, el estado xz(tensién sobre
C,) no es controlable ni observable.

Es facil ver que si descartamos los estados que son o no controlables o no observables, el

circuito de la Figura 3 se reduce al de la Figura 4.

10

B

“®

10

B

r—<—p0

Figura 4 — Circuito equivalente de la Figura 3.

La corriente en cada rama central es u/2, consecuentemente, la tension y=(u/2)-2, o sea,

y =u Y la funcion de transferencia del circuito de la Figura 3 es g(s) =1.

Facultad de Ingenieria — U.Na.M -28 - Ing. Fernando Botterén



CONTROL CLASICO Y MODERNO DEPARTAMENTO DE ELECTRONICA

Referencias Bibliograficas
[1] — Feedback Control Systems, Charles L. Phillips and Royce D. Harbor, Fourth Edition,
Prentice Hall, 2000.

[2] — Feedback Control of Dynamic Systems, Gene F. Franklin, J. David Powell and Abbas
Emami-Naenini, Third Edition, Addison Wesley, 1995.

[3] — Analog and Digital Control System Design, Transfer-Function, State-Space &
Algebraic Methods, C. T. Chen, 1993.

[4] — Modern Control Engineering, Katsuhiko Ogata, Third Edition, Prentice Hall, 1997.

Facultad de Ingenieria — U.Na.M -29 - Ing. Fernando Botterén



