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SISTEMAS DE CONTROL 2 DEPARTAMENTO DE INGENIERIA ELECTRONICA

1. Disenio de Controladores Digitales

A. Discretizacion de controladores proyectados en el dominio continuo:
“Redisefio Digital”
En el caso que se desee utilizar un controlador digital basado en el argumento de que el

hardware correspondiente es mas econdémico y flexible, es posible encontrar un sistema
muestreado o sistema digital que reproduzca el comportamiento del sistema de control original
en tiempo continuo. Por tanto, podemos utilizar cualquier técnica de proyecto en el dominio
continuo y a continuacion discretizar el controlador resultante, tratando siempre de satisfacer los
requisitos originales del proyecto. Veamos esto a través de un ejemplo:

Sea el sistema de control mostrado en la Figura 1.

Controlador Planta
NOR G, () —»|—1 Q)
B s(s+2)

Figura 1 — Sistema de control considerado para redisefio digital.

Sean las especificaciones de desempefio en lazo cerrado, las siguientes: frecuencia natural
no amortiguada wn = 3 rad/seg y factor de amortiguamiento & = 0,5. Estas especificaciones
pueden ser obtenidas con el siguiente compensador de adelanto de fase:

S+2
Gc(s)zgm )

Con este controlador obtenemos la siguiente funcién de transferencia de lazo cerrado (ver
digital_redesign_ejemplol.m),

9 o’ ?

s2+35+9 SP+280 S+®
La respuesta al escalon para este sistema de control en tiempo continuo resulta como se

GIc (S) =

muestra en la Figura 2.
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Figura 2 — Respuesta a una entrada en escaldn del sistema de control de la Figura 1.

M, = 16,3% y ts = 2,69 segundos
Los margenes de estabilidad resultantes del sistema compensado se pueden observar en la

siguiente figura:

Bode Diagram
Gm = Inf dB (at Infrad/s), Pm = 51.8 deg (at 2.36 rad/s)
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Figura 3 — Respuesta en frecuencia de lazo abierto del sistema de control de la Figura 1.
MP =51,8° y MG = infinito.

El sistema de control digital correspondiente a la estructura de la Figura 1, puede

representarse segun [1] de la siguiente forma:
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Planta

r(t) +~ e(t) AD —»| wp | —»| DA o 1 )L(t)
B s(s+2)
uP ZOH Planta

r(t) +- e(t) % CO [l O 1T ] ] 1 y(t)
B ‘ S s(s+2)

Figura 4 — Implementacion digital del sistema de control de la Figura 1.

Consideremos para este caso un periodo de muestreo de T = 0,1 seg. El problema se
resume en determinar un compensador o filtro digital Gea(z) cuya respuesta sea semejante a la del
compensador dado en (1). Utilizaremos la aproximacion del tipo retenedor de orden cero o

invariante al escalon, como se representa en la figura abajo:

E(s), U (s),

U(2)

G, (s) ~ E@ s V@,

Figura 5 — Aproximacion invariante al escalon para Ge(s).

La funcion de transferencia del compensador en el dominio de tiempo discreto de Figura 5 puede
obtenerse como sigue:

e.@=2lew)| ©

De la ecuacion (3) resulta la siguiente funcién de transferencia discreta:

U(2) =E(2)C(2) =

Gy(2)=(1-27) ZEG (S)} : (4)
La ecuacion (4) puede ser resuelta utilizando la expresién mostrada en (5) con base en el
teorema del residuo de Cauchy, esto es:

Y(2) = Z Residuo{ . _ZesT

Asi, para hallar la transformada Z de una funcion de transferencia en el dominio s,

Y (s), pi}, donde p, es el i-esimo polo de Y (s) . (5)

aplicamos la (5), o sea:
G, (2)=A-22| 2842 1 gty ljym( 26L2Z Yy (S6+2)2 11 ©)
s(s+3) -0\ (s+3)(z—€%) ) =3 s(z—e")
La ultima ecuacion resulta en la siguiente funcion de transferencia:

9z-6e7" -3
ch (Z) = T : (7)

Para el periodo de muestreo escogido mas arriba de T = 0,1 segundos, esta Ultima resulta:

Facultad de Ingenieria — U.Na.M 5 Fernando Botterdn
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9z 7,445
G =" 07 ®)

Factorizando la variable z en el numerador y denominador, podemos reescribir (8) de la
siguiente forma,
U(z) 9-7,445z" ©)
E(z) 1-0,741z"
Para saber cual es la operacion que debe efectuar el microprocesador debemos hallar la

ch (Z) =

ecuacion a diferencias o lo que es lo mismo, la transformada Z inversa de la (9), esto es:

U(2)1-0,741z)=E(2)(9-7,44527"). (10)
luego,
U(z) =9E(2)-7,4452"'E(2) +0,74127'U(2) . (11)
Algunas transformadas Z de ecuaciones a diferencia pueden ser resumidas en la siguiente tabla:

Tabla I. Transformadas Z de y(k+n) e y(k—n)

Funcion discreta Transformada 2
y(k+4) 7Y (2)-z2'Y (0)-Z2°Y (1) - 22V (2) - zY (3)
y(k+3) Y (2)-2°Y (0)-z2Y (1) - zY (2)
y(k+2) 2%Y (2)-2%Y (0)—2Y (1)
y(k +1) zY (z)-zY (0)
y(k) Y (2)
y(k-1) 27 (2)
y(k-2) 7Y (2)
y(k-3) %Y (2)
y(k—4) 27 (2)

Utilizando la Tabla | podemos obtener nuestra ecuacion a diferencias como sigue:

u(kT) =9e(KT) —7,445¢[(k —)T]+0, 741u[(k —1)T]. (12)

o0 de una forma mas simple, omitiéndose el periodo de muestreo T,

u(k) =9e(k) — 7, 445e(k —1) +0, 741u(k 1) . (13)

A continuacién se muestran las respuestas al escalon unitario para el sistema en tiempo

continuo de la Figura 1 y para el mismo sistema implementado digitalmente seguin la Figura 4.
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La Figura 6 muestra la comparacion de ambos sistemas para un periodo de muestreo T = 0,1 seg

y la Figura 7 para T = 0,025 seg.
1.4

1.2 1

e
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Sistema Compensado en Tiempo Continuo
Sistema Compensado en Tiempo Discreto, T=0.1

Amplitude
o
()]

0.4 1

0.2 1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5
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Figura 6 — Respuesta al escalon para los sistemas continuos y discretos. T = 0,1 seg. M, = 22,3%

Como se observa en la Figura 6 y en la Figura 7, el aumento de la frecuencia de muestreo
resulta en una mejor aproximacion del sistema en tiempo discreto al sistema en tiempo continuo
de la Figura 1, permitiendo que se verifiquen con mayor precision las especificaciones de
desempefio transitorio. No obstante, es importante, en la medida que se disminuye el periodo de
muestreo, verificar si el sistema en lazo cerrado resulta estable, utilizando el diagrama de

Nyquist o las respuestas en frecuencia del sistema en tiempo discreto.

1.2 — :
7N
N
1r i “ﬂ-:—_.,___,______,_, e —— S 4
/ ’
Jlir
0.8r / Sistema Compensado en Tiempo Continuo 1
f Sistema Compensado en Tiempo Discreto, T=0.025
S J
_E |
06 J( 1
£ |
< |
i
04r ([f 1
/
i
02r | 1
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0 / ‘ L ‘ L L L L L ‘
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5
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Figura 7 — Respuesta al escalon para los sistemas continuo y discreto. T = 0,025 seg. Mp = 17,6%
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Otra forma de verificar la estabilidad seria a partir del calculo de los polos de la funcién de
transferencia de lazo cerrado, verificando que estos se encuentran dentro del circulo unitario.
Para los dos casos simulados anteriormente, se muestra a continuacién la representacion de los

polos y ceros de lazo cerrado:

" 0_.6#!‘9_'5W_1‘B_,47/T T
0.8} : 10
0.7/T Oazé;/T N
06F / ' 0:3. 0 N
/0.87/T 0.4 0.2aT\
) L S \
04r/ } 0.6 - SN
o oo 06 0wt
> éﬂ_f )
_E 0 T ERER RS : @ e
E7 ognm e o)
041N\ B e A
\0.87/T S 02T/
06 \\ . e
08 NOTHT 0377
. 060 g Pl
-1 0.5 0 0.5 1

Real Axis
Figura 8 — Polos y ceros de lazo cerrado. T = 0,1 seg. on = 3,08 rad/s y & = 0,424.
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Figura 9 — Polos y ceros de lazo cerrado. T = 0,025 seg. on = 3,02 rad/s y & = 0,482.

Se observa en la Figura 9 un pequefio aumento del coeficiente de amortiguamiento y una
brusca disminucién de la frecuencia natural de los polos de lazo cerrado, lo que se traduce en una
disminucion del sobrepaso, respecto al caso de la Figura 8, haciendo que la respuesta al escalon
sea practicamente igual a la del sistema continuo. Si quisiéramos hacer que la respuesta del

sistema digital sea igual a la del sistema continuo deberiamos aumentar aiin mas la frecuencia de
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muestreo. Simulamos nuestro sistema entonces para T = 0,001 seg, y la respuesta al escalon es la

que se muestra a continuacion:

1.2 T
,-/‘)- \
1 R e —— S -
0.8 Sistema Compensado en Tiempo Continuo 1
o Sistema Compensado en Tiempo Siscreto, T=0.001
-
=
= 0.6 1
£
<
0.4 1
021 1
O i 1 1 1 1 1 1 1 1 L
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 B 4.5

Time (seconds)
Figura 10 — Respuesta al escal6n para los sistemas continuos y discretos. T = 0,001 seg.
Como se observa en la Figura 10 que la salida del sistema en tiempo discreto
practicamente coincide con la salida del sistema en tiempo continuo, para el periodo de muestreo
considerado. Esto puede verificarse en la ubicacion de los polos de lazo cerrado mostrados en la
Figura 11 y Figura 12. Se observa en la Figura 12, la cual muestra una ampliacion de la regién
cercana a z = 1, que los polos complejos conjugados cumplen con las especificaciones
transitorias de wn= 3 rad/s y £ = 0,5. A la vez, el polo real de lazo cerrado se cancela con el cero

impuesto por el compensador de adelanto de fase, esto es:

cero=e " =0,998rad/s y polo=e?" =0,998rad/s.

1 ' . ! : ! X 1073 [
. ~=  System: Gled
08 57 Pole : 0.998 + 0.0026i
. 4t Damping: 0.499
0.6 . Overshoot (%): 16.4
3| Frequency (rad/s): 3 |

04 r a
w0 2+
® 02+ a
: g
g of £, o
'c5u5 02k ] 't System: Gled
E Zero : 0.998

-04 1 Damping: 1

Overshoot (%): 0
06t Frequency (rad/s): 2 .
087 : . 1 -4
-1 | 1 | -5 . . . .
-1 -0.5 0 0.5 1 0.9978 0.998 0.9982 0.9984 0.9986 0.9988
Real Axis Real Axis
Figura 11 — Polos y ceros de lazo cerrado. Figura 12 — Polos y ceros de lazo cerrado. T =
T = 0,001 seg. 0,001 seg. Region proximaaz = 1.
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En resumen, se puede concluir que la respuesta del sistema de control se deteriora en la
medida que el periodo T aumenta, debido al atraso de transporte que introduce el retenedor de
orden cero, lo que se traduce en una dindmica dominante de lazo cerrado que afecta directamente
al desempefio transitorio. Esta situacion provoca que la estabilidad relativa se reduzca para
valores grandes de T. Por el contrario, el desempefio dindmico del sistema en tiempo discreto se
aproxima al desempefio del sistema en tiempo continuo en la medida que la frecuencia de
muestreo aumenta, o el periodo T disminuye, con el consiguiente aumento de carga
computacional para un mismo procesador digital.

Por otro lado, es importante realizar algunas simulaciones para observar el rango dinamico
de todas las sefiales en juego, especialmente de la accion de control resultante, y poder detectar si
existe saturacion de la misma, antes de efectuar los ensayos en el sistema digital real. Puede
apreciarse en la Figura 13 la comparacion de las acciones de control en tiempo continuo y de
tiempo discreto para T = 0,1 seg. El valor maximo es facilmente realizable sin provocar
saturaciones tanto para la implementacion en tiempo continuo como en tiempo discreto. Hay
solamente un valor maximo negativo un poco mayor para la accion de control en tiempo

discreto. Para un periodo mucho menor, T = 0,001 seg., ambas acciones de control coinciden.

10 T T T T 10

Amplitude
Amplitude

0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

Time (seconds) Time (seconds)
Figura 13 — Acciones de control en tiempo Figura 14 — Acciones de control en tiempo
continuo (linea roja) y en tiempo discreto continuo (linea roja) y en tiempo discreto
(linea azul). T = 0,1 seg. (linea azul). T = 0,001 seg.

En la Figura 15 se observan los margenes de estabilidad relativa para el sistema de lazo
cerrado en tiempo discreto y tiempo continuo. Se puede apreciar la diferencia en los margenes de
fase debido al valor elegido de T, y, ademas, aparece un margen de ganancia en el sistema en
tiempo discreto debido al corte en -180° de la curva de fase por la presencia del ZOH, el cual
impone un atraso de transporte que incrementa la fase por arriba de los -180°. Este efecto
practicamente desaparece para el T = 0,001 s, Figura 16; dandose el corte en -180° en las altas

frecuencias, lo que se traduce en un MG elevado para el sistema en tiempo discreto.

Facultad de Ingenieria — U.Na.M 10 Fernando Botteron
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Figura 15 — Respuestas en frecuencia de 1az0  rigyra 16 — Respuestas en frecuencia de lazo
abierto. Tiempo discreto (rojo) con T=0,1s.  apjerto. Tiempo discreto (rojo) con T = 0,001 s.
Tiempo continuo (azul). Tiempo continuo (azul).
MG (TD) = 16,6 dB y MF (TD) = 45,7°. MG (TD) =56,5 dB y MF = 51,8° (TD y TC).
MF (TC) =51,8°.

2

2. Técnicas de Discretizacion

A. Discretizacion de controladores PID
En esta seccién consideraremos algunas técnicas generales para la discretizacion de

controladores proyectados en el dominio continuo. En primer lugar, debido a la gran
aplicabilidad de controladores PID, consideraremos especialmente la discretizacion de estos
compensadores. Supongamos entonces que hemos obtenido los parametros de un PID anal6gico
por alguna técnica de proyecto dada. Para obtener el controlador digital, podemos entonces usar
algunas de las aproximaciones siguientes:

1° Aproximacion:

Derivacion: La derivada de la sefial de error puede aproximarse por la diferencia entre dos

muestras sucesivas, 0 sea:

de(t) _ e(kT) —e[(k =TT . (14)
dt T
Integracion: La integral de la sefial de error puede aproximarse de la siguiente forma:
KT ko
jo e(t)dt =TiZ:1:e(|T). (15)
Luego, tenemos:
en KT,
k J— —
u(k) = K,e(k)+ K, TY (i) + K, w . (16)
i=1
en(k—1)T,

Facultad de Ingenieria — U.Na.M 11 Fernando Botteron
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Uk-D =K e(k-1)+K TS e()+ K, °& —1)_—re(k -2)

En un intervalo de muestreo T, la accion de control PID resulta:

17)

u(k) —u(k 1) = K, [e(k) —e(k —1)]+ K, Te(k) + %[e(k) —2e(k-1)+e(k—2)]. (18)

Observe que, suponiendo k = 3, la integracién en un periodo de muestreo resulta:

Zk:e(i) =e()+e(2)+e(3) ) -
= > e(i)- Ze(i) =e(3) = e(K) . (19)

i=1

k-1
D e(i) =e(l) +e(2)
i=1
Finalmente, la ecuacién que debe ser implementada en el microprocesador resulta:
2

u(k) =u(k—1) +[K, +K,T +%]e(k)-[}<p + 20k —1)+%e(k ~2). (20)

T
2° Aproximacion:

Derivacion: Para aproximar la derivada de la sefial de error se usa la anterior.
Integracidn: Para la integral de la sefial de error utilizamos la aproximacion trapezoidal:

e(0)+e(T) N e(T)+e(2T) - e(k =T +e(kT)} B
2 2 2 -

["etydt=T {
(21)

K oafi :
_ TZ e(i—DT +e(iT)
) 2
La ecuacidn (21) se explica a través de la Figura 17.

A
e(t) £(2T) = e(T) +2e(2T)

()= 20+ 2|

2 t

[
|

fOo T 2T 3T 4T
Figura 17 — Representacion grafica de la aproximacion trapezoidal.

Luego, tenemos:
en KT,

u(k) = K ,e(k) + K, Ti e _1;+ &) | i &k _Te(k - 22)

Facultad de Ingenieria — U.Na.M 12 Fernando Botteron
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en (k- 1)T,

u(k-1) =K, e(k 1)+ Kini&;e(ih « &Lk _1);e(k_2).

En un intervalo de muestreo T, la accién de control PID resulta:

(23)

u(k) —u(k -1) = K [e(k) —e(k -]+ KiT[W} —tlek)—2e(k-D+e(k-2)]. (24)

Observe que, suponiendo k = 2, la integracion en un perlodo de muestreo resulta:

Zk: e(i-D)+e() _e(0)+e@) N e() +e(2)

) 2 2 2
k=1 a(i _ i
Z e(i—-1) +e(i) _ e(0)+e(d) (25)
=) 2 2
Zk: e(i— 1)+e(|) kZie(i ~D+e() ed)+e(?) ek-1+e(k)
) 2 2 2
Finalmente, la ecuacion que debe ser implementada en el microprocesador resulta:
u(k) =u(k - 1)+{K + K2T Ky } e(k) - [K _K_2T 2_': } (k—l)+%e(k—2). (26)

A continuacién, vamos a considerar algunas técnicas generales para discretizacion de

controladores proyectados en el dominio continuo.

B. Aproximacion con mantenedor de orden cero o invariante al escalén
Esta aproximacién ya la vimos anteriormente. Aqui presentaremos una justificativa méas

formal. Consideremos los sistemas continuo y discreto mostrados en la figura.

EO o 9lu6),  EQ]

G.(s) G, )Y@y

Figura 18 — Procedimiento para la obtencién de la aproximacion invariante al escalon.

Para que la respuesta sea invariante a una entrada en escalon se debe imponer la condicion

de que U(KT) coincida con los valores de u(t) parat =KT. Esta condicion resulta en la siguiente

(1_121 )ch (2) = ZE G, (s)} . @7)

De esta Ultima ecuacion se tiene,

igualdad:

6y (1)=0-292| 26.(9) | (28)

Facultad de Ingenieria — U.Na.M 13 Fernando Botteron
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C. Mapeo de diferencias
Sea u(t) = dd( ) . Entonces, sustituyéndose la derivada por la aproximacion de Backward

de primer orden, o sea

de(t) - e(t)—e(t-T)

u(t) = ot = (29)
resulta que,
U(s)=sE(s) > U(2) = E( ). (30)
De la ultima ecuacién (30) observamos que se puede sustituir s por 1-27 , 0 sea:
Gy()=G.() - 31)

T
Esta técnica de discretizacion se caracteriza por la extrema simplicidad siendo facilmente

programable en un microprocesador. Ejemplo: Sea la siguiente funcion de transferencia en

tiempo continuo:

9(s+2)
G.(s)=———.
=213 (32)
1_ -1
Sustituyendo s por en (32), tenemos:
9(1-z'+2T) 9+18T -9z
Cyu(?) =7+ 71— — = — (33)
(s+3) |._ 1-727+43T 1+3T -z
factorizando 1+ 3T, la Gltima nos queda.
(9 +18T =927 /(1+3T) U(2)
Gy (2) = = = : (34)
(s+3) 1-(z7/(1+3T)) E(2)
Para obtener la expresion a dlferenC|as, hacemos:
U(z)[1-(z/@+3T)) | = E(z)[ (9+18T —9z7%)/(1+3T) ]. (35)
y utilizando las relaciones de la Tabla I, tenemos finalmente:
u(k) = 13T [u(k—1)+(9+18T)e(k) —9e(k —-1)] . (36)

Facultad de Ingenieria — U.Na.M 14 Fernando Botteron
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D. Integracion Rectangular: Método de Euler o Forward Difference
k-1

Supongamos que utilizamos la aproximacion u(kT):TZe(iT) para la integral
i=0

u(kT):J'OkT e(t)dt, a partir de la Figura 19, donde la altura del rectangulo viene dada por la

amplitud de la muestra en el instante anterior, o sea e[(k —1)T].

A
u(t)
e(t) e(kT/
[(k-DT]
7
u[(k DT] %
IR

\

(k-DT KT
Figura 19 — Método forward de integracion rectangular.

UkT) =ul(k -DT]+Te[(k-DT] = U(z) = 1-[2_1_1 E(z)=U(2)= %l E(z). (37)

y dado que u(t) es la integral de e(t), tenemos también que U(s):%E(s). De esta forma, y

1 T
teniendo en cuenta la (37), sustituimos = por ——, resultando,

z-1'
ch (Z) G (S)| _-1e (38)
=
Ejemplo: Sea el siguiente compensador
9(s+2)
G.(s)= 39
(5+3) (39)
Sustituyendo s por Z?_l en (39), tenemos:
9(s+2) 9(z—1+ 2T) 9+(18T-9)z*"
Gy (2) == —+ = Eat (40)
(s+3) |, 1 z-1+3T 1+ (3T -1)z
Considerando un T = 0,1 segundo:
9-7,2z7"
Gy(2)=——"——. 41
Cd( ) 1_0,72_1 ( )
y la ecuacion a diferencias resulta:
u(k)=0,7u(k —1)+9e(k)—7,2e(k-1). (42)
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E. Transformacion Bilineal o Transformacion de Tustin
Supongamos ahora que utilizamos la aproximacion trapezoidal para la integral del error, o

k-1
sea U(KT) =u[(k-DT]+ % Ze(iT) +e[(i—1)T]. De esta aproximacion podemos escribir que,

i=0

-1
u(k)—u(k-1) = TE[e(k - +ek)] = U(2)= TET Z_l E(z). (43)
-z
De esta Gltima ecuacion se observa que la funcion de transferencia del compensador Ged(z)
puede ser obtenida sustituyéndose 1 por TEZ—Jri resultando,
S zZ-
Gy (2) =G, (5)) NETER (44)
Tz+1
Consideremos el compensador de los ejemplos anteriores y realicese la sustitucion dada en (44):
2z7-1
9] =———+2
G (Z)_9(s+2) _\Tz+1 ~9(22-2+2Tz+2T) (45)
« (s+3) | 221 (22—1+3) 22-2+3Tz+3T
Tz+1
Tz+1

Distribuyendo términos y factorizando z* en el numerador y denominador tenemos:

)_a8+ﬂﬂn+1m:48_1&u3r+amt4&z4_U(n

Gy (z = : 46
o (2+3T)z+3T -2 2+3T+(3T -2z  E(2) (46)
A partir de las relaciones de la Tabla I, se obtiene finalmente:
u(k) = ﬁ[(18+18T) e(k) + (18T —18)e(k —1)— (3T —2)u(k -1)]. (47)
+
Considerando, por ejemplo, T = 0,1 segundo:
u(k) =8,609e(k)—7,04e(k —1)+0,739u(k -1). (48)
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