CONTROL DIGITAL Y NO LINEAL DEPARTAMENTO DE ELECTRONICA

Aproximacioén o discretizacion de controladores deiémpo continuo basados en
su funcion de transferencia.

Una funcidn de transferencia representa una eaquabtférencial. Es natural obtener una

ecuacion a diferencias por aproximacion de derisgoar ejemplo.

Euler:

Diferencia hacia delante:

() e T)= Ay (=),

dt T T
Diferencia hacia atras (Backward):
() _X()-H=T) (29
dt T (zT)

. . I z-1 z-1
En la transformacion de variables, esto correspargiestituirs por% 0 S por u

(27)

Recordemos que la relacion entre las variablgsz esta dada poz = €'

Entonces la aproximacion de diferencias que correfpa la expansion en serie es:

Método Euler: z=¢€"=(1+ s7)
Backward Difference: z=¢€"= 1
(1-sT)
) 1+sT/2
Método Trapezoidal: z=€"= g
(1-sT/2)

El método trapezoidal es llamado en control digikalaproximacion de Tustin 0 aproximacion
bilineal.

Entonces, utilizando los métodos de aproximacionbarrla funciéon de transferencia del

compensado®, ( z) se obtiene reemplazando el argumergbén G,(s) por s .

z-1
s'= ( T ) Método Euler: Diferencia hacia delante
z-1
s’= ( ) Diferencia hacia atras.
zT
z-1
s’ :E( ) Aproximacion de Tustin.
T (z+1)
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CONTROL DIGITAL Y NO LINEAL DEPARTAMENTO DE ELECTRONICA

Controladores del adelanto y atraso de fase.

Sea la funcion de transferencia genérica de unaladbr de adelanto o de atraso de fase dado por:

G.(2)= &((j_;:))

Donde:z y p, son cero y polos reales.

Gc(z) tendra caracteristicas pasa bajas o pasa altas segn las magnitudes dey p, .

Sustituyendo la transformacidér= €™ 1+ ST en la anterior, resulta:

SCE[E e

GX(s) DK, (S+(1_ 21)/T)

(s+(1- n)/7)
Dado que por razones de estabilidad es necesaielqero y el polo del compensador se ubiquen
dentro del circulo unitarifz| =| p| <1. Por tanto estas raices resultan en el semiptapueirdo del
plano s. A partir de las configuraciones conocidas desstonpensadores en el plasdenemos

que:

Compensador de atraso de fase:
Frecuencia del pok Frecuencia del cero

_(1-p)__(1-9

T T

=z<p

jo

J[oN

Plano 's” Plano "z~

™. X
\
A
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N

joog joog
Plano “z~ Plano “z~
P M N SN 2 M N S
< \ 7 > < U >
Z) P o, A4 o,
v v
Compensador de adelanto de fase:
Frecuencia del pole Frecuencia del cero
1- 1-
Gmn), (a)
T
Y\ N G
jo 04
Plano "'s” Plano "z~
P AV 4 M NS /} N
S U >< N U >
E
pl Zl* ’ \ pl Zl Gd
\4 \4
N g A -
J®Oq J®Oq
Plano “z~ Plano “z~
pa N M NS N M \ S
< A ) >< AR 2
! ) - Q/ ’
v v
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CONTROL DIGITAL Y NO LINEAL DEPARTAMENTO DE ELECTRONICA

Controlador discreto PID.

a) Controlador PD:
Teniamos que la funcién de transferencia del ctattoo PD era:

ec(z){KJ; de 2= K/ e )]

Haciendo las siguientes igualdades:

KT+K K
K:p—d' - p:O
¢ ( T J 4 (KpT+Kd]y

A
J®q

Plano “z~

N
<K

v

El controlador PD es un caso especial del compensidadelanto de fase donge=0.

b) Controlador PI:
Método Forward o diferencias hacia adelante.

1 Z—a
Donde:
a_Kp—KiT K = _K,=KT =
- Kp 1 e T Npo 4 Kp yp=

z, Puede estar tanto en la parte positiva como negaél eje real.

Método Backward.

NP

=(K+ KT

G(3= Kt K g

Donde:
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CONTROL DIGITAL Y NO LINEAL DEPARTAMENTO DE ELECTRONICA

a:L K :(K +KT) %:Lyplzl
K, +KT' ° P K, +KT

z, se ubica sobre el eje real positivo.

Método trapezoidal o de Tustin.

T(z+a)
=K —
G.(2)=K, K2 (z-1)
Donde:
2K +K.T KT-2K
K = P ! , a= ! P
i 2 KT+2K,
z=ay p1:1

z, se ubica sobre el eje real positivo.
Los tres controladores Pl son casos especialendeblador de atraso de fase cpyF1y

z, dependiendo de la relacion entg y K, para un dadd .

Controlador PI

Método Forward:

La funcion de transferencia de este controladartaEs

GC(Z) =K+ (ZKl_Tl)

Trabajando un poco con la anterior...

K, (z)+ KT _ Kz= K+ KT z=(K,—KT)/K,

I ) R = I S

Haciendo las siguientes igualdades:

Tenemos que:

Sit K, >KT, resulta:
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N

Jog
Plano “z" J1
/ a D
< O >
- 1\ | )
_]1
A4
Sit K, <K, resulta:
N jwd

Plano "z

.o ]1
/ p
O >
_1& h
-7l

y

N

pd

Método de Backward

La funcion de transferencia de este controladartas
Tz
G(z)=K + K———
C( ) p K' (Z_l)

Trabajando un poco...
6.(7)- K,(z-1)+ KTz_ Kz K+ KT
(z-1) (z-1)

Haciendo la siguiente igualdad:
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CONTROL DIGITAL Y NO LINEAL DEPARTAMENTO DE ELECTRONICA

__ K A
TR +KT J®a
p N ,
Plano "z~ j!
Tenemos que:
z-a
.(9= K273
(Z—l) a pl
< O >
-1 I &
d
“a” siempre se ubica sobre el eje real positivo. -l
v

Método de Tustin

La funcion de transferencia de este controladartas
GJa:k:+&T&+Q:2&—DKM+KWZ+ﬁ
P 2(z-)) 2(z-1
27K - 2K, + KTz+ KT z(2K, + KT)+ KT-2K,

c.(2 2(2-1) Az-7)

(KT-2K,)
z+y— P
2Kp+KiTj (2K, +KT)

SCRES =

Haciendo las siguientes igualdades:
KT -2K,
a=z——+
2K, +KT
_ 2K +KT
pi ‘T
Resulta:

'(z+ a)
" (z-1)

G,(z=K

El cero “a” puede estar sobre el eje real positivo o negateendiendo d€,, K,y T o lo
que es la mismo dependiendo de la relacion dfifey 2 K.

Proyecto:
Si no existen restricciones en cuanto a desempafisitorio y lo que se desea es nada mas
mejorar el régimen permanente, se puede cancataeifos polos de lazo abierto de la planta, con

el cero que introduce el PI.
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Criterio
Cancelar los polos que se encuentran proximas-a&, para ganar margen de estabilidad

(aumento dé<,).

Control PID discreto:

La funcién de transferencia de este controlador es

o5

z-1 z

Trabajando un poco...

G B KiT2+2KpT+2Kd Z+az+ b
e (2)= 2T z( z-1)

Donde
. KiT2 —4K, - 2K, T
KiT2 +2K T + 2K,
b= 2K,
KiT2 +2K T + 2K,

El controlador PID discreto tiene:

o0 Unpoloenz-1.

o0 Un poloz=0.

o Un par de ceros para situar en el plano z, seglesiecificaciones.

Como tiene un cero mas que el controlador Pl disckeste posee un grado de libertad
adicional en el disefo.
Ejemplo:
Sea la funcion de transferencia de la planta aalanty el tiempo de muestreo:
10

Gp(S):W; T=0,1 seg.

Se tiene que:

6.(2)= 0,0452§z+ 0,904B
P (z-0,9094( z- 0,814

Como se aprecia el sistema “no tiene polo’zetil, por tanto tendra error en régimen permanente.
Considerando que nos interesa solo eliminar estac®nario de posicion, utilizamos un
controlador PI, en donde el cero de este puedseaipara cancelar un polo de la planta.

Criterio:
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CONTROL DIGITAL Y NO LINEAL DEPARTAMENTO DE ELECTRONICA

El polo a cancelar debe ser el que se encuentra pndximo az=1, para aumentar el
margen de estabilidad del sistema.

Por tanto, el cero del Pl es dado por:

(KT=26) _ 4 g00:
(KT+2K,)
Obtenemos
K
—P =1,054 1,05)
Ki
Eligiendo
1
K, =1= K, =——=0,94¢
1,054

De esta forma:

(z+2)

0= K K5 o

Seraigual a:
G i(z) :1,047w
i (z-1)
Y la funcién de transferencia de lazo abierto, ltasu
(1,047)( 0,04528z+ 0,904
G = ) =

_0,047z+ 0,904
Gi(2)= (z-1)(z-0,8149

Si obtenemos los polos de lazo cerrado estos seetnan:
z,,=0,8844+ 0,277
El sistema resulta estable y el error estaciorargscalon es nulo.
Por otro lado...
Se desea ahora aplicar un controlador PID dis@déomisma planta, donde el coeficiente

de velocidad se&, =5

-

a = s (FEEHFE e
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CONTROL DIGITAL Y NO LINEAL DEPARTAMENTO DE ELECTRONICA

(Z?‘lje.a(z){(z;l) K + A () (2] | K Z“Z])( 2“ﬂep(z)

P2 (z-) & T T

z-1 _|(z-1) | .| 0,045z+ 0,904
(?jG"’(Z){7 K"+%(Z+l)+%( = }( z-0,9094( z 0,814p

Desde el coeficiente de velocidad, calculamos leinge K; :

0,044 1,904
K, =lim| K, E( $ =5,134K,
z-1 0,0906( 0,185)4
Entonces:
K,=5134xK, =&t =K =i=0,974
5,134

Del método de cancelacion de polo cero se puedenetK | y K :
z’+az+ b=( 20,9094 ( z 0,814
Z’+az+ b= 2-1,724 # 0,740:

KT?-4K, - 2K, T
KT?+2K, + 2K,

Igualando coeficientes.a.=-1,724=

2K,
KT2+2K T+ 2K,

b=0,7408=

Solucionando el sistema de ecuaciones se obtiknenK

K,=1,454; K, =0,43

Control con PD discreto:

Ejemplo 1
Sea la siguiente funcién de transferencia de lat@la controlar y el tiempo de muestreo:

K
G(s)=————
() (s+1)(s+2)
Disefar el sistema en lazo cerrado tal que se leumigs siguientes especificaciones:
o M, =16,3%

; T=0,1segq.

o t ,=2Seg.
Para cumplir las especificaciones debe disefarsmninolador PD cuya funcién de transferencia
esta dada por:
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Desde las condiciones tenemos:

M, =% = @, =3,4641
Entonces la ubicacion de las raices deseadas son:
S,=-0% jw, =-2% |3,464!
SiendoT =0,1seg.

z =¢"=&otall = g7 gam =0, 77+ P, 27¢

La funcién de transferencia de la planta discretsylta:

(0,00452§(z+ 0,9048K
(z-0,9094( z- 0,814p

G,(2)=

0,004528z- a)( z+ 0,9048
z(z-0,9094 ( z- 0,814p

G.(2)=K

Para que las raices deseadas pertenezcan al tugaices, debe cumplirse la condicion de angulo:

> Fasores desde los ceros al pole®  Fastessle los polos al polo®+ 1§0c2 );

dondec=0,1,2,..

-0,9048 0 -
0,77 ¢

\4
Entonces desde el grafico y para 0 tenemos:

p+e-6,-6,-6,=180

g2 0278 )i 0278 ) o 0278 on0, 0,278 ),
0,77-a 0,9048 0,7 0,7 0,84 0,7)7°
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-180°+tg~* ﬂ = 180"
0,9094- 0,77
Entonces:
4 0,278
tg (O - aj+9,4252— 19,8516° 180° 81,0062° 180° 63,369° °
tg™ 0,278 —-226,0512= 180
0,77-a

Despejanda....

0,278 =tg(406,0513 = 1,037
0,77-a
0,278= 0,7988 1,03% =a="/200 028 45 405
1,0374

Aplicando la condicién de modulo, se obtiene ebvde K: z =0,77+ j0,27¢

K (0,00453, (0,77 0,8)+( 0,298 (0,%7 0,90%8( 0,¥78 .
J(0,779° +( 0,279/ (0,8146 0,77%( 0,2f8/ (0,9094 07w} 0)378

Entonces:

K 0,03 =1= K =24,104:
0,0717

El nimero de muestras podemos calcularlo aproximadte como:
w

L _ 2T
W @

=18,13¢ muestras
w, =3,4641= rf, = f,= 0,551
1
T, = =1813¢ seg
d

También, sienday, de los polos de lazo cerrade;, = 4

wT =0,1=T=0,02seg

Ejemplo 2
Sea la siguiente funcién de transferencia discreta:

_ 0,864
P 7*(z-0,135)

Se desea disefiar un PI tal que los polos tengafi=f,5 y el nimero de muestras por

ciclo de oscilacion sea 10, o sea:

Facultad de Ingenieria — U.Na.M -12- Ing. FernaBdtieron



CONTROL DIGITAL Y NO LINEAL DEPARTAMENTO DE ELECTRONICA

Siendo:

zZ= eTs = é(_gwni de)

w 2ir . , .
d_ y T =— en la anterior, determinamos las raices deseadas

Reemplazandau, =
1-&° @,

Calculo del controlador PI:

6.3 K+ Ky = K = K

Donde:
K=K, +K,
K

- p

K, +K,

Desde las especificaciones tenemos qug= 0,562+ | 0, 40¢

1) A continuacion se aplica la condicion de angulapgue z, , pertenezca al lugar de raices

determinando en este caso el valor del cero detalador PlI:
A .

\4
La condicién de angulo para este caso resulta:
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y-6-6,-26,=-180
Desde el grafico tenemos que:

0,409
2

=180°-tg™
“ J ( a—-0,56

6, :1800—tg‘1( 0,409 j: 136,96

1-0,562

492=tg‘1 ﬂ =tg™" ﬂ =43,76
0,562- 0,13 0,42

6,=tg" (—8’ ggg} =36°

Reemplazando los anteriores en la condicién, teeemo
@ -136,96% 43,769 @ 3¢=- 18
@ -252,72% - 180
= @ =-180+ 252,72 72,72

Desdeg podemos determinar el valor de

= 180°-tg | 2000 | 75 75
a-0,562
Despejando...
0,409
————— |=tg(180 - 72,72 Ftg (107,283 - 3,-
(a—0,562j 9 Fiof 7

0,409=-3,2&a+ 1,

_(0,409-18 — 0,433
-3,21

2) De la condicion de modulo se obtiene el valor dgai@anciak , para las raices deseadas:

K|2-4(0.869 _,

Z |z-1| z= 0,13
ERESS 5

K (0,864 (0,562 0,433)( 0,408 .
(056" +( 0,409 ]|/ (0,562 1)( 0,498/ (0,562 0,135 009

K(O’—:SZJII: K =0,4¢
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Utilizando los valores da y K, se determinan los valores #g y K;.

K,+K =0,46 = K, =0,46-K,

KP
a= =0,433
K, +K,

K
=P =0,432
0,46 K, +K,

K, =(-0,433( 0,46+ 0,4 =|K,; =0,26

= K, =0,46- 0,2€ =|K,=0,2

Ejemplo 3

Sea el siguiente sistema:
36 (z-a)
G = G (9=K
»(9) s(s+3,6) (2 (z-b)

Disefiar un compensador en adelanto para que sdaiusiguientes especificaciones:

o M, =10%.
o t ,=0,8seq.
o e,=0.

'SSp

Obtener el periodo de muestreo para tener 20 nasgstr ciclo:

E:ZO: 21/ w, T = 217w,
T T 20
t=2-0820=""=5
o 0,8
M :e(_m/wd) = w :ﬂ:6’83

P ‘" In(0,2)
Las raices deseadas sof, = -5+ |6,83
z,= ST = g5 689

Desde:T = 27l @y

=0,046seg

Resulta:
z,=0,734+ j0,2¢

Disefio del compensador

Este puede hacerse por cancelacion cero-polo.
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La funcién de transferencia de la planta discresalta:

(7)= (0,042 ¢+ 0,9417
P\ (z-1)(z-0,8352)

Dado que no se puede eliminar el polo en z = éyal permite que el sistema tenga error nulo de
régimen permanente, entonces se compensa el pol8&sL.
a=0,8352

Ahora se debe hallar los valoreslley K, aplicando la condicion de angulo y de modulo.
N

70,26 °

< / ¥ >

\
-0,9417 0 b 0,77 1

Funciones de transparencia PID.

GC(Z)_ Kp+ Gci( 34— Qd( ;

Donde:
v' K, :es la constante del control proporcional.

4 Gci(z): Es la funcion de transferencia del control integrae puede ser

modelada por algunas de las tres aproximacion&ssyvis

v" G,(2): Es la funcién de transferencia del control deiiatque puede ser
modelada por la aproximacién a diferencias.
Integracion rectangular con diferencias hacia atras

K,T+K,)Z+(KT - K T-2K,) z+ K,
Tz( z-1)

):<

G.(z

Integracion rectangular con diferencias hacia adelate.
KT+K,+KT?)Z-( K T+2K,) z
6, (7= KT HKHKTT) Z-(KTH2K) 2
Tz( z-1)
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Integracion con transferencia bilineal
(2)- (2K, T+KT2+2K,) Z+( KT?- 2K T- 4K,) z 2K
¢ 2T2( z-1)

Asi mismo, puede a veces elegirse el cero o el @#pendiendo la configuracion) teniendo en

cuenta de no efectuar una cancelacién de polo @ @an la planta que cumpla una funcidn
especifica.

Las técnicas de proyecto en el dominio de tiempordto son idénticas a las efectuadas en
el dominio continuo.

Las reglas del trazado del lugar de raices enralrdo discreto son las mismas que las del

plano “s”.
Proyecto de controladores Ply PD.

Accion derivativa:
Diferencia entre dos muestras:

Accion integral:
Integracion trapezoidal:

Control PI discreto.

Podemos reescribir:

Donde:

Este controlador introduce un polo e 1 eliminando el error al escalon en estado estadmya

un cero sobre el eje real del plano z que depemtielarelacion entr& | y K;.
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jog

O

v
Si la intencidon es nada mas de mejorar error eme¥gpermanente, se puede cancelar uno

de los polos de la planta con el cém= a) introducido por el PI.

Control PD discreto.

Donde:
- K
(KT +K)
El PD introduce un polo em=0 y un cero sobre el eje real del plano z dadogg@rque depende

de larelacion entr&,, K y T.

Disefio:
Cancelacion polo—ceroCancelando un polo de la planta que presentaespuesta lenta

del sistema con el cero introducido por el PD gpuesta oscilatoria).

Especificacion temporalConsiderando que la zona util para ubicar el esté entrez=0

y z=1.
Si se necesita solo un PD o un PI en cualquierbbsi@anteriores, es posible obtener los

casos particulares hacien#g =0.

Controlador PD

G (Z)=K+K(z—1)=zTKp+ Ky(z-1)
P P T zT
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(=TT ) AT K)- &

|2 K/ (KT K] (KT +K,) o (2-2)

z T A 5

Gu(2)=

Donde:
a:L
CRETS
El PD introduce un cero era™ dado por la relacion entr§ |, K; y T y un polo al origen.

A
J[QF

N

v

“a” se encuentra sobre el eje real positivo.

Este es un caso especial del compensador de anldiafdse, dondg@, =0.
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