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Temas de la Unidad 3

Unidad 3: Analisis de Sistemas Muestreados
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Relacion del muestreo y sus efectos en los polos.
Relacion entre los planos “s™ y “z2”.
Region deseada de polos de LC en el plano z.
Modelado de Sistemas de Control Digital.
» Modelado de la Planta o Proceso: Aprox. Invariante al Escalon
» Aproximacion Discreta de Controladores: Backward, Forward y Tustin.
Técnica de Compensacion del Atraso del ZOH.

Errores en Estado Estacionario.




Aproximacion Discreta de Funciones de Transferencia

Aproximacion de Derivadas de una Ecuacion Diferencial por
Diferencias Finitas

Dinamica de un Proceso: ﬂ+ ay(t) — r(t) (1)

dt

y(t) 1° método: Backward o Diferencias hacia Atras

y(KT) y(k) y(k+1)

Jio-yken Y YK —ylk-1) o
dt |,y T

| con y(t)=y(k) y r(t)=r(k)

y(k)—y(k-1)
T

+ay(k) =r(k) 3)

0 2T kDT KT (k)T T



Aproximacion Discreta de Funciones de Transferencia

Mapeo de laregion de estabilidad: Aproximacion Backward o Diferencias hacia Atras

- . z-1 z-1
NE Analizando: Re| — |<0 o Re| — <0
ZT Z
Plano s A
(o
Z Z-1 g

Region de §=_ " La region estable del plano-s se
Estabilidad 7T mapea en el plano-z en un
I -1 : 1 _ circulo con centro en Re(z) = 0,5

Py O:5 Re(z) € Im(z) = 0y de radio igual a 1/2.

Por lo que un proceso estable en el plano-s siempre resultara estable en el
plano-z. Sin embargo también, sistemas de tiempo continuo inestables
pueden transformarse en sistemas de tiempo discreto estables.




Aproximacion Discreta de Funciones de Transferencia

Aproximacion de Derivadas de una Ecuacion Diferencial por
Diferencias Finitas

dy

Dindmica de un Proceso: E-I_ ay(t)=r() (@
A
y(t) 2° Método: Forward o Diferencias hacia adelante
KT y(k) y(k+1)
v y(k-1) g v 7 dy|  _ y(k+I)-y(k) o

dt

t=kT T
con y(t) =y(k) y r(t)=r(k)

r o X000 ©
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I
I
I
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I
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0 (k2T (DT KT  (k+D)T



Aproximacion Discreta de Funciones de Transferencia

Mapeo de laregion de estabilidad: Aproximacion Forward o Diferencias hacia Adelante

Region de
Estabilidad
Re(s) <0

Plano s

Ay

z—1

T

Plano z

AIm(2)

Analizando: Re(?j<0 0 Re(z)<1

La region estable del plano-s
puede ser mapeada en el
plano-z, tanto dentro como
fuera del circulo unitario.

Por lo que, polos estables en
el plano-s pueden
proporcionar polos
Inestables en el plano-z
segun sea el periodo de
muestreo T elegido.



Aproximacion Discreta de Funciones de Transferencia

Aproximacion Rectangular de Integrales

% =r(t)—ay(t) (1) Integrandoambos miembrosentre(Qy ty considerando CI # 0:
t t t

) y(t)-y(0) = r(x)dr-a| y(r)dr
y(t) y(k+1)

Por Backward, la integral entre (k-1)T y KT puede
aproximarse por el area del rectangulo sombreado

j(” y()dtz y(kT)xT

k-1)T

V(K)—y(k=1) =r(k)xT —axy(k)xT

y(k)

Aproximacion Rectangular Por Exceso ?

1 z—1
0 k2T (DT kT (keD)T i G(z) = »s: -
kAT (k) (k+D) (2) (Z_lj+a (sz



Aproximacion Discreta de Funciones de Transferencia

Aproximacion Rectangular de Integrales

_ " At Por Forward, la integral entre (k-1)T y KT puede
y(1)-y(0) = jo r(r)dr a.[o y(r)dz aproximarse por el area del rectangulo sombreado

v j kkT y(r)dt= y[(k DT ]xT
y(KT) y(K) y(k+1) (k=0T
y(k-1)

y(k)—y(k=1)=r(k-1)xT —axy(k-1)xT

0 (k2T (kDT kT  (k+D)T

Aproximacion Rectangular Por Defecto



Aproximacion Discreta de Funciones de Transferencia

Aproximacion Rectangular de Integrales

_ ! A Por aproximacion Trapezoidal, la integral entre
y(1)-y(0) = jo r(r)dz a.[o y(r)dr (k-1)T y KT puede aproximarse por el area del

A trapecio sombreado

y(t)

y(KT) k) Y(k+) 5 1 )
y(k-1) Jiyr YOI 2Ty (k) + Yk ~D]xT

(0 - Yk =D = r(K) + r(k =11~ 2 -[y()+ y(k -]

0 k-2)T (kDT kT (k+D)T r

G(2)=

Aproximacion Trapezoidal 2
Bilineal o de Tustin T




Aproximacion Discreta de Funciones de Transferencia

Mapeo de laregion de estabilidad: Aproximacion Tustin o Trapezoidal

Region de
Estabilidad
Re(s) <0

Plano s

Ay

Analizando: Re 2fz-1 <0 otambién Re Z—_l <0
T\z+1 1

La region estable del plano-s se

mapea en el plano-z en un

circulo con centro en el origen y
> ..

Re(2) de radio igual a 1.

Por lo tanto, los sistemas estables de tiempo continuo
se transforman en sistemas estables de tiempo discreto

y los sistemas inestables de tiempo continuo se

transforman en sistemas inestables de tiempo discreto.

10



e(t u®=[emdt O G [2O
| u(k) =e(k)T Hu(k —1)
| ‘ . U(z) 2T
' U(z)=TE(z)+z27U(2)=> =
_______________ | O=TE@+ 2 V0= 20y =y
[ N ! e (t) u (t)
0 k2T DT kT (k+D)T T 40>T(o—> Z70OH A(‘j’g‘rfe [ > % RN
e(t)A
# u(k)=e(k =T +Hu(k —-1)
! ! U(2) T
I I | . -1 ! —
i | i U(z) =Tz E(2)+z2U(z2)= E2) (D)
|
I | | t
ey : : i MO—» ZOH I % &
o T (T KT (DT i e(t)A

Aproximacion u(k):e(k)+e(k_1)T+ ‘

U (z) T (z+1)
E(z)

Trapezoidal o
de Tustin

(- z‘l)U(z)_—(1+z NE(z) > ——

2(z

1)

Aproximacion
Rectangular
Backward o
por Exceso

Aproximacion
Rectangular
Forward o por
Defecto

0 (kl 2T (k-1)T kT

(k+1)T



Aproximacion Discreta de Funciones de Transferencia

Aproximacion Trapezoidal
Bilineal o de Tustin u(k)

e(t)

P
-

I
I
I
I
I
I
: en frecuen

6 kDT (kDT kT (DT

Para una distorsion < al 3%
Deben cumplirse las
siguientes relaciones

Backward : % > 20

) Forward : ]% > 20

_eo+ek=Dr 0y
2

e(k) /
e(k-) : A diferencia de los otros metodos, el bilineal realiza un

valor medio movil (o promedio movil) en base a las dos
muestras del error (o de la salida) mas recientes.

» Ventaja: Provoca menos distorsion en la respuesta

cia del sistema de control, debido a que

presenta mayor precision.

f, : frecuencia de muestreo
f : frecuencia de corte o frecuencia sefal de interés

-

Trapezoidal : ]% >10I
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Aproximacion Discreta de Funciones de Transferencia

Aproximacion Invariante al Escalon

La respuesta al escalon de un sistema en tiempo continuo debe ser la misma que la respuesta al escalon
del sistema muestreado, en los instantes de muestreo.

y(kT)=y() o Y(z)=Y(s) Paraunaentradaenescaldon: Y(s)= EGp(S) e Y(2)= G,(2)
S

1-z71

1 1 a1 1 (z-1 1
= G,(2)=12 {EGD(S)} |[j> G, (2)=(1-27)Z {ng(s)} = (sz {ng(S)}
Recordando que: zt'=¢ [j> Gp(z) —7 Kl_:g ij(s)}

r(7) >( (@) |1-e | G, (5) B @) ﬂ[j‘> La Transformada Z de un sistema en

T tiempo continuo, precedida por un ZOH.

De la igualdad anterior:

)

L

13



Aproximacion Discreta de Funciones de Transferencia

Aproximacion Invariante al Escalon. Ejemplo

Moﬂ, DAC |G (s) 0.5¢s+4) | YD | 4 respuesta del DAC es=a un ZOH

] T (s+D(s+2)
1 1 15 0,5
[j> Gy ()=(1-2 )Z{g_(s+1)+(s+2)}

Y(S)_gG () = 05(s+4) _1_15 05
Ts P T s(sn)(s+2) s (s+D) (5+2)

ili z-1 Z 1,5z 0,5z 1,5(z-1) 0,5(z-1
UtI|IZ?ndO tjlblas de G,(2) = B _, 2 _|=6,(2)=1- ( = ) N ( _ZT)
transformada Z z | (z-1) (z-eT7) (z-e7) (z—-e7) (z—e™)
La respuesta al escalon del sistema a LC posee un tiempo de subida t, = 1,23s T t 0.153s
considerando un N° de muestras de 8, el periodo de muestreo resulta: H N

A partir del periodo de muestreo, la aproximacion invariante al escalon de G(s) resulta:

0,08147z-0,0437 _ 0,08147(z-0,5364) La cual puede obtenerse en Matlab
72 ~1,5932+0,6303 (z—0,8574)(z—0,7351) | por: Gpz = c2d(Gp,T)

G, (z)=

14



Aproximacion Discreta de Funciones de Transferencia

Aproximacion Invariante al Escalon. Ejemplo

_ G (z _
0,08147z-0,0437 G, (2) = IO() — G, (2)= 0,08147z—-0,0437

Gp(z): 2 2
z°—-1,593z+0,6303 1+G,(2) z--1,5115z +0,5866

Resp. al escalén unitario de la Planta Resp. al escalén unitario del Sistema LC
1.2 0.6
T T T T T T T
R IS ST SN AU SR S 0.5 e
08 L - 04 |
o 06 | | o 03 |
=) =)
2 2
= =
E E
< <
04 L _ 0.2
02 L Continua ] 01 | Continua
Aproximada Aproximad
0 0 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 0.5 1 15 2 2.5 3 35 4
Time (seconds) Time (seconds)
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Téecnica de Compensacion del Atraso del ZOH

Planta + Inconvenientes
Controlador Actuador
ROOEO [ oo YO o [ S <
c Y
- - A frecuencias de muestreo relativamente
Sensor + Filtro bajas el ZOH puede degradar el desempefio de
lazo cerrado.
H(s) |«
- Esto puede llevar en algunos casos, a la

Inestabilidad del sistema en lazo cerrado de

Implementacion . .
PlEHTEMIEEe tiempo discreto.

Digital
g Planta +
Controlador Actuador Solucién
R(S E(s U(s Y(S
OIRTN:=0 > @) on YO oo PO
Sensor + Filtro En la aproximacion del controlador
en tiempo continuo a tiempo
HE) [ discreto, debe incorporarse la
compensacion del ZOH.




Téecnica de Compensacion del Atraso del ZOH

Método de Compensacion

Se basa en agregar un par polo-cero en el plano-z a la funcion de transferencia del
controlador en tiempo discreto aproximada por algunos de los métodos analizados.

Seial Despues .,
Con esta compensacion se propone

A Seial Filtrada del Muestreo y : : :
e(t) . . Retencién solucionar el atraso de medio periodo
| | | | > de muestreo T/2.
I I I I |
I I I I
| | | | | | |
/A i o Sefial Original Compensacion Propuesta
12 | | | i i | | | : 27

| I I

S e R C(z)=—

! | : ! ! | | | ! Z+1

[ T S N S S S S N YO Presenta un cero al origen y un polo en

z=-1,0seaen ®/2.



Téecnica de Compensacion del Atraso del ZOH

Metodo de Compensacion

Esta compensacion cancela exactamente la
respuesta de fase del ZOH obtenida de

‘=

La aproximacion de Padé de 1° orden del ZOH

Aplicandose la aproximacion de Tustin )

GZOH (S) —

1_ e—ST

27 Esta expresion, es la inversa de la transformacion de Tustin de la
aproximacion de Padé de 1° orden del ZOH:

1-e* 1
> sT . sT
2
1 z+1
1+£ =
2 |22




Téecnica de Compensacion del Atraso del ZOH

Método de Compensacion C(2) zﬁ

Z+1

Importante: El método no garantiza un sistema de lazo cerrado estable, dado que es
iIndependiente del método de discretizacion y del periodo de muestreo

Condicidon necesaria para la utilizacion del método: Que el polinomio caracteristico del sistema en tiempo
discreto a lazo cerrado posea todas las raices dentro del circulo unitario:

1+(£j D(z)(1-2)Z {Gp(s)} 0
Z+1 S

Si la compensacion propuesta causa inestabilidad debe modificarse levemente la configuracion del par
polo-cero introducido:

2(z—¢)
Z+1-2¢

C'(z) = Siendo € una pequefia constante positiva



Téecnica de Compensacion del Atraso del ZOH

Compensacion Modificada

A
Im(2)

\
Compensacion
C(2)

' 2(z—¢) Importante: Esta compensacion
C'(z) = 1-9 modificada preserva la ganancia de
L+L1=28  (ontinuadel controlador.
A
Im(z)

\
Compensacion
C'(2)



Téecnica de Compensacion del Atraso del ZOH

Procedimiento de diseno

A

Seleccionar una aproximacion para el controlador G.(s) y el periodo de muestreo adecuado para obtener D(z).
Multiplicar D(z) por C(2).

Igualar la ganancia CC de lazo abierto del sistema de control digital con el del sistema analdgico.

Verificar la estabilidad de lazo cerrado en el plano-z. Si es estable, verificar el desempefio en réegimen
transitorio y permanente de acuerdo a las especificaciones impuestas en tiempo continuo.

Si en el paso anterior el sistema resulta inestable, utilice la compensacion modificada C’(z) con un pequeio
valor de épsilon “€ > 0” . El valor de € debe ser lo méas pequefio posible para poder garantizar un buen
desempenio en las altas frecuencias.

Repetir los pasos 3y 4.

Si el sistema aun continda inestable, este metodo de compensacion no es util para el proceso en analisis.



Implementacion del Algoritmo de Control

La secuencia que debe seguir el programa dedicado a calcular la accion de control es la siguiente:

O Adquisicion y digitalizacion de la sefial a controlar (salida de la planta). Si la referencia es externa, también se
debe adquirir y digitalizar.
O Calculo del error haciendo la resta entre la referencia y la sefal de salida de la planta.

O Calculo de la accion de control a traves de la ecuacion recursiva del controlador y aplicacion de la misma.

Por ejemplo: u(k)=u(k-1)+Ke(k)—aKe(k-1)  Ecuacion recursiva de un Pl digital.
En la ecuacion anterior, “a” y “K” son constantes obtenidas en el proceso de disefio del controlador.

O Actualizacion de la accion de control calculada, al registro de salida del procesador, segun la estrategia

configurada.

O Finalmente se actualizan los valores anteriores correspondientes a:

u(k-1) « u(k) Actualiza la accion de control anterior, cargandole el valor actual de la misma.

e(k-1) « e(k) Actualiza el error anterior, cargandole el valor actual del mismo.
23



Error en Estado Estacionario

Definicion: | i

_ R@ +,~E@ | U@ Y@
El “Tipo” de un sistema continuo esta dado por la cantidad de polosen — . Ge2) — Gp2) .
el origen (s = 0) que posee su FT. Este concepto también se aplica a - IL i
los sistemas discretos, considerando que para s = 0 es z = e%T = 1, “""""é‘l‘(;)‘ “““““““
Entonces para un sistema discreto representado por G(z), el tipo del :
sistema esta dado por el nimero de polos en z = 1.

A(2) N =0 — Sistema Tipo 0.
(z-1)" B(z2) N =1 — Sistema Tipo 1.

s=0—>z=e" =G, (2)= N = 2 — Sistema Tipo 2.

Como veremos a continuacion, el “Tipo” de sistema define la precision del mismo en régimen estacionario o permanente.
Para el sistema de control indicado en la figura anterior se tiene que la FTLC y la FT del error estan dadas por:

Gla(z) R(Z)

Gue(2) =17 G, () 1+ G, ()

E(z)=[1-G (9)|R(2) = E(2) =

Aplicando el Teorema del Valor Final, se halla el error en estado estacionario del sistema:

z-1) R(2)
z )1+G,(2)

', = lime(k) = m[(l— 7E(2) |= lim

Error en Estado Estacionario
24



Error en Estado Estacionario

La entrada es un escalén unitario

(z-1) 1 z }

Error de Posicion:

7-1 R RV

r(k) =1= R(z) = —— e = Iim{

Error de Velocidad: La entrada es una rampa unitaria

r(k) =t(k) = R(2) =

(Z _1)2 SsV 751

z 1+G_(2) (z-1)7°

Error de Aceleracion: La entrada es una parabola

T?z2(z-1)

—
z 1+G,(2) (z-1)

r(k):%tz(k):R(z)z— e =lim

(z-1) 1 T?z(z+)1
2(z-1)° R RN

z 1+G_(2) 2(z-1°

Tz L {(z—l) 1 Tz }3

=

1
ssp
1+K,
1
Cov =7
Kv
1
Coa =7
Ka

K, =limG, (2)

K,: Cte. de error de posicion

K, = Zlim[(z-G, (2]

K,: Cte. de error de velocidad

K, = = lim[ (2176, ()]

K,: Cte. de error de aceleracion

Constantes de Error: Cuanto mayor es el valor de la constante, menor es el error correspondiente.

25



Error en Estado Estacionario

Resumen:

Entrada Entrada Entrada
Sistema
Escalon Rampa Parabola

TIPO O p o ssp 1+K v = ssv = 00
TIPO 1 K, == e, =0 KV:Kje&W:%
TIPO 2 K,=0o=>¢e,=0 K,=o=e_ =0

TIPO 3 K :oo:esssz K =o=e_=0

£0
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SISTEMAS DE CONTROL DIGITAL, 1led, Benjamin C. Kuo - Compaiia
Editorial Continental, 2002.

SISTEMAS DE CONTROL DE TIEMPO DISCRETO, 2ed, Katsuhiko Ogata -
Prentice Hall, 1996.

DIGITAL CONTROL ENGINEERING, ANALYSIS AND DESIGN, 2ed - M. S.
Fadali, A. Visioli — Elsevier 2013.
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