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MOVIMIENTO EN DOS DIMENSIONES

En general el movimiento de los objetos verdaderos se realiza en el espacio real tridimensional.

El movimiento de una particula que se realiza en un plano es un movimiento en dos dimensiones,
si el movimiento se realiza en el espacio, se produce en tres dimensiones.

En esta parte estudiaremos la cinematica de una particula que se mueve sobre un plano. Ejemplos
de un movimiento en dos dimensiones son el de un cuerpo que se lanza al aire, un disco girando, el
salto de un canguro, el lanzamiento de un proyectil, etc.

El movimiento de los objetos que giran respecto de un eje recibe el nombre de rotacion y los
mismos siguen una trayectoria que describe una circunferencia, y se conoce como movimiento
circunferencial o movimiento circular; y es un caso de movimiento en dos dimensiones, que
también estudiaremos mas adelante.

El vuelo de un insecto, el de una hoja con el viento o el movimiento de las nubes, se producen en
tres dimensiones.



DESPLAZAMIENTO EN DOS DIMENSIONES

El vector posicion de una particula que se mueve de
A hacia B en el plano X-Y es una funcion del tiempo,
se escribe como:

7(t) = x(t).i + y(t).]

O bien con una notacion moderna:
r(t) = x(t). &, +y(t).é,

Luego de un intervalo de tiempo, el desplazamiento
experimentado por la particula en el plano sera

Ar = f_ri
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VELOCIDAD MEDIA E INSTANTANEA

La velocidad de la particula en movimiento en el plano X-Y
es el cambio de posicion en el transcurso del tiempo y se
puede determinar por:

) AF T — T

Umed = At —

tr —t;

Para un instante de tiempo muy pequeno, la velocidad
calculada sera la velocidad instantanea. Para ello
aplicamos la definicion de limite:

_ _ - Ar

U(t) = Vinse = Al%r—>n0A_t
En componentes es:

U(t) = v (0). T+ vy (8).] 6

Para hacer mas sencillo el entendimiento del desarrollo
del limite, nos limitaremos a una direccién solamente.

U(t) = v (t). & + vy (2). &,
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VELOCIDAD MEDIA E INSTANTANEA

Para determinar el cambio de posicion en un intervalo muy pequeno, por definicion de limite

fenemos: | X(t n At) 5 (t)
o0 = Jim =

Para simplificar, lamamos 7=(¢ - ¢,)). Luego, segun la ecuacion de posicion en la direccion i es:
1 2 1 2
x(t) = x; + V. (t — £;) +E.ax. (t—t) =x;+v,.T +§.ax.T

En un instante posterior, es:

1
x(t + At) = x; + vy (T + AL) + 5 (T + At)?

Desarrollando lo anterior:

1 1
x(t+ At) = x; + V. T + V. At +§.ax.T2 +a,.T.At +§.OL,C.AL“2

El numerador del limite sera:

1 1 1
x(t + At) — x (t) = |x; +vl-x.T+vl-x.At+§.ax.T2 +ax.T.At+§.ax.At2] — [xi +vl~x.T+E.ax.T2



VELOCIDAD INSTANTANEA

De la diferencia nos queda:

1
x(t + At) — x (t) = vi,. At + a,. T. At + 5 G At?
Dividiendo por el cociente incremental es:

1
x(t+At) —x (£)  Vix-At +ay.T.At + 5. a,.At?
At - At

En un instante posterior, es:

x(t + At) — x (t) 1
At =v,;x+ax.T+§.ax.At

Aplicando limite para At—0, es:

o x(t+At) —x (b)
AI%r_)nO Ar = Vi +a,. T + > a,.0

Finalmente tenemos:

o x(t+At) —x (t)
Al%r_r}O AL =v,(t) = vy +a,. T




VELOCIDAD INSTANTANEA

Luego, podemos expresar a la velocidad instantanea en dos direcciones de acuerdo a lo obtenido:

v(t) = v (0).1+ v, (t).]

v

U(t) = Vi + Ay. (E — t;). T+ vy +ay. (T —t;).]

En la siguiente figura se representa graficamente
la velocidad instantanea en sus componentes.

Donde v, y v, son las componentes de la
velocidad instantanea en la direccion xe y.

v




POSICION EN FUNCION DEL TIEMPO

Cuando aplicamos las ecuaciones horarias para una dimension, independientemente en cada
direccion x e y, para una particula que en el instante inicial ¢, se mueve con velocidad inicial v;, se
obtienen las componentes de la posicion en funcion del tiempo a partir de:

r(t) = x(t).i + y(t).J

Donde: Y
1 2
x(t) = x; + v (t—t;) + > a,. (t —t;) ,
y(t)-——————;‘:'—"—"—“—“—"‘I A Trayectoria de
1 '~ laparticula
YO =yt v (=) + 5.0y (- ) &
O bien: J R | R
O ¥ x(t) X

1
S — = 1S — 2
rt) =r+v.(t—t;) +§.a. (t—1t;)
Se concluye que estas ecuaciones representan el movimiento bidimensional con aceleracion
constante; y es equivalente a dos movimientos independientes en las direcciones x e y con
aceleraciones constantes a, y a,.



ACELERACION CONSTANTE

Si la aceleracion “a” es constante, sus componentes a. en la direccién x, y a, en la direcciéon y,
X y
también lo son.

Cuando una particula se mueve de un punto a otro a lo largo de cierta trayectoria, su vector
velocidad instantdnea cambia de v; en el tiempo ¢, a U en el tiempo ¢.

Conocer la velocidad en dichos puntos
permite determinar la aceleracion Vy s
media de la particula.

B AV ﬁf — V;
Amed = At =

tr — t;

Como la aceleracién es constante, la
aceleracion media es igual a la
aceleracidén instantanea.

Amed = QAipse = A



MOVIMIENTO DE PROYECTILES

Cualquier objeto que sea lanzado en el aire con una velocidad inicial v; de direccion arbitraria, se
mueve describiendo una trayectoria curva en un plano.

Si para esta forma comun de movimiento se supone que:

a) La aceleracion de gravedad es constante en todo el movimiento (aproximacion valida para el
caso en que el desplazamiento horizontal del cuerpo en movimiento sea pequeio
comparado con el radio de la Tierra).

b) Se desprecia el efecto de las moléculas de aire sobre el cuerpo (aproximacion no muy buena
para el caso en que la rapidez del cuerpo en movimiento sea alta), entonces a este tipo de
movimiento se le llama movimiento de proyectily se produce en dos dimensiones.

Se elige el sistema de coordenadas (x, y) tradicional como se ve en la figura siguiente, donde se
dibuja la trayectoria de una particula en movimiento en dos dimensiones, junto con los vectores
velocidad y aceleracion de gravedad.



MOVIMIENTO DE PROYECTILES

En esta seccion sélo estudiaremos aceleracion constante y el primer caso que veremos sera el de
movimiento de objetos lanzados cuya trayectoria corresponde a una curva de proyeccion
parabolica.

Asi, la aceleracién involucrada en éste movimiento serd de moédulo constante, con una unica
direccién y un unico sentido.

Si estudiamos el caso particular de lanzamiento de objetos, la aceleracion que vamos a tener en

o _ )

cuenta es la aceleracion de la gravedad “g".

Luego, el andlisis de éste tipo de movimiento se realiza como si fueran dos movimientos por
separado.

Es decir, el movimiento segun la direccion j (o é,) como caida libre o tiro vertical y segun la
direccion t (o é,,) como un movimiento rectilineo uniforme.



MOVIMIENTO DE PROYECTILES




MOVIMIENTO DE PROYECTILES
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ECUACIONES DE POSICION Y VELOCIDAD

L.as ecuaciones de movimiento seran:

X = x; + v;.cosa. (t —t;)

1
y =y; + vi.sena. (t — t;) — 59 (t — t;)*

Y las ecuaciones de velocidad seran:

UV, = V;.COSA

vy = vi.sena — g.(t — t;)



ECUACION DE LA TRAYECTORIA

Como no hay aceleracion en la direccion horizontal x, la componente x de la velocidad es
constante, y como la aceleracion en la direccion vertical yes g, las componentes de la posicion y
de la velocidad en esa direccion son idénticas a las ecuaciones para caida libre, con a = 90°.

Entonces el movimiento de proyectil se compone de la superposicion de un movimiento en
direccion x con velocidad constante y un movimiento en direccion y de caida libre: es el principio
de superposicion del movimiento.

La ecuacion de la trayectoria, esto es la curva geométrica que describe el cuerpo durante el
movimiento del proyectil, se puede obtener despejando el parametro (t — t;) de la ecuacién en x,
luego reemplazando en la ecuacion para y:

(= x)
(t=t) = ;. COSQ
(x —x)]*

V;. COSQ

. (x—x;) 1
Yy =9; vi'Sena'vi.cosa >+ 9-



ECUACION DE LA TRAYECTORIA

Finalmente nos queda:

g

y =y; +tana. (x — x;) — — > (x —x;) °
2.v;.cos°x
Six; =0,es:
y =7vy; + tana. x — J x °
l T 2.vi.costa’

que es la ecuacion de una parabola, por lo tanto la trayectoria del proyectil es parabolica y queda
totalmente conocida si se conoce v; y .

La velocidad del proyectil es siempre tangente a la trayectoria en cualquier instante, por lo que la
direccion y la magnitud de la velocidad en cualquier instante se puede calcular en forma
geométrica de las ecuaciones:

Vy

v=\/(v,§+v§) tana = —=
X



EJEMPLO 1

Para un proyectil que se lanza en el instante inicial ¢, = 0 desde el origen de coordenadas de
referencia, con una velocidad inicial v, formando un angulo a con la horizontal, calcular:

a) Laaltura maxima (V,,qx)-
b) La distancia horizontal (x).

YV

ymax




EJEMPLO 1

a) Cuando el proyectil alcanza su maxima altura, la componente y de la velocidad es cero ya que

no sigue subiendo, ademas eso significa que la velocidad en esa posicion es horizontal, entonces
de v, se obtiene:

Y4

vy, =0 =v.sena —g.t

Vi
t = —.sena v

g ymax _________________________________ x
Que es el tiempo que el
proyectil demora en
alcanzar la altura maxima;
luego reemplazamos en la g
ecuacion horariade y, y
nos da la altura maxima: v

1

Ymax = Vi.Sena.t — E.g. t2

v



EJEMPLO 1

b) Para determinar la distancia horizontal, conocido también como alcance horizontal, usamos la
condicion que en esa posicion el proyectil se encuentra en (x,y) = (x,0), asi que igualando la
ecuacion para y a cero se obtiene:

1 &
y = 0 = v;.sena. t; —E.g.tf
Vj
t; = 2.—sena
g

Que es el tiempo que el
proyectil permanece en el
aire; luego reemplazamos en
la ecuacion horariade x y

. g
nos da el alcance horizontal:

X = Vj.cosa.ty

v




EJEMPLO 1

Para determinar el alcance maximo, procedemos a reemplazar de a siguiente manera:

Vi
t; = 2.—sena
g

Ahora reemplazamos en la ecuacion horaria de x y nos da el alcance horizontal:

Vi
X = v;.cosa.| 2.—sena
g
vi
X =—.sen2a
g

De esta expresion para la distancia horizontal, se puede obtener el alcance maximo para una
velocidad inicial v; conocida, cuando senZa = 1, entonces:

sen2a =1
2a = 90°

a = 45°



EJEMPLO 1

El alcance maximo se produce para un angulo de lanzamiento igual a 45° ; ademas para cualquier
angulo distinto de 45° se puede obtener un mismo alcance para dos angulos complementarios,
tales como a = 30°y a = 60°, situacion que se ilustra en la siguiente figura:

Alcance maximo para un angulo Igual alcance para angulos
de lanzamiento igual a 45°. complementarios.



EJEMPLO 2

Como ejemplo, en la figura se muestra el lanzamiento de un objeto con movimiento en el plano.

Este caso corresponde al de una

particula que se mueve con . : "‘{2“‘@"‘@‘@@1—

5i g Tuera cero

aceleracidon constante, es decir que su
magnitud y direccion no cambian
durante el movimiento.

La aceleracién es la gravitatoria y el
andlisis se hace como caida libre en la
direccion vertical y como movimiento
rectilineo uniforme en la direccion
horizontal.

Se plantean las ecuaciones segun la
direccion analizada, correspondiente a
cada movimiento.




EJEMPLO 2

Se obtiene la posicion en funcién del tiempo como:

y
r(t) = x()I + y(t)] ‘ Vx MRU
C ) - '-___-_."_"-_-.._ '_ o _' o . ) _. . ?ﬂ fuera cero
A L 2 ~ ) o
— __,_______ ____1.. i i |
x(t) = x; + viy. (t — t;) Caida SN i i |
" Libre 7; ‘u‘ !
y(t) = y; + viy. (t_ti)+z-g-(t_ti)2 N i
- N
------------------- o
Las ecuaciones de velocidad seran: \ i
|
|
|
[

v, (t) = cte

vy () = viy + g.(t = t;)




A

EJEMPLO 2

Pendiente O

1
y=yitvy t—-t)=5.9 (t —t)?

v

VX

X = X; + V. (£ —t;)

v, = cte.

v

v



EJEMPLO 3

Se lanza una pelota desde la terraza de un edificio, con una rapidez inicial de 10m/s en un angulo
de 20° debajo de la horizontal, y demora 3s en llegar al suelo. Calcular:

a) La distancia horizontal que recorre la pelota.

b) La altura desde donde se lanzd.

r.-i-q.ini 1.;?#.!’.': F'-l'h.




EJEMPLO 3

Reemplazando los datos iniciales en las ecuaciones generales para el movimiento de proyectil, se
tiene:

X = v;.cosa.t

. 2
y=yi—vi.sena.t—§.g.t

a) En la ecuacion de desplazamiento horizontal, para t=3ses:

x = v;.cosa.t = 10.cos20.t = 10.(cos20).3

x=28,19m

b) En la ecuacion de desplazamiento vertical, para t=3ses:

1 1
y=0=7y;, —v.sena.t — 59 t?=1y; — 10.(sen20).3 — 5.9,8.32

y; = 54,36m
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