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El estudio de los modernos sistemas para trans-
mitir seiiales en las emisiones de radio y television,
telefonia, comunicaciones por satélite, telemetria y
diversos servomecanismos constituye una introduc-
cion natural a la teoria de la comunicacién. Este es el
enfoque que utiliza el autor de la presente obra, ia
cual abarca un curso fundamental de sistemas de
comunicacion y, a la vez, proporciona los principios
generales de dicha teoria.

El libro se destaca tanto por su novedoso enfoque
como por sus cualidades didacticas. Ya que se trata
de un curso introductorio, se hace mas énfasis en la
teoria que en las aplicaciones y los temas “"dificiles”
se abordan de modo que el alumno los capte intuitiva-
mente. Por ejemplo, los conceptos principales de la
teoria de comunicaciones no se presentan como axio-
mas, sino que se desarrollan heuristicamente. Asimis-
mo, el concepto de espectro de densidad de potencia
se explica por primera vez en relacion con las seiales
no aleatorias y aunque se utiliza posteriormente en el
estudio de los procesos aleatorios, no se lo demuestra
de manera formal.

Otra caracteristica notable de este texto es la
flexibilidad de su organizacion tematica, la cual per-
mite usarlo no sélo en cursos regulares sobre la
materia, sino también dn seminarios de actualizacion
impartidos a nivel de licenciatura en las carreras de
Ingeniero Electricista e Ingeniero en Comunicaciones
y Electronica.
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Prélogo

Este libro lo escribi con un doble propésito: ensefiarle al estudiante
los fundamentos de los sistemas de comunicacién y poner a su alcance,
desde los primeros afios de la carrera, los principios generales de la mo-
derna teoria de la comunicacién, La primera parte de la obra se dedica
al estudio de sistemas de comunicacién especificos y en forma gradual se
muestra la importancia que tienen la relacién sefal a ruido y el ancho
de banda, como factores limitativos en la transmisién de la informacién,

Ya que el libro se prepar6 para usarlo en un curso introductorio, hubo
que omitir muchos detalles sobre los aspectos de densidad de potencia en
procesos aleatorios. Se explica el concepto de espectro de densidad de
potencia de seftales no aleatorias y, posteriormente, se lo emplea en el
estudio de sefiales aleatorias; pero el concepto no se desarrolla de manera
formal, ya que el tratamiente riguroso de los procesos aleatorios en un
curso introductorio como éste, seria contraproducente, pues sdlo distraeria
al alumnc del tema principal. Una vez que él haya terminado este curso,
podrd emprender estudios més rigurosos sobre la teoria de la comunica-
cién, empleando conceptos de estadistica,

A lo largo de la obra se hace énfasis en los principios fisicos, en vez
de los calculos mateméticos, En este sentido, la exposicién sigue muy de
cerca el método empleado en mi libro anterior, Signals, Sysiems and
Communication. Siempre que es posible, los conceptos y resultados se
interpretan en tal forma que el alumno los capte intuitivamente. Los
conceptos basicos de la teoria de la informacién no se presentan como
axiomas sino que se desarrollan heuristicamente,

S1 se hace una seleccién adecuada de los temas, el hbro puede usarse
como texte para cursos tanto semestrales como trimestrales, Cualquiera
de las cuatro combinaciones de capitulos mostradas a continuacién, cons-
tituirian un primer curso bien balanceado sobre sistemas de comunicacién.
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Por supuesto, también pueden hacerse otras combinaciones adecuadas
para clertos casos. El capitulo 1 (Apdlisis de senales) constituye, esen.
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6 Prologo

cialmente, un repaso. Las series de Fourier se utilizan para representar
una seiial en- el espacio de sefales ortogonales, debido a la importancia
que se da actualmente a fa representacién geométrica de sefiales en la teoria
de la comunicacién, Sin embargo, este aspecto no es esencial para com-
prender el material presentado en los capitulos posteriores; es decir, ¢l
alumno puede prescindir del estudio de las secciones de 1.1 a 1.3.

El libro es autosuficiente y no se necesita que el alumno tenga cono-
ciinientos previos en la materta, Tampoco se requiere que haya cursado
los fundamentos de la teorfa de la probabilidad, va que todos los con-
ceptos necesarios para estudiar el capitulo 9 (sobre comunicacién digital)
se¢ proporcionan en el mismo.

Deseo agradecer al sefior Ivar Larson la ayuda que me brindé en la
correccién de pruchas de imprenta; a los profesores J. L. Jones v R. B.
Marxheimer por sus valiosas sugerencias, y al profesor Philip Weinberg
Jefe del Departamento, por proporcionarme el tiempo necesario para
escribir este libro. Asimismo, me complace agradecerle a la sefiora Evelyn
Kahrs la transcripeién mecanogréafica del manuscrito.

B. P. LAt

Peoria, [llinois
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CAPITULO

Analisis de senales

Existen numerosas formas de comunicacion. Dos personas pueden comuni-
carse entre si por la voz, los ademanes o los simbolos graficos. En el
pasado se llevaba a cabo la comunicacién a larga distancia con medios como
sonidos de tambor, sefiales de humo, palomas mensajeras y sefiales lumi-
nosas. Hoy en dia, estas formas de comunicacidon han quedado superadas
por la comunicacién eléctrica. Esto se debe a que se pueden transmitir las
sefiales eléctricas a distancias mucho mayores (tedricamente a cualquier dis-
tancia en el universo) y con velocidad sumamente alta (3 X 10® metros por
segundo aproximadamente). En este libro nos dedicaremos exclusivamente a
la segunda forma de comunicacidn mencionada, o sea, la comunicacidn me-
diante sefiales eléctricas.

El ingeniero estd primordialmente interesado en la comunicacién eficiente.
Esto implica el problema de la transmisién de mensajes lo mas rdpidamente
posible y con un minimo de errores. Estudiaremos dichos aspectos en forma
cuantitativa en el transcurso del libro. Sin embargo resulta muy ilustrativo
anglizar cualitativamente los factores que limitan la rapidez de transmision
de informacidn. Por conveniencia, consideraremos la transmisién de simbolos
(tales como los simbolos alfanuméricos del idioma inglés) utilizando ciertas
formas de ondas eléctricas. En el proceso de su transmision, estas sefiales se
contamninan con seflales de ruido presentes en todas partes y generadas por
numerosos fendmenos naturales o provocados por el hombre. Estos dltimos,
como interruptores de contactos defectuosos, el apagado y el encendido de
equipo eléctrico, radiacién por ignicidn y ldmparas fluorescentes, emiten
constantemente sefiales de ruido aleatorias. Los fendmenos naturales como
las tormentas y descargas eléctricas, la radiacion solar y la radiacién inter-
galactica se consideran como fuentes de ruido. Otro preductor importante
de ruido en todos los sistemas eléctricos es el mido de fluctuacidén como el
ruido térmico en resistores y el ruido de disparo en dispositivos activos.
Cuando las sefiales que transportan el mensaje se transmiten en un canal,
sufren alteracion debido a las sefiales de ruido aleatorias y, por consiguiente,
son dificiles de identificar en el receptor. Para superar esta dificultad, es
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14 Andlisis de seitales

necesario incrementar la potencia de las formas de onda portadoras del
mensaje. También se debe mantener una determinada relacién de la potencia
de sefial a la potencia de ruido. Esta relacién, S/, constituye un parimetro
importante en Ia evaluacién del comportamiento de un sistema.

Consideraremos a continuacién el incremento de la velocidad de transmisién
mediante la compresion, en la escala del tiempo, de las formas de onda con
el objeto de transmitir mis mensajes en un cierto intervalo de tiempo.
Cuando se comprimen las sefiales sus variaciones son mds rapidas. Esto in-
crementa naturalmente sus frecuencias. Por lo tanto la compresién de una
seflal plantea el problema de transmitir sefiales de frecuencias mds elevadas.
Esto, a su vez, requiere un incremento en el ancho de banda del canal por
el que se transmiten los mensajes. En esta forma puede incrementarse la
rapidez de comunicacién al aumentar el ancho de banda del canal. Por lo
tanto, para que la comunicacién sea mds ripida y de mejor calidad, con-
viene incrementar la relacién de potencias de seiial a ruido v el ancho de
banda.

Estas conclusiones que resultan evidentes se basan en un razonamiento
cualitativo; sin embargo, lo interesante del caso es que el ancho de banda y
la relacion sefial a ruido sean intercambiables. Mas adelante demostraremos
que, para mantener una rapidez dada de comunicacién que tenga una ca-
lidad especifica, podemos intercambiar la relacién S/V v el ancho de banda
y viceversa. Se puede reducir el ancho de banda con el fin de incrementar
la relacion S/N. Por otra parte, se puede considerar adecuada una relacién
S/N pequefia si se incrementa en forma correspondiente el ancho de banda
del canal. Esto se expresa por medio de 1a ley de Shannon-Hartley,

S

¢ = Blog HAT»%

en donde C es la capacidad del canal o la rapidez de transmisidn del
mensaje (que se examinard posteriormente) y B es el ancho de banda del
a.ﬁoﬁm (en Hz). Con una C dada, podemos incrementar B y reducir S/N y
viceversa.

Para estudiar los sistemas de comunicacion debemos familiarizarnos con
las diferentes formas de representar las sefiales. Nos dedicaremos en este
capitulo al andlisis de seriales.

1.1 ANALOGIA ENTRE SENALES Y VECTORES

Se entiende o se recuerda mejor un problema si se lo asocia con algin
fenomeno conocido. Por eso, siempre tratamos de buscar analogias al estu-
diar un nuevo problema. En el estudio de problemas abstractos, las seme-
janzas resultan muy Gtiles, particularmente si el problema es anilogo a algin
fenémeno concreto. Entonces es ficil obtener alguna.idea del problema
nuevo a partir del conocimiento del fendmeno correspondiente. Afortuna-
damente existe una analogia perfecta entre los vectores y las sefiales que
permite un mejor entendimiento del andlisis de sefiales. En seguida repasa-
remos brevemente las propiedades de los vectores,

Analogia enire sefiales y vectores 15

Vectores

Un vector se especifica mediante su magnitud vy su direccion. Denota-
remos todos los vectores con negritas y a sus magnitudes con cursivas: por
ejempto, A es determinado vector con magnitud A. Considérense dos vecto-
res Vi y ¥V, como los de la figura 1.1, Sea C,V, la componente de V,
sobre ¥V, ;Como interpretamos fisicamente la componente de un vector a
lo largo de otro? Geométricamente, la componente del vector V,; a lo largo
del vector ¥V, se obtiene al trazar una perpendicular desde el extremo de
V, hacia el vector V,, como vemos en la figura 1.1. El vector V; se puede
expresar ahora en términos del vector V.

Ci2Vs

V2
Figura 1.1

V, =0V, +V, {1.1a)

Sin embargo ésta no es la Gnica forma de expresar el vector V| en
términos del vector V,- La figura 1.2 nos muestra dos entre infinitas posi-
bilidades. Asi, en la figura 1.2a

V, =0V, + V., (1.1b)
y en la figura 1.2b
V, =0,V, + <$ {1.1c)

En cada representacién, V¥V, queda expresado en términos de V, mis otro
vector, que llamaremos vector error. Si se quiere aproximar el vector V,
mediante un vector en la direccidon de V,, entonces V. representa el error
de la aproximacion. Por ejemplo, si en la figura 1.1 aproximamos a V,
mediante (,,V,, entonces el error de la aproximacidon es V., Si en la

Y \

Figura 1.2

figura 1.2a, se aproxima V,; mediante 'V, entonces el error esta dado por
V... vy asi sucesivamente. ;Qué tiene de particular la representacion de la
figura 1.1? La geometria de estas figuras nos ensefia claramente que el
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vector error de la figura 1.1 es el menor. Ahora podemos formular una
definicién cuantitativa de la componente de un vector en la direccion de
otro. La componente del vector V, en la direccién del vector V, esta dada
por Cy2V¥,, en donde C;, se escoge de manera que el vector error sea
minimno.

Interpretemos fisicamente la componente de un vector a lo largo de otro.
Por supuesto que, cuanto mayor sea la componente de un vector en. la
direcciéon de otro vector, més se parecen las direcciones de ambos vectores y
es mas pequefio el vector etror. Si la componente del vector V; a lo largo
de V, es C,V,, entonces la magnitud de C,; indica la similitud de los
dos vectores. Si €y, es cero, entonces el vector no tiene componente en
direccion del otro, y por lo tanto los dos vectores son perpendiculares entre
si. A estos vectores se les conoce como veciores ortogonales. Por lo tanto,
los vectores ortogonales son vectores independientes. Si los vectores son
ortogonales, entonces el parametro C;, es cero.

Por conveniencia, definimos el producto escalar de los vectores A y B
como

A.-B=4Bcos 8

en donde 6 es el dngulo que forman los vectores A y B. Se tiene de la
definicién que
A-B=B.A

De acuerdo con esta notacion,

B
=

[a componente de A a lo largo de B=A cos § = 5

-
=

la componente de B a lo largo de A= Bcos @ = qﬂ

De igual manera,
<H * <w

V,
= QE ﬂm

la componente de V, a lo largo de V, =

Por lo tanto
ViV, vy,
= ﬂ\mu - <w .<u

Notese que si V; y V, son crtogonales, entonces

Cra (1.2)

ViV, =0 (1.3)

Ciy=0

Anaiogla ernfre selunies ¥ veclores 1/

Sefiales

El concepto de comparacién y ortogonalidad de vectores se puede exten-
der a las seiiales.* Consideraremos dos sefiales f,(7) y f3(?). .w:_u@:mwmm que
se desea aproximar fi(f) en términos de f2(¢) en un cierto intervalo (¢, <
t< t) de la manera siguiente:

fi(t) = Crafalt) en (& <\t <iy) (1.4)

;Cémo scleccionaremos C'y; para obtener la mejor aproximacion? Obvia-
mente, debemos encontrar un valor para Cj, tal que el error entre la
funcion real y la aproximada sea minimo en el intervalo (f; <7< ;). Defi-
namios una funcion de error fo{t):

.\NS H.ﬁ.c& - QE.P:V (1.5)

Uno de los criterios para reducir al minimo el error f.(¢) en el intervalo ¢,
at, es el de reducir el valor promedio de f.(f) en este intervalo; es decir
reducir al minimo la expresion

1 s
3& [fu(t) — Crofalt)] d¢

Sin embargo, el criterio resulta inadecuado, pues tal vez, existan errores
positivos y negativos grandes que se cancelen entre si durante el proceso de
promediar, de donde se tendrd una indicacion falsa de que el error es cero.
Por ejemplo, si aproximamos la funcién sen ¢ con una funcién nula f{r) =0
en el intervalo de 0 a 2w, el error promedio serd cero; eso indica incorrec-
tamente que sen f se puede aproximar a cero en el intervalo de 0 a 2w sin
error alguno. Esta situacion se puede corregir si reducimios al minimo al
promedio (o valor medic) del cuadrado del error, en lugar de hacerlo con
¢l promedio del error mismo. Designemos al promedio de f,2(r) por e.

1 tz 1 ty
= 2y dt = |.‘, 1) — ClaB)]2dt  (1.6)
€ (ty — 1) r.w. €] (ts — t1) i, LA 12
Para encontrar el valor de C,; que reduce € al minimo, debemos tener
gy (1.7)
dly,
es decir,
o [0 - Ctioral = 0 (1.8)
A0, Wt — 1) 0y e _

* A menudo los términos sefial ¥ funclén se emplean indistintamente, Una sefial es
una funcién del tiempo; sin embargo, existe una diferencia entre las sefiales y las
funciones, Una funcién f(f) puede ser funcién multivaluada de la variable i Pero la
sefial fisica siempre es funcién univaluada d= £ En consecuencia, siempre que se emplee
el término funcidn, se entenderd que es uma funcién univaluade de la variable inde-
pendiente.
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Si cambiamos el orden de integracion y diferenciacién, obtenemos:
1 ty d

{tz — )LL)y, dCy,

s —2[ 10 0 de 220, [0 a]=0 (L9)

Evidentemente, la primera integral es cero; por lo tanto, de la ecuacion 1.9
se obtiene:

[“ronw

e | _“.Ec a

(1.10)

Obsérvese la similitud entre la ecuccién 1,10 y 1a 1.2 que expresa ('}, en
términos de vectores.

Por analogia con los vectores, decimos que f,(f) tiene una componente
de forma de onda f;(f) y que la componente tiene una magnitud C,,. Si se
anula Cy,, entonces la sefial f,(r) no contiene componente de la sefial f2(t)
y decimos que las dos funciones son ortogonales en el intervalo (¢, 7,). Se
deduce, por lo tanto, que las funciones f;(f) y f>(¢) son ortogonales en el
intervalo (¢, #;) si

| "L f0) dt — 0 (L11)

Obsérvese la similitud entre la ecuacién 1.11 de funciones ortogonales y la
ecuacion 1.3 de vectores ortogonales.

Podemos demostrar ficilmente que las funciones sen mwor Yy sen mwet
son ortogonales en ccalquier intervalo (fy, #o + 2m/osg) para valores enteros
de n y m. Considérese la integral I:

tot2riwy
I= sen Ragl sen mowgt df

te

tg+27/wg
= L[eos (n — m)wgl — cos (1 -+ m)wyt] di

to

1 1 1 ( ty+2n /e

= — | ———3sen (n — Mm)wyt — ———— sen (n 4 Mm)w,t

2agl.(n — m) ( Joo (n + m) Yo t

Como n y m son cnteros, (#—m) y (n+m) también lo son. En ese
caso la integral { se vuelve cero. Por {o tanto las dos funciones son ortogo-
nales. Fn la misma forma, se puede demostrar que sen nwyf y cos mwyt
son funciones ortogonales y que cos nw,f, €08 Mwy! también son ortogo-
nales entre si.
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Ejemplo 1.1
Se define una funcion rectangular f(¢) como (figura 1.1):

1 (0 <t < m)

o= -1 (m <t << 27)

Aproxfmese esta funcion mediante la forma de onda sen ¢ en el intervalo (0, 2m), de

modo que el error cuadratico medio sea minimo.
Solucion.  Aproximaremos a la funcién f(t) en el intervato (0, 27), por medio de

Jit) == Cgsen
Encontraremos el valor dptimo de Cy, con el que se reduce al minimo el error cuadri-

tico medio de la aproximacién. De acuerdo con la ecuacién 1.10, para reducir al minimo
el error cuadritico medio:

%ﬁ.:: sen _w dt
=+

27

sen? ¢ di

Qmw

Y

I

g J1=

T 27
mﬁ;&.wr._. —sen § df
T

0

Por consigniente, 4
fi) =~ —sen £
ar

representa la mejor aproximacion de f{f) mediante una funcidon sen ¢ que reduce al
minimo el error cuadritico medio.

Por analogia con los vectores, podemos decir que la funcidn rectangular f(¢) de la
figura 1.3 tiene una componente de funcién sen ¢ y que la magnitud de esta compo-
nente es 4/m,
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(Cudl es el significado de la ortogonalidad de dos funciones? En el caso
de vectores, la ortogonalidad implica que un vector no tiene componente en
la direccion del otro, De igual manera, una funcién no contiene componente
alguna de la forma de la funcidn que es ortogonal a efla. Si intentamos
aproximar una funcién mediante su funcién ortogonal, el error serd mas gran-
de que la funcidén original misma, de modo que seri mejor aproximar a
una funcién con una funcién nula f{£) = 0 en lugar de una funcidén ortoge-
nal a ella. Por consiguiente el valor éptimo de €y, es O en ese caso.

Determinacion grafica de la componente
de una funcion en otra.

Es posible determinar la componente de una funcién en otra por medio
de procedimientos grificos con la ecuacion 1.10. Supdngase que se conocen
grificamente las dos funciones fi(t) v f2{¢f) v que se desea determinar la
componente de la forma de onda f>(f) contenida en la sefial f,(f) en un
periodo (0,T). Sabemos que la componente estd dada por Ci,f;(¢); es decir,

fi( Al

falt) fa(t)

<
<]
<
<
<]

j

A6 fa(e) flt) faf't)

al

Figura 1.4 Determinavidn grafica de ln componente de la forma de onda fa(¢) en una

seial f(z).
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f,(f) contiene la componente de la funcion f{r) de magnitud C,, dada
pot:

T
| ronoa

Q||

c bwﬁ: dt

Se encuentra la integral del numerador de esta ecuacidn al multiplicar las
dos funciones y evaluar el drea bajo la curva producto, como se muestra en
la figura 1.4. La integral del dencminador se obtiene al encontrar el area
bajo la funcidn [f2(#)]* de una manera similar.

Es evidente que si f,(f) varia mucho més lentamente que f,(#), el drea
bajo la curva fi(#)f2(#) seri muy pequefia, pues, las dreas positivas y nega-
tivas serdn aproximadamente iguales v tenderin a cancelarse entre si como
vemos en la figura 1.4a En consecuencia, f)(¢) contiene una pequefia com-
ponente de fo(f). No obstante, si f,(#) varia aproximadamente con la misma
rapidez que f;(?), entonces el drea bajo la curva producto fi(t)f;(¥) serd
mucho mayor, como se muestra en la figura 1.4b v, por lo tanto fi(#)
contendrd una componente grande de la funcién f;(¢). Este resultado tam-
bién es intuitivamente obvio, ya que si dos funciones varian con rapidez
aproximadamente igual, deben ser bastante parecidas y, por consiguiente,
J1(£) contendrd una componente grande de la funcidn f5(#)

Espacio ortogonal de vectores

Se puede llevar aln mis lejos la analogia entre vectores v sefiales. Con-
sideremos un espacio vectorial de tres dimensiones, descrito mediante coor-
denadas rectangulares, como en la figura 1.5, Designaremos un vector de
longitud unitaria en el eje x como a,. De la misma manera, se designarin

A (x0, ¥o, 20)

como a, y a, a los vectores unitarios sobre los €jes y y z, respectivamente.
Ya que la magnitud de los vectores a, y a, es la unidad, se infiere que, en
general, para cualquier vector A:

La componente de A en la direccién del eje x = A - a,
La components de A en la direccion del eje y =A - a,
La componente de A en la direccion del eje z=A - a,
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Un vector A desde el origen hasta un punto (Xo¢. ¥o, Zo) del espacio tiene
como componentes a xq, ¥o ¥ Zo en la direccidn de los ejes x, y y z,
respectivamente. Podemos expresar este vector A en términos de sus compo-
nentes a lo largo de los tres ejes perpendiculares entre si:

A= ORI + Yody + Zo?,

Se puede expresar cualquier vector del espacio en términos de los vectores

8y, dy ¥ @z
Puesto que los tres vectores son mutuamente perpendiculares, se deduce

que

‘g, =a,-8, =a,-a, =10
(1.12)
+3 = a .Pe”ﬂu.ﬂ»”ﬂ

Las propiedades de los tres vectores, como nos dice la ecuacién 1.12, se
pueden expresar en forma resumida como
0 mFEn

a .3 = (1.13)
1 m=n

en donde m y n pueden tener cualquier valor x, ¥y y z.

A continuacién haremos una observacién importante. Si el sistema de
co.rdenadas cuenta solamente con dos ejes, x y p, cntonces el sistema
resulta inadecuado para expresar cualguier vector A en términos de las com-
ponentes en estos ejes. En este sisterna solo se expresan dos de las compo-
nentes del vector A. Por lo tanto, se necesita de un sisteria de coordenadas
completo para poder expresar a cualquier vector A en términos de sus
componentes. En este caso deben existir tres ejes de coordenadas.

Una linea recta representa un espacio de una dimension; un plano repre-
senta un espacio de dos dimensiones y nuestro universo, en general, es un
espacio de tres dimensiones. Los conceptos desarrollados aqui son aplicables
a2 un espacio de n dimensiones. Por supuesto que tal espacio fisico no existe
en la naturaleza; no obstante, existen muchos problemas andlogos que con-
viene considerar como problemas de n dimensiones. Por ejemplo, una ecua-
cién lineal con n variables independientes puede considerarse como vector
expresado en términos de sus componentes con respecto a n coordenadas
perpendiculares entre si.

Si a los vectores unitarios a lo largo de estas n coordenadas mutuamente
perpendiculares se les designa por X;, Xz,..., X, y si un vector A del
espacio de n dimensiones tiene por componentes a Cy, Cp ..., G, respec-
tivamente, a lo largo de estas n coordenadas, entonces

A =Cx, + Ox, + Oxg + -+ + Cpx, {1.14)
Los vectores X;., X3 ,.... X, son todos ortogonales entre si y el conjunto

debe ser completo para que cualquier vector quede representado mediante la
ecuacién 1.14. La condicién de ortogonalidad implica que el producto esca-
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lar de ocﬁmmaﬁog dos vectores X, y m,, sea cero y que el producto escalar
de cualquier vector consige mismo sea la unidad. Esto constituye una con-
secuencia directa de la ecuacion 1.13 y se puede expresar como

0 )
X, * X, = 1.15}
m n 1 m—n A }
Las constantes Cy, Gy, C3,..., C, de la ecuacidén 1.14 Tepresentan, respec-

tivamente, las magnitudes de las componentes de A sobre los vectores Xy, X3,
X3 ,..., Xy. Se deduce que

C,=A-x, (1.16)

Se obtiene el Bmao resultado al tomar el producto escalar en ambos miem-
bros de la ecuacién 1.14, con el vector x,. Obtenemos

sP.Nq ”Qumh.um_,:TQ_uNm.quT... |TQwHa.un~.|T... ITQSMS.Nx :.H_:

De la .mn:ma@: L.15 se infiere que todos los términos de Ia forma
mxﬂ. * X, (#r) del segundo miembro de la ecuacién 1.17 son cero. Por Io
anto

»P.NﬂHanq.uaHQa (1.18)
El conjunto de vectores (x;, X, ,... x,) se ilama espacio ortogonal de
vectores En general, el producto x,, - x,, puede ser igual a cualquier cons-
ms.a ky, diferente de la unidad. Cuando km es la unidad, el conjunto
recibe el nombre de conjunto ortogonal normalizado, o espacio vectorial
ortonormal. Por lo tanto, en general, para un espacic vectorial ortogenal
X} «-(=1,2,...,n) tenemos:

0 m F£n

X, o X = 1.19
"o k., m=n ( )

En el caso de un espacio vectorial ortogonal, la ecuacién 1.18 se transforma
en:

A-x, =Cx,-x, = CFE,

En resumen para un espacio vectorial ortogonal {x,} - -.(r=1, 2.. )

0 mFEn
X, X, =
k, m=n (120)

mu este ey C10 vectorl € Hu =0Q0 expresar cu uie
Hum. 1 Oﬁ m.— § com HQHO Ga.—ﬁo:nuﬂm 5€

F=Cx +Cxp + -+ +C0x, + -~ (1.21)
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en donde

Espacio ortogonal de sefiales

A continuacién, con el objeto de formarnos una idea intuitiva del andlisis
de sefiales, aplicaremos algunos conceptos del espacio vectorial. Se ha visto
que cualquier vector puede expresarse como una suma de sus componentes
contenidas en n vectores mutuamente ortogonales, siempre y cuando los
vectores formen un sistema completo de coordenadas. Por consiguiente, es
de esperarse que podamos expresar cualquier funcion f{¢) como suma de sus
componentes a lo largo de un grupo o conjunto de funciones ortogonales
entre sf, si forman un conjunto completo. A continuacion se mostrard que
éste es el caso.

Aproximacion de una funcion mediante un grupo
de funciones ortogonales entre si

Consideremos un grupo o conjunto de » funciones g,(t), gz(#)....,
£x{) ortogonales entre sf en el intervalo de ¢, a f;; es decir

%@éaaﬁno“#w Fsg
y sea '

%;%3 it = K, (1.23b)

Considérese ahora que la funcion arbitraria f{f) se aproxima en el inter-
valo (t,, ;) mediante una combinaci6n lineal de las » funciones mutuamen-

te ortogonales.

fit) = Cygy() + Cogul) - -+ + Cugilt) + -+ 4 Cog.(t)

"M Qﬂﬁe@v

Para obtener la mejor aproximacién, debemos encontrar los valores adecua-
dos de las constantes C;, Cs, ..., C, tales que € el valor cuadritico medio
de f.(t) sea minimo.

Por definicién,

L) = F1&) = Okt

1 ts k) 2
=7 [l —2cam | @ (1.24)

by — H Jyy
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Por la ecuacién 1.24, es evidente que € es funcion de €y, Cy, ..., C,. Para
reducir al minimo e, debemos tener que

de de de o
m|9”m|.0ﬂmfi...[‘mlﬁﬂ“...”m|pn”o
Consideremos 1a ecuacién:
de
mloc =0 (1.25)

Ya que (£, — t1) es constante, se puede expresar la ecuacion 1.25 como

d 2] 2 2
%0, % F&) =D Cgty| dty =0 (1.26)
r=1

131

Al desarrollar el integrando, vemos que todos los términos que proceden del
producto vectorial de las funciones ortogonales valen cero, en virtud de la
ortogonalidad; es decir, todos los términos de la forma fg;(f)gx{7)d? son
cero, como se expresa en la ecuacion 1.23. De la misma manera, 12 derivada
con respecto a C;, de todos los términos que no contienen a (, vale cero,
es decir,

9
ac,

fa g ta d ts
2/} —_ 2.2 . —
sk B&s$s& ﬁb@%iino

Esto nos deja con solamente dos términos en la ecuacion 1.26:

g [tz
mmhpl%a3§3+9§£:&uo (L.27)

Si cambiamos el orden de diferenciacidén e integracién en la ecuacién 1.27,
obtenemos

por lo tanto,

ty N
fle)g;(e) dt
0, = (1.28a)
.‘“ g;(t) dt
1
= N% Fle)gie) dt {1.28b)

En resumen, dado un grupo de n funciones g, (f), g2(¢), ..., g,(¥) mu-
tuamente ortogonales en el intervalo (¢, f;), nos podemos aproximar a una
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funcion arbitraria f{#) en dicho intervalo mediante una combinacién lineal
de las n funciones.

f@#) = Cigi(t) + Cogilt) + - -+ -+ C,g,(t)
=2 Cg.) (1.29)

Para tener la mejor aproximacion, con la cual se reduce al minimo el valor
cuadritico medio del error en el intervalo, debemos calcular los coeficientes
Cy, Cs, ..., Cy, etc., dados por la ecuacién 1.28

Determinacion del error cuadriatico medio

Ahora, se encontrard el valor de € cuando se escogen valores optimos de
Cy, Cay ..., Gy, de acuerdo con la ecuacién 1.28. Por definicitn,

1 e S 2
&€= 6H—t) b I () IW@. )| dt

__ muss dt +M®¢~_u$§ dt— MMQ%Q Oae) de

Amw - N._v =1
(1.30)
Pero de las ecuaciones 1.28a y 1.28b se deduce que
iy t
% figmdt =0, % gt dt = CK, (1.31)
t1 t
Al substituir la ecuacion 1.31 en la ecuacién 1.30, obtenemos
1 11‘»3 n kd
E=—— fitydt + >C2K, — 2 >C2K,
Qm - ?v v w W
! %s Fot) di MQ K (1.32)
—_ ee,— \ — r .
Qu - “L | vt =1 ’
1 [ e
- ["rova — ook, v o, v 4 0m)| 03)
2 — I} [Va

Se puede por lo tanto, determinar el error cuadritico medio por medio de
la ecuacion 1.33.

Representacion de una funcidon mediante un grupo completo
o cerrado de funciones ortogonales entre si

Es evidente, por la ecuacidon 1.33, que si m se incrementa es decir, si
nos aproximamos a f{tf) mediante un nimero mayor de funciones ortogo-
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nales, el error habrd de disminuir. Por la manera en que se ha definido, € es
una cantidad positiva, por lo tanto, en el limite, cuando el nimero de

términos se vuelve infinito, la suma Mﬂﬁwhw converge a la integral
ta
JH) db
y entonces € se anula. Asi, § 3}
bw ) dt =D OpK, (1.34)
t r=1

En esas condiciones, f{f) queda representada por la serie infinita:
Jt) = Cygi(t) + Cogolf) + -+ - + Cg(8) + -+

Ia serie infinita del segundo miembro de la ecuacion 1.34 converge a f{¢)
de manera que el valor medio del cuadrado del error es cero. Se dice que la
serie converge al valor medio. Notese que, aqui, la representacion de f{r) es
exacta.

Se dice que un conjunto de funciones g,(¢), g2(¢), . . ., &{(#) mutuamente
ortogonales en el intervalo (#;, f;) es completo o cerrado cuanto no existe
una funcion x(t) para la cual se cumpla que:

E
% aSQaS%Houm_.m_eﬂrw,...
151
Si se puede encontrar una funcion x(¢) tal que la integral anterior se anule,
entonces, evidentemente, x(#) es ortogonal a cada uno de los miembros del
conjunto {g.(f)} y, en consecuencia, forma parte del conjunto. Es obvio
que el conjunto no es completo si x(¢) no pertenece a él.
Ahora conviene resumir los resultadeos. Para un conjunto {g,(t)}, (r=

1,2,...) mutuamente ortogonal en el intervalo (¢, £3),

te 0 siom A n

% Im(t)g,(t) dt = . (1.35)

t K, siom=n
Si este conjunto de funciones es completo, entonces se puede expresar cual-
quier funcion f{#) como

S8y = Cgi(t) + Quu_m@v e 2O+ {1.36)
en donde

(1.37)

ta tg
[“rowwa ["roon e
Q — __H p—n Mu
v .Nq a 2
.ﬁ g.:(¢) dt

1

Al comparar las ecuaciones de la 1.35 a la 1.37 con las ecuaciones de .a
1.20 a la 1.22 se manifiesta 1z analogia entre vectores y sefiales. Cualquier
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vector se puede expresar como la suma de sus componentes a lo largo de n
vectores ortogonales unos a otros siempre y cuando formen un conjunto
completo. Ademas, se puede expresar cualquier funcion f{¢) como una suma
de sus componentes a lo largo de funciones mutuamente ortogonales, siempre
y cuando formen un conjunto completo o cerrado.

En la comparacién de vectores y sefiales, el producto escalar de dos
vectores es andlogo a la integral del producto de dos seifiales, es decir

A-B~| fu0fst)de

1

De eso se desprende que el cuadrado de la magnitud A de un vector A es
andlogo a la"integral del cuadrado de una funcién, es decir,

iz
A-A ka?\.‘, Fa2(E) dt
i

Si se expresa un vector en términos de sus componentes mutuamente orto-
gonales, el cuadrado de la magnitud estd dado por la suma de los cuadrados
de las magnitudes de los vectores componentes. Para las sefiales, también se
tiene un resultado andlogo, que se expresa con precision en la ecua-
cion 1.34 (teorema de Parseval). Puesto que las funciones componentes no
son ortonomnales, ¢l segundo miembro es % C,2K.? en lugar de £ C,2. En
un conjunto ortonormal, K, = 1. As{ la ecuacién 1.34 es andloga al caso en
que se expresa un vector en términos de sus componentes a lo largo de
vectores mutuamente ortogonales cuyas magnitudes cuadradas son K,
Nﬂu....“h‘wv...u etc.

La ecuacion 1.36 nos muestra que A7) contiene una componente de se-
fial g,(¢) con magnitud C,. La representacién de f{) mediante un conjunto
infinito de funciones mutuamente ortogonales se conoce como representa-
cién generalizada de f{t) en serie de Fourier.

Ejemplo 1.2

Consideraremos de nuevo la funcidn rectangular del ejemplo 1,1 gque se muestra en
la figura 1.3. Se hizo una aproximacién a esta funcidn mediante una sola funcidn sen
t. Agui veremos que se obtiene una aproximacion mejor cuando se emplea un gran
nfimero de funciones mutuamente ortogonales. Vimos antes que las funciones sen noy?
y sen wyp! son mutvamente ortogonales en el intervalo (fg, fg + 27/cog) para todos
los valores enteros de n y m. Por lo tanto, se deduce gue un conjunto de funciones
sen t, sen 2f, sen 3f, etc,, es mutuamente ortogonal en el intervalo (0, 2m). A continua-
cidn se hard una aproximacién a la funcién rectangular de la figura 1.3 mediante una
serie finita de funciones sinusoidales

Jt)=Cysent + Cysen 2t 4 - -+ 4 C, sen nt

Se pueden determinar las constantes €, mediante la ecuacién 1.28,
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27
.‘. St} sen rt di
O =2

T mu.
.‘, sen? vt df
0

1 T 2r
= IA‘, sen rt df J% sen 7f &v
SO T

* . «
= — si 7 es impar
r

”o‘ si 7 es par

Ast, f(f) queda aproximada por

4
.\.Qvﬂﬂﬁﬁsuu*lwwg 3t 4 % sen 5t + & sen TH - - - 1) (1.38)

La figura 1.6 nos muestra la funcidén real y la funcién aproximada cuando se hace la
aproximacion con une, dos, tres y cuatro términos, respectivamente, en la ecua-
cién 1.38. Para el nimero dado en términos de la forma sen re, se tiene que consti-
tuyen las aproximaciones dptimas que reducen al minimo al error cuadritico medio.
A medida que se incrementa el nimero de términos, la aproximacién es mejor y
disminuye el error cuadritico medio. Para un nimero infinito de términos el error
cuadritico medio es cero.*
Determinemos ahora el error € en estas aproximaciones. De la ecuacién 1.33,

1 Iy
&= ||: it dt — 2K, — C2K, — - - g
um — m._. ty
En este caso
(b — ) = 2
1 (0 <<t << 7)

fiey =
—1, (m <<t << 2m)

Por 1o tanto

% T dt = 2
9

Ademas,
4 o
—_— 81 ¥ 8 1Impar
Q = {mTr

Fc si r es par

v -

2z
K ”g, sen? vt dt = o
0

*

* La serie,de Fourier no converge en los puntos de discontinuidad y por lo tanto,
aungue el nimero de términos aumente, la funcidn aproximada tiene muchas ondula-
ciones en los puntos de discontinuidad. Esto se conoce como fendmeno de Gibbs,
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t——

Figura 1.6 Aproximacién a una funcidn rectangular mediante funciones ortogonales,

Por lo tanto, en la aproximacién de un término,

1 4\2
o= oo (4] o

En la aproximacidn de dos términos
1 4\? 43\
gg=—|20—|-|Jr—|—|n| =01
27 p 3,

En la aproximacion de tres términos,

1 432 4 \? 4\2
£y = ﬂ.ﬁwﬂ — Aql.._.v T — Awﬂv T - Amﬂv .n.u_ = 0.0675
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AR e = L &)
i (A e A sl R P ™ aH_Ho.oE

y asi sucesivamente.
Se ve ficilmente que, en este caso, el error cuadritico medio disminuye rdpidamente
a medida que aumenta el nimero de términos.

La ortogonalidad en funciones complejas

En la discusién anterior, solamente consideramos funciones reales de va-
riables reales. Si f1(f) y f2(#) son funciones complejas de variable reat 1,
entonces s¢ puede demostrar que f1(f) queda aproximada mediante C,,f,(f)
en el intervalo (¢,, t;).

Silt) =~ O filt)

El valor éptimo de C;; que reduce al minimo la magnitud del error cuadri-
tico medio estd dado port

”ysﬁsa
Chp=t— (1.39)
[*roso @

1

cuando f;*(7) es el complejo conjugado de f5(7)
En la ecuacion 1.39, es evidente que dos funciones complejas H() v
f2(1) serdn ortogonales en el intervalo (¢,, ¢;) si

[N bﬁégsauo (1.40)

131 1
Para un conjunto de funciones complejas (9.0}, (r=1, 2,...) mutuamente
ortogonales en el intervalo (¢, £, ):
¥z 0 si om ﬁ n
% Imlb)g > () dt = (1.41)
f K si m=mn
Si este grupo de funciones es completo, entonces cualquier funcién A1) se
puede expresar como

@) = Cinlt) + Cogolt) + -+ + Cogt) -+ - -+ (1.42)

"

en donde

1 p
O, = Nb g *(8) dt (1.43)

t Véase, por- ejemplo, 8. Mason y H. Zimmerman, Electronic Circuits, Signals and
Systems, pp. 199-200, John Wiley and Sons, New York, 1960,
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Si el conjunto de funciones es real, entonces g,*(f) =g () y todos los
resuttados para las funciones complejas se reducen a los que se obtuvieron
para funciones reales en las ecuaciones de la 1.35 ala 1.37.

1.2 ALGUNOS EJEMPLOS DE FUNCIONES ORTOGONALES

A la representacién de una funcion en un determinado intervalo mediante
una combinacién lineal de funciones mutuamente ortogonales se le llama
representacion de una funcién en serie de Fourier. Existe, sin embargo, un
gran nimero de conjuntos de funciones ortogonales y, por consiguiente, se
puede representar una funcion dada en términos de diferentes conjuntos de
funciones ortogonales. En un espacio vectorial, esto es andlogo a la represen-
tacién de un vector dado en diferentes conjuntos de sistemas de coorde-
nadas. Cada conjunto de funciones ortogonales corresponde a un sistema de
coordenadas. Algunos de los ejemplos de conjuntos de funciones ortogonales
son las funciones trigonométricas, las funciones exponenciales, los poli-
nomios de Legendre y los polinomios de Jacobi. Las funciones Bessel
también constituyen un tipo especial de funciones ortogonales.t

La serie de Legendre Fourier

Un grupo de polinomios de Legendre P,(x), (n=10, 1, 2,.. .) forma un
conjunto completo de funciones mutuamente ortogonales en el intervalo
(—1<t<1). Se pueden definir estos polinomios por medio de la formula

de Rodrigues:

1 d*

Pt =

@—1r @=012...)

Se deduce de esta ecuacién que

y asi sucesivamente
Podemos verificar 1a ortogonalidad de estos polinomios si demostramos

que

% P (HP () dt = 2 (1.44)
- 2m + 1

+ Las funciones de Bessel son ortogonales com respecto a la funcién de ponderacidn.
Véase, por ejemplo, W, Kaplan, Advanced Caleulus, Addison Wesley, Reading, Mass.,

1953.
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N@HOMEOW umna HCH—OMoH_ \ﬂmv en ﬂmambOm QG un ﬁ i i
m ; O_— 1011110 ;0

.\.QVHQQW&S|TQH~UHQV+...+...
en donde

. [ror.0a
h “whc dt

2 11 p1
-5 [ Jorma (1.45)

Notese que, aunque la representacion en serie es valida en la regién de — 1

a 1, se le puede extender a cualquier regié i
on m 3
de variable. 4 &l ediante el cambio adecuado

Ejemplo 1.3

Consideremos la funcién rectan,
‘ gular de la figura 1.7, Esta funcié
mediante la serie de Legendre Fourier: ; eion s pueds representar

.2& = Qeﬁos + Qumu;& + o+ QLULS A

Los coeficientes Cp, C;, Cj,

iy ooy Gy ete,, se pu i
cién 1.45. Tenemos que r pueden encontrar a partir de la ecua-

1 (—1 <t <)
-1 (0<<t<])
fi1)

Figura 1.7

1 1
Qol.m fieydt = 0
-1

3
¢ u& i) dt

-1
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0 a
|m: “&t%:&
2], i

3
T2
5[t 3 1
C, = - “Aimpllv%
=3[0 (Ge-3
il o3 1 1 Aw Hv Q
= — — {2 — —dt 4 — | =t —=1dt
m:L. ‘ 2 +b 2 2
=0
En general, se puede demostrar que para valores pares de 7,
C. =0
es decir,
QQH NHQ&”Q@”--“O

L5 3
hksﬁm £—3 ﬁv dt

@| ~1 poi-31 M-

De igual manera se pueden determinar los coeficientes Cs, Cq,..., etc., Tenemos aqui

anm
S = 3+

La serie trigonométrica de Fourier

Ya hemos demostrado que las funciones sen wof, sen 2wgt, etc,, forman
un conjunto ortogonal en cualquier intervalo (tg, to + 2m/wy). Este con-
junto, sin embargo, no es completo. Esto lo evidencia el hecho de que una
funcién cos nwyt es ortogonal a sen mwyt en el mismo intervalo. Conse-
cuentemente para completar el conjunto, debemos agregar funciones coseno
asi como funciones seno. Se puede demostrar que el conjunte de funciones
que consta de un grupo cos nwo! y otro sen nwe! (n=1=0,1, 2,...) forma
un conjunto ortogonal completo. Notese que, para 7 =0, sen nwot es cero,
pero cos nwet = 1. Es asi como tenemos un conjunto ortogonal completo,
representado por las funciones 1, cos wof co8 2Wat, ..., COS RWeF. ..}
sen wyt, sen 2wgf, ..., sen Awgl, ..., ete. Se deduce que cualquier fun-
cion flr) puede representarse en términos A= estas funciones en cualquier
intervalo (g, fo + 2mfwy). Asi,

Ft) = ay + @, 08 ot + @y cos 2t + 00+ @, COSHWE + 0

+ b, sent wgt + bysen 2engt <+ | by, sen negl £
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Denotaremos, por conveniencia, 2m/w, por T. La ecuacidn anterior queda
entonces como

fity =ag +M (@, cos nwgt + b, sen nol) (ty <<t <ty + 7T
n=1

(1.46)

La m\o:.moa: 1.46 es la representacion de f(f) por medio de la serie trigo-
nométrica de Fourier en el intervalo (¢, £, + T). Las constantes a, y b
estan dadas por " "

(o)
,‘. () cos neyt dt
== 4 (1.47a)

U = 7 flr
cos? nagt dt
¢

0

{tg+1T)
,‘, S(t) sen negt di
b, =% (1.47b)

(ot T
sen® nwyt dt
¢

0

Si ponemos 7 =0 en la ecnacion 1.47a, obtenemos

1 %:i@
ay = 7 ¢
o =7 3 fit) dt (1.48a)
También tenemos que
{to+T) {4+ 1) T
cos? noyt dt H% sen?® nogt dt = —
¢ 1 2

a0
Por consiguiente,

2 ltgsT)
@ =7 .h, ft) cos noyt dt (1.48D)

2 i+ T

=7 F(t) sen nogt dt (1.48¢)

m_. término constante @, en la serie esta dado por la ecuacion 1.48a. Es
M-mmnﬁm que 4o es el valor promedio de f{r) en el intervalo (ry, 7o + 7).
$1, @y es la componente de corriente directa de Kt} en este intervalo,

Htm. s¢re HH—WCUOH:Q._”:ON HGOC.WO on “_A.Aw cne _m e _mt GMO:HNO—:
1 ti sigulen

o

f) H.M €y COS (Rt + @) : (1.49)
=0

en donde

. &, = )\&% + b2
¥ ¥ = —tan™! Avﬁ\_&av. AH.WOV
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Ejemplo 1.4

Vamos a desarrollar la funcién f(#) de la figura 1.8a mediante una serie trigono-
meétrica de Fourier en el intervalo (0,1). Desde luego, f{t) =Ar (0 <t <1}, el intervalo
T=1,y sy =20/T =27, Debemos escoger fop = 0. Asi

fit) = ay + a, cos 2mf + ay cos 4wt 4 - - | @, cos Zmnb 4+
-+ by sen 2mt -+ by sen 4ot 4+ ¢+ - b, sen Zunt 4 - - {1.51}

Figura 1.8

Se determinan los diversos coeficientes de la serie en la ecuacion 1.51, empleando las
ecuaciones de la 1.48a a la 1.48c.

! ,‘:ﬁ ' d 4 (1.52a)
Ty = — Hdt=1] Atdt=— .52a
=7 ) f® , p
De ia misma manera,
9 M
a, = l.‘A At cos 2mnt dt
1o
Lh. 1
= [cos 2ant + 2mnt sen Zmwnt]) = 0 {1.52b)
O2p?
2 1
b, = — | At sen 2mnt dt
L.Jo
—A
4 [sen 2mnt — 2ornt cos Zontly = —— (1.52¢)

Do ™
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Como &, =0 para todos los valores de #, todos los términos coseno de la ecuacidn 1.51
son cero. Los coeficientes de los términos seno estan dades por la ecuacién 1.52c. La
serie de la ecuacidn 151 queda expresada como

4 A A A
.23Hnm\ﬂmm:mﬂu|wlﬁmn=ﬁ#m|mﬂmn:mﬂ~|...
A
— — sen 20t — - - - (0 <<t <<1)
iz
4 A <> sen 2ant 0 <1
=5 MMH|,;.: 0 <t<1) (1.53)

Fn esta forma, hemos expresado f{(f) en términos de sus componentes en el iatervalo
(0, 1). De la ecuacién 1.53 se desprende que f(¢) tiette una componente de cortiente
directa de valor A/2. Ademds, f(r) tiene componentes de funciones sinusoidales sen
27t, sen 4mt, etc., con magnitudes — A/m, — A/27, etc., respectivamente,

Conviene observar que la serie de ia ecuacién 1.51 representard también cualguier
otra funcidn que sea idéntica a f{r) en el intervalo (0, 1). Es decir, las funciones 10
¥ f2(t) de las figuras 1.8b y 1.8¢ son idénticas a f{#) en el intervalo (0, 1) y, por
consiguiente, se pueden representar ambas funciones en el intervalo (0, 1) mediante la
serie de la ecuacidn 1.53.

Serie exponencial de Fourier

Se puede demostrar ficilmente que el conjunto de funciones expo-
nenciales {eM“o?}, (n=0, 1, £2,...) es ortogonal en el intervalo (#,,
to + 2m/wy) para cualquier valor de fo. Nétese que éste es un conjunto de
funciones complejas. Podemos demostrar su ortogonalidad, considerando la
integral

‘4 lo+27/mg . . , lpterjwe .
.w. —_ ﬁmuaeo Xm::eo v* &m — m§8%m1u381 _&m
to to

si n=pm, la integral J estd dada por

ok 27 fep 2
=" 2
i - kg
S5i n#m, la integral I estd dada por
1 tg-L2n /g
I = m....g\ﬁ.._nuou

Jln — m)wy, o

1
= - mi:lﬂon?ﬁm«miz\ﬁv _ “—H_
I — m)awy ’ .

w:mm:.u que m y 1 son enteros, @2m(n-m) e jgual a la unidad y, en conse-
cuencia, la integral vale cero:

I1=0
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Asi,
27
ty+2n/uwg — m ="
% g O (I df — ¢ o - (L.54)
t
’ 0 m £ n
Como antes, sea
2n
7
We

De la ecuaciéon 1.54, es evidente que el conjunto de funciones

{eineoty {(n =0, F+1, +£2,...)

es ortogonal en el intervalo (£y, £y + T), en donde T = 2m/w,. Ademis, se puede
demostrar que éste es un conjunto completo. Por lo tanto, es posible repre-
sentar cualquier funcion f{r) mediante una combinacién lineal de funciones
exponenciales en el intervalo (t5, o + 7):

Fit) = Fy + Fioont 4 Pt 4 oo 4 F g™t oo
Pt | Pt ol L F_emimoet .

para

= DR (<t<t+T) (1.55)

n=—o

en donde wy =2/T y la suma en la ecuacién 1.55 es para valores enteros
de n desde — oo hasta oo, sin excluir el cero. A la representacion de f(¢)
mediante la serie exponencial, como se muestra en la ecuacidon 1.55, se le
conoce como representacién de f{r} mediante la serie exponencial de Fourier
en el intervalo (¢g, £, + 7). Los diferentes coeficientes de la serie se deter-
minan con la ecuacion 1.43

to+

T
FE(m ) de

fo
.TJ:. - gl T
" m.ﬁaacﬁﬁ&%z:&iv% ,...Mw
!

3

W= )
‘, F)e7meto dt

_ vig
Tt T ]
,“ mgxegum.l;%cm ﬁww
{o
| . .
=% fBe—77e0 dt (1.56)
to

También se pudo haber obtenido directamente ¢l resuitado al multiplicar am-
bos miembros de la ecuacion 1.55 por e~ /#% o7 ¢ integrar con respecto a t en
el intervalo (fq, fp + 7). En virtud de la oriogonalidad, se anulan todos los
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términos del segundo miembro con la salvedad de uno, y se obtiene la
expresion de F,, de la ecuacién 1.56

Resumamos los resultados: Se puede expresar cualquier funcién f{f) dada
como suma discreta de funciones exponenciales {etwot}, (n=0,+1, ¢
2,...) en el intervalo 1o <<t <ty + T, (g = 2m/T)

fO = D R (g <t <ty - T) (1.57)
en donde A
I (fttT

I —inayt
F, = 7 fitre dt (1.58)

Obsérvese que las series exponencial y trigonométrica de Fourier no son
dos tipos diferentes de series, sino dos formas distintas de expresar la misma
serie. Se pueden obtener los coeficientes de una de las series a partir de los
de la otra. Esto se demuestra por medio de las ecuaciones 1.48 y 1.58. De
estas ecuaciones se deduce que

ay = F,
a, = .ﬁ: + ﬁ;l:
@2 HMA‘M\JS - N_LSV AH..mwv

F, = Ha, — jb,)

Para ilustrar esto considérese la funcion f{t) del ejemplo 1.4. Se ha re-
presentado esta funcién por medio de una serie trigonométrica de Fourier
(ecuacién “1.53). También se le puede representar como serie exponencial de
Fourier empleando las ecuaciones 1.57 y 1.58. También podemos utilizar la
ecuacion 1.59 para obtener los coeficientes de la serie exponencial a partir
de los de la serie trigonométrica. Si substituimos las ecuaciones 1.52 en la
ecuacion 1.59, obtenemos

A JA
@4 == - - —
0= y F, 2 (1.60a)
¢n consecuencia
A j4 &1
1) = — i . pinZat
J) =<+ 5 ‘M ~ ¢ (1.60b)

1.3 REPRESENTACION DE UNA FUNCION PERIODICA
MEDIANTE LA SERIE DE FOURIER EN TODO
EL INTERVALO {— o < £ < o)

Hasta aqui, hemos representado una funcién f{f) como sere de Fourier
en un intervalo finito {(#o, fo + 7). Fuera del intervalo, la funcion f{t) y la
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serie de Fourier correspondiente no son necesariamente iguales. Sin embargo,
si la funcion f{t) es periddica, se puede demostrar que su representacion en
serie se aplica a todo el intervalo (— e, o). Esto se demuestra ficilmente si
se toma una funcién f{t) y su representacion en seri¢ exponencial de Fou-
rer en el intervalo {rg, to + T):

fi) = M Feimont (1.61)
A= 0O
La igualdad es valida en el intervalo (fo, £ + 7). Los dos miembros de la
ecuacion 1.61 no son necesariamente iguales fuera del intervalo. Es facil ver,
sin embargo, que el segundo miembro de la ecuacion 1.61 es peribdico (con
perfodo T = 2m/wq). Esto se deduce de que
inwgt _ iney(t+T) —_ mm
e =8 para T = e
Por lo tanto, es obvio que, si f{t) es periodica con perfodo 7, entonces la
igualdad de la ecuacion 1.61 es vilida en todo el intervalo (— oo, o0). Asi,
para una funcidén periddica f{(r),
ol

.&_AS — M N_zmu.:e_uh A|8 < t < OOV

en donde 1 fttT )
I, = T ftye neot ot

ig

Notese que la eleccion de ¢, es indiferente.

Ejemplo 1.5

Considérese la onda seno rectificada de la figura 1.9. En esta funcién,

i wy = 27w
=3 Bt

n=—a0
L

F, = h._, sen mite T df
o
—24

C om{dnt — 1)
Por lo tanto,

—24 < T
.\.AS = M I ; gitrnt :@wv
T —

R=—w

lagura 1.9 Onda seno rectificada.
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1.4 EL ESPECTRO COMPLEJO DE FOURIER

El desarrollo en serie de Fourier de una funcién periédica equivale real-
mente a la transformacion de la funcién en términos de sus componentes de
diferentes frecuencias. Una funcién periddica con perfodo T tiene compo-
nentes de frecuencias angulares wq, 2wq, 3wy,..., AWy, etc., en donde
wq = 2n/T. Si se especifica f{r), se puede encontrar su espectro. Inversamen-
te, si se conoce el espectro, se puede encontrar la funcién periddica f(r)
correspondiente. Por lo tanto, tenemos dos maneras de especificar a la fun-
cion f(t): la representacién en el dominio del tiempo, con la cual fr) se
expresa como funcidén del tiempo, y la representaciéon en el dominio de la
frecuencia, con la cual se especifica el espectro (es decir, las amplitudes de
fas diferentes componentes de frecuencia). Notese que el espectro existe
(nicamente en w = wy, 2wy, 3wp,..., etc. Asi, el espectro no es una
curva continua, sino que existe solamente en algunos valores discretos de w.
Por consiguiente es un espectro discreto y a veces se le llama espectro de
Iineas. Se puede representar graficamente al espectro al trazar lineas verti-
cales en w =Wy, 2, ..., etc.,, con alturas proporcionales a la amplitud
de la componente correspondiente de frecuencia. Asf, en una grifica, el
espectro de frecuencias discreto aparece como una serie de lineas verticales
igualmente espaciadas, con alturas proporcionales a la amplitud de la com-
ponente correspondients de frecuencia.

Se puede utilizar cualquiera de las dos series, la trigonométrica o
la exponencial, para representar el espectro. Sin embargo, para nuestros
fines, resulta mas Util la forma exponencial. En esta serie la funcién pe-
riddica se expresa como suma de funciones exponenciales de frecuencia
0, wy, + 2wg, ..., etc. No es dificil entender el significado de las frecuen-
cias negativas. Las dos sefiales €/“? y e~/“? oscilan a la frecuencia w. Sin
embargo, se les puede ver como dos fasores que giran en direcciones opues-
tas y que, cuando se suman, producen una funcidn real del tiempo. Asi,

€9 + e = 2 cos wt
En una funcion periddica de perfodo 7, la serie exponencial estd dada por
f@) = Fy & Fig@oot 1 2ot .o L F ginoet ...
+ F_ g7l o F e300t o | F p-inaet ...

Por consiguiente, tenemos las frecuencias 0, wy, — we, 2w, — 2wy, ...,
fildg, —hnwg,..., ete, ¥ las amplitudes de las componentes son respecti-
vamente .ﬁ.ou Nﬂwu .m.l_., Nu.m. M‘J\u, ey nﬁ.w: TJ|3, ..., et

Las amplitudes F, suelen ser complejas y, por lo tanto, se les describe
por su magnitud y fase. Por consiguiente, en general, se requiere de dos
espectros para la representacion de una funcidn periddica en el dominio de
la frecuencia: el espectro de magnitud y el espectro de fase; sin embargo,
en la mayoria de los casos, las amplitudes de las componentes de frecuencia
son o bien reales o imaginarias, de modo que se puede describir la funcién
mediante un solo espectro.
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Considérese la funcidn periddica del ejemplo 1.5 (figura 1.9). Se encon-
tré que la serie exponencial de Fourier para esta onda seno rectificada es
(ecuacién 1.62):

24 24 2 2
Fley =—= _ Zgramt _ 4 gt 24 eltmt ..
™ 3 167 357
24
- &Iumi _ m @Jmpi _ 24 mlmmi e .
37 157 357
24
T
-8 =67 —-4x 27 2r Ar  6r 8r
. T 3 v
—2A =24 lw.» —-24
5T 1571 157 357
W —
—24 —24
GEr 3w

Figura 1.10  Espectro de linea de una onda seno rectificada.

El espectro existe en w =0, + 2%, 2 4w, + 67, ..., elc., y las magnitudes
correspondientes son 24/w, — 24/3x, — 24/15x%, 24/35m, ..., etc. Notese
que todas las amplitudes son reales y, por eso, solo es necesario dibujar un
espectro. Este espectro se muestra en la figura 1.10. Se ve en esta figura
que el espectro es evidentemente simétrico con respecto al eje vertical que pasa
por el origen. A continuacién se demuestra que el espectro de magnitud de
cualquier funcion periddica es simétrico con respecto al eje vertical que pasa
por el origen. El coeficiente £, estd dado por

1,702
.wﬂﬁ e .\.va\m:an amw
T 71
y 7 1772 )
[ Inwgt
= \EN&SQ dt

Estas ecuaciones nos indican claramente que los coeficientes Fo v F

son complejos conjugados, es decir, que -

F_, = F,* en consecuencia. |F,| = |F_|

Se infiere, por lo tanto, que el espectro de magnitud es simétrico con
respecto al eje vertical que pasa por el origen v, por consiguiente, es fun-
¢ién par de w.

Si F, es teal, entonces £, también lo es y F,, es igual a F_,,. Si F, es
complejo, sea

F, = |F | ¢ (1.63a)
entonces
F._, — |F,] e (1.63b)
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La fase de F,, es 0,; sin embargo, la fase de F_,, es — 6,,. Por lo tanto,es
obvio que el espectro de fase es asimétrico (funcidn impar) y el espectro de
magnithd es simétrico (funcién par) con respecto al eje vertical que pasa
por el origen.

Ejemplo 1.6

Desarrdltese la funcion rectangular periodica de la figura 1.11 como serie exponen-
cial de Fourier y dibijese el espectro de frecuencia.

Solucién, La funcién rectangular tiene duracién 8 y se repite cada T segundos.
Podemos describir analiticamente la funcion en un periodo de Ia manera siguiente:

A (—0/2 <t < §f2)

£ =
0=}, (62 <t < T — 5/2)

Por conveniencia, escogeremos —8/2 y (T — §/2) como limites de integracidn.

1 [Tz
Fo=— fje neoat gt
R T 7t
1 5f2
——— k&.@luﬁ&oﬁ &_w
Ti-a2
—4 8/2
= p iRyt
Jne,T —5/2
24 ﬁmu.:eo&w _ m\u.aee&mv

- ne, T 2y
24
= 8/2
ol sen (namgdf2)
Ad[ sen {(ned/2)
T nwd/2

(1.64)

La funcidn entre paréntesis es de la forma {sen x)/x. Esta funcién desempefia un
papel muy importante en la teorfa de la comunicacidn y. se le conoce como funcion
de muestreo, abreviado Sa(x).

Sa(z) = =2 (1.65)

x

Véase la funcién de muestreo en la figura 1.12. Puede notarse que la funcién oscila
con periodo 2, cor amplitud decreciente en ambas direcciones de x, y que ftiene
ceros en X =7, £ 27, £3m, ..., etc. De la ecuacidn 1.64, tenemos

Ad .
F, = 7 Sa(nw,d{2}

Pero
2 v nwyd Bl
W, — — e
¢ 2 T
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f(t)

|

I

ﬁ
e & —]

|

f

|

]
_
|
f
|
1
]

T T

Figura 1.11 Funcidn rectangular periddica.

Por lo tanto,

A8 8
F, — o Sa % (1.66a)
, ‘
48 & 5\
=" > 8 |3M ¢Fnont (1.66b)

Es evidente de la ecwacion 1.66 que F,, es real y, en consecuencia, sdlo necesitamaos
un espectro para la representacion en el dominio de la frecuencia. Ademds, como Sa(x)
es una funcién par, de la ecuacién 1.66 se desprende que Fy, =F _ .

10 M
08 , . -
06 -
0.2

E 02 \ ) 4

0.0
02 T
-04 |

—~bhr =4 3w =28 -7 ] T 2% I 4T B
x—

x) —>

Sa

Figura 1.12  Funcién de muestreo Sa(x).

La frecuencia fundamental (o = 2m/T. El espectro de frecuencia es funcién disere-
ta y existe solamente en w=0, + 2n/7T, + 4%/T, £ 61/T, ... etc., con amplitudes 45/T,
(AB/T)Sa(nb/ Ty, (A8/T)a(2m6/T), . .., etc., respectivamente. Consideraremos el espec-
tro para algunos valores especificos de § v T Tomaremos como duracién del pulso &
1/20 de segundo y el perfodo T como de 1/4 de segundo, 1/2 segundo, v 1 segundo,
sucesivamente.

Para 6 =1/20 y T =1/4 segundo, la ecuacién 1.66 estd dada por

A nar
m.ﬁ = = Pﬂa -_—
5 5
La frecuencia fundamental g = 27/T = 8. Asi pues, cl espectro existe en w=20, + 8,
+ 167, ..., etc., como se ve en la figura 1.13a.

Si §=1/20, T=1/2 scgundo
A n

F.o=—8a|l—

10 10
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El espectro se muestra en la figura 1.13b y existe en w=20, 4w £87,..., etc.
4

Si 6 =1/20, T=1 segundo
A nm
F,=— Sa\—
20 20
El espectro existe en w=0, +£2m, 47 _.., etc, ¥y se le muestra en la

fipura 1.13c.
Se ve claramente que, a medida que crece el periodo T, la frecuencia fundamental

2n/T se vuelve mis pequefia y, e consecuercia, aparecen mds componentes de frecuen-
cia dentro del rango dado de frecuencia. Por lo tanto, el espectro se vuelve mas denso
cuando el periodo T aumenta; sin embargo, las amplitudes de los componentes de
frecuencia disminuyen a medida que T se incrementa. En el limite, cuando T tiende a
infinito, tenemos un solo pulso rectangular de duracién & y la frecuencia fundamental
tiende a cero. El espectro se vuelve continuo y existe en todas las frecuencias; obsér-
vese, sin embargo, que la forma del espectro de frecuencia no cambia con el periodo
T. De esta manera, la envolvente del espectro no depende del periodo 7' de la funcidn,
sino unicamente de la forma del pulso. En el limite, cuando: T tiende a infinito la
funcién f(¢) sdlo estd formada por un pulso que no se repite, por lo que el espectro
representa a una funcion no periddica en el inteqvalo {(— co<{¢ <{od). Es asi como se ha
extendido la representacidn de una funcidn periédica mediante, una suma de funciones
exponenciales’ a la de una funcién no periddica. En la seccién 1.5 se estudiard detalla-
damente este topico.
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1.5 REPRESENTACION DE UNA FUNCION CUALQUIERA
EN TODO EL INTERVALO {(— =, «):
LA TRANSFORMADA DE FOURIER

Hemos aprendido a representar cualquier funcién en términos de una
serie exponencial (o trigonométrica) en un intervalo finito. En el caso es-
pecial de una funcidén periédica, se puede extender la representacién a todo
el intervalo (— e, «). Sin embargo, conviene representar cualquier funcion,
periddica 0 no, en todo el intervalo (—os, o) en términos de sefiales expo-
nenciales. Veremos que una sefial no periddica se puede expresar general-
mente como suma (integral) continua de sefiales exponenciales, en contraste
con las sefiales periédicas, que se pueden representar mediante una suma
discreta de sefales exponenciales.

Este problema puede tratarse en dos formas. Podemos expresar f{r) en
términos de funciones exponenciales en un intervalo finito (—7/2 < 1 < T/2)
v suponer que T tiende a infinito. También podemos construir una funcién
periddica con periodo T de modo que f{r) represente el primer ciclo de la
onda periddica. En el limite, el periodo 7 tiende a infinito y, entonces, la
funcién periddica solamente tendrd un ciclo en el intervalo {(— oo <t o)
representado por f{7). De hecho no existe diferencia alguna entre estas dos
formas, pero la segunda es mds conveniente, porque nos permite visualizar el
proceso de limites sin alterar la forma del espectro de frecuencia. Ya hemos
analizado en cierto grado el proceso para el caso de la funcién rectangular
del ejemplo 1.6 (figura 1.11). Se observé que, cuando el periodo 7 aumen-
ta, la frecuencia fundamental disminuye y el espectro de frecuencia se vuel-
ve mds denso, es decir, existen mds componentes dentro del rango dado de
frecuencias y las amplitudes se vuelven mds pequefias; sin embargo, no se
altera la forma del espectro de frecuencia. Esto se puede ver facilmente en
la figura 1.13 en donde se consideran tres valores de T (T = 1/4, 1/2, y 1
segundo)

Consideremos la funcion fif) que se ilustra en la figura 1.14. Se requiere
representar a esa funciébn como suma de funciones exponenciales en todo el
intervalo (— oo, o). Con ese fin construiremos una nueva funcién periédica
F(r) con perfodo T en la que la funcién Ar) se repite cada T segundos

ft)

Figura 1.14

como nos indica la figura 1.15. El periodo T se hace lo suficientemente
grande para que no se traslapen los pulsos de la forma de f{f). La nueva
funcién f,(t) es periddica y se le puede representar por una setie exponen-
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cial de Fourier. En el limite, si suponemos que T tiende a infinito, entonces
los pulsos de la funcidn periddica se repiten después de un intervalo in-
finito. Por lo tanto, en el limite T —» oo, f(¢) y f{¢) son idénticas. Es decir,

lim fr(t) = f(f)

At

()

T — T

Figura 1.15

Asi, la serie de Fourier que representa a fr(¢) en todo el intervalo también
representard a f{z) en todo el intervalo si hacemos T = oo en la serie.
Podemos expresar la serie exponencial de Fourier de fr(z) como

Irtt) = 2 Foom

en donde

1 fxiz )
F, == So(f)e 7 et dt (1.67)
T )7

El término F), representa la amplitud de la componente de frecuencia ne,.
A continuacion supongamos que 7 aumente. A medida que T aumenta, <,
(la frecuencia fundamental) disminuye y el espectro se vuelve mis denso.
Como se ve de la ecuacidn 1.67, también se reduce la amplitud de cada
componente. La forma del espectro de frecuencia, sin embargo, no cambia
(va hemos observado este comportamiento en el caso de una funcidon rectan-
gular como la de la figura 1.13). En el limite, cuando T ==, 13 magnitud
de cada componente se vuelve infinitesimalmente pequefia, pero también
existe un nimero infinito de componentes espectrales. El espectro existe en
cualquier valor de w y ya no es un espectro discreto sino funcién continua
de w. Para aclarar esta cuestion haremos un cambio de notacién. Sea

ne, = o, (1.68)

Entonces, F,, es funcién de w, y denotaremos f,, mediante Fo(w,). Ade-
mas, sea

TF (w,) = Flw,) (1.69)
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Entonces

H [al
) =7 D, ooy (1.70)

ne=—o

y, a partir de las ecuaciones 1.67 y 1.69, obtenemos

T2 N
Flw,) =TF, = Frlt)e et di (1.71)
-T2
Si substituimos el valor de T = 2m/w, en la ecuacién 1.70, ootenemos
H o0
folt) = 52 > Floe™ o, (1.72)

f=—u0

La ecuacion 1.72 nos ensefla que se puede expresar fr(r) como suma de
sefiales exponenciales de frecuencias wy, w;, wWz,... ty,..., etc. La am-
plitud de la componente de frecuencia c, es F{wy,)wy /27 (esto es igual a
Fp). Obsérvese, por lo tanto, que la amplitud de dicha componente no es
igual sino proporcionat a F{w,).

Interpretaremos ahora grificamente la ecuacidén 1.72, que representa una
suma discreta de componentes de frecuencia o, dicho de otra manera,
una suma de componentes discretas de frecuencia. En general, la cantidad
Flw,)el“n? es compleja y por lo tanto, en su representacion gréifica estricta
se necesitan dos diagramas (uno real y otro imaginario o sea diagramas de
magnitud y de fase). Sin embargo, supondremos cque la cantidad F{w, )e“n?
es real. Eso es suficiente para indicar nuestra manera de razonar. La figu-
ra 1.16 ilustra el diagrama de esta cantidad como funcion de w. La funcién
existe solamente en valores discretos de w, ¢s decir, en w=wq, w,,...,
Wy, €tc., en donde w,, = K.

Flwy)e’™

wat

\/1/ Area = F(wy)e’
N

we

Figura 1,16

La distancia que separa cada componente de frecuencia es wyq. m..oH lo
tanto, el drea del rectingulo sombreado de la figura 1.16 es Flw,)e/"“n?
wy. La ecuacién 1.72 representa la suma de las dreas bajo todos los rectdn-
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gulos que corresponden a valores de n desde n= — oo hasta . La suma de
las dreas rectangulares representa aproximadamente el drea bajo la curva
punteada. La aproximacion se mejora cuando disminuye el valor de w,. En
el limite, cuando T -0, wy se vuelve infinitesimalmente pequefia de modo
que se le puede representar por dw. La suma discreta de la ecuacién 1,72
se transfurma en la integral o el drea bajo la curva. La curva es una funcién
continua de w y estd dada por Flw)/«! Ademis, cuando T - oo, la fun-
cién fr(t)— f(t) y las ecuaciones 1.70 y 1.71 se transforman en

fi) = mw.mﬁevmeie (1.73)

en donde

Flw) H%Mh%lmi dt (1.74)

En esta forma se ha logrado representar una funcidén no peribdica f(¢) en
términos de funciones exponenciales en todo el intervalo (— oo <t < ). La
ecuacion 1.73 representa f{r) como suma continua de funciones exponen-
ciales con frecuencias comprendidas en el intervalo (— =< w < o). La am-
plitud de cualquier componente es proporcional a F{w). Por lo tanto M{w)
representa el espectro de frecuencia de f{r) y se le llama funcion de den-
sidad espectral. Notese, sin embargo, que aqui el espectro de frecuencia es
continuo y existe en cualquier valor de w. La ecuacion 1.74 nos permite
determinar la funcion de densidad espectral F(w).

En general las ecuaciones 1.73 y 1.74 se conocen como par de transfor-
madas de Fourier. Se dice que la ecuacién 1.74 es la transformada directa
de Fourier de f{1), y la ecuacién 1,73 la transformada inversa de Fourier de
F(w). En forma simbélica dichas transformadas se denotan como

Flw) =F[f1) y S =FF o) (1.75)

Asi, F{w) es la transformada ditecta de Fourier de f#) y f{r) es la transfor-
mada inversa de F{w), o sea

™o

FUO) =] _fe=a
1 o
FAF(w)] = . Flo)e*t de

1.6 ALGUNAS OBSERVACIONES ACERCA DE LA FUNCION
DE ESPECTRO CONTINUO

Se ha obtenido la expresion de una funcién no periddica A¢t) como suma
continva de funciones exponenciales de frecuencias en el intervalo de — oo 2
. La amplitud de la componente de cualquier frecuencia es infinitesimal,
pero proporcional a F{w), en donde Fw) es la densidad espectral.
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Fp F: F3 Fo F5 Fy F Fix)

*ox2 X3 X4 x5 5 X 1 x7
al b)

Figura 1.17 a) Viga cargada en puntos discretos. b) Viga cargada continuamente.

A veces el concepto de espectro continuo resulta confuso, debido a que
generalmente nos imaginamos el espectro formado por frecuencias discretas
y con amplitudes finitas como en el caso de una funcién periddica. El
concepto es mds comprensible cuando se considera un fenémeno andlogo.
Un ejemplo comiin de distribucion continua es el de la carga de una viga.
Considérese una viga cargada con pesos de Fy, Fy, F3,..., Fr unidades en
puntos uniformemente espaciados x;, X,,..., X7, como vemos en la figu-
ra 1.17a. La viga estd cargada en 7 puntos discretos y el peso total sobre la
viga estd dado por la suma de las cargas.

Consideremos a continuacién el caso de una viga cargada en forma continua
como nos muestra la figura 1.17b. Sea F(x) kilogramo/metro, la densidad
de carga, que es funciéon de x. El peso total sobre la viga estd dado, en este
caso, por Ja suma continua de los pesos, es decir, por la integral de F{(x) en
toda la longitud

Wr H.‘.aﬁuﬁa dx kg

En el caso de una carga discreta, el peso existe Gnicamente en puntos
discretos sin que haya peso alguno en los demds puntos. Por otra parte, en
el caso de la carga continuamente distribuida, hay peso en todos los puntos,
pero en cada uno de ellos la carga es cero., Sin embargo, en una distancia
pequefia dx la carga estd dada por F(x) dx. Por lo tanto F(x) representa la
magnitud relativa de la carga en un punto x. En el caso de las sefiales y sus
espectros de frecuencia, la situacion es exactamente andloga. Podemos re-
presentar una sefial periddica mediante una suma de exponenciales discretas
con amplitudes finitas.

o)
Fit) = > Feot (= no)
n=—:a B
En una funcién no peri¢dica, la distribucion de exponenciales se vuelve
continua; es decir, iz funcién espectral existe en todos los valores de w. La
amplitud de la componente en cualquier frecuencia w es cero. La aporta-
cion total en un intervalo infinitesimal dee estd dada por (1/2myF(w)dw, y
la funcion f{r) queda cxpresada en términos de la suma continua de esas
componentes infinitesimales.
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1 = .
fty = ﬂﬁaﬁexue&e (1.76)

Si integramos con respecto a la variable f, en lugar de w, se elimina el
factor 2n. Tenemos.

w = 2xf

dw = 2m df

La ecuacién 1.76 se puede ahora expresar como

70 =[" Fonpemnap

1.7 REPRESENTACION DE UNA SENAL EN EL DOMINIO
DEL TIEMPO Y EN EL DE LA FRECUENCIA

La transformada de Fourier es un instrumento con el cual se expresa una
sefial dada en términos de sus componentes exponenciales. La funcion Flw)
es la transformada directa de Fourier de f{¢) y representa las amplitudes
@‘mmﬁm de las diferentes componentes. Por lo tanto, F(w) es Ia representa-
cion .am A7) en el dominio de la frecuencia. La representacion en el dominio
del tiempo especifica la funcién en cada instante del tiempo, mientras que
la representacion en el dominio de la frecuencia especifica las amplitudes
_.m_mﬂzmm de las componentes de frecuencia de la funcién. Ambas represen-
taciones especifican en forma dnica la funcién. En general, la funcion

~ ) ] comple se necesitan Q.O Q.Hm. ramas ara su re ﬁﬂmmﬁﬁ on Tad:

Flw) = [F(w)]

Asi, NASV se puede representar mediante un diagrama de magnitud [Fle)l v
un diagrama de fase 6(w). En muchos casos, F(w) es sdlo real o imaginaria
y entonces sdlo se requiere de un diagrama. Demostraremos a continuacién
que, cuando f{t) es funcion real,

FHw) = F(—w)

Tenemos

Flw) H%. fBe et de (1.77a)
De la misma manera,
F(—a) H% B\S%E& {1.77b)

De las ecuacipnes 1.77a y 1.77b se infiere que, si f{£) es funcion real de ¢
entonces !
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F¥w) = F{—w)
Por lo tanto, si (1.78)
F(w) = |F{w)] @
entonces
F(—w) = |Fw)] e (L.79)

Es evidente a partir de estas ecuaciones que el espectro de magnitud |[F(w)l
es funcién par de w y el espectro de fase 6(w) es funcibén impar de w.

1.8 EXISTENCIA DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER

De la ecuacién 1.74, que define la transformada de Fourer, se despren-
o

de claramente que a,“ AHFwtdr es finita, entonces existe la transfor-
— 00

mada de Fourier. Pero, como la magnitud de e—fw? ¢s la unidad, una
condicién suficiente para la existencia de la transformada de Fourier de fi7)

es que -
[Cisana

sea finita. Sin embargo, si se consideran funciones singulares (por ejem-
plo, funciones impulso), entonces esta condicion de absoluta integrabili-
dad no es siempre necesaria. Veremos posteriormente que existen funciones
que no son absolutamente integrables, aunque si tienen transformadas. Es
decir, la integrabilidad absoluta de f{z) es condicion suficiente pero no nece-
saria, para la existencia de la transformada de Fourier de f{7).

Las funciones como sen wt, cos wi, u(t), etc., no satisfacen la condicién
anterior y, en un sentido estricto, no poseen transformada de Fourier. Sin
embargo, esas funciones si tienen transformada de Fourier en el limite.

Se puede suponer que la funcién sen wt existe Unicamente en el inter-
valo ~T/2<t< T/2. En estas condiciones la funcién posee transformada de
Fourier, siempre y cuando T sea finito. En el limite, 7 tiende a un valor
muy grande pero finito. Se demostrari posteriormente que en el limite
existe la transformada de Fourier de tales funciones.

1.9 TRANSFORMADAS DE FOURIER DE ALGUNAS
FUNCIONES UTILES

1. Seiial exponencial unilateral e~ Tu(r}

£t = ety

N‘AEV H‘, m\i::vmlam&m

sl

_ g -latiod gy (1.80)
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1
a + jw

1
=——c¢

)\mm[.Tem

(1.81)

— AN/ g}

Agui
1 @
y flo)= —tan"[—

¥ =
Pl = =y -

Se han representado el espectro de magnitud [F(w)| y el espectro de fase
f{w) en la figura 1.18b,

Obsérvese que la integral de la ecuacidn 1.80 converge sdlo en a> 0.
Cuando <0, la transformada de Fourier no existe. Esto también se deduce
al considerar que, cuando @ <0, f{7) no es absolutamente integrable.

|F{w)]

e=oty{t)

¢ t ——— 01~ @ —
~
~

B (w) ™ _

~—

Figura 1.18 Representaciones de e—9%u(?) en el dominio del tiempo y el dominio de
la frecuencia.

2. Seiial exponencial bilaterat e—2!¢|

£ = el
Flo) = [ "ot g

—x

0 L]
“7‘4 m,.a\u.e:amm +"4 m!?i_e: dt
o

—o0

2q
= 3 (1.82)
Obsérvese que, en este caso, el es =
0 ; , pectro de fase 8(w) = 0. El espectro de
magnitud 22/(a®> + w?} se ilustra en la figura 1.19. i

HO,

lo t —> Figura 1.19
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3. La funcién pulso rectangular

Se define la funcion pulso rectangular G,(f), que se muestra en la figu-
ra 1.20a, como

1 [t < /2

&0 =1, It > =2

La transformada de Fourier de esta funcidén estd dada por

/2 )
Flo)=| Aeodt
—r/2
— W Amu.slm _ &!“Ea...wv
jw
sen (w7/2
_ g, ler2)

wT/2
{o7)

- ._m.\?w_aq G..wwv

Notese que Flw) es una funcion real y, en consecuencia, se le puede repre-
sentar graficamente por una sola curva (figura 1.20b)

Flw)
AT

AGL(t)
A

-7/2 7/2
L —=

a}

Figura .20 a} Funcién pulso rectangular. b) Transformada de la funcién pulso rec-
tangular,

1.10 FUNCIONES SINGULARES

Considérese un voltaje escaldon unitario aplicado a un capacitor, am. la
manera ilustrada en la figura 1.21a. La corriente i que pasa por el capacitor
estd dada por
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Es facil ver que dv/dt es cero para todos los valores de ¢ con la excepcion
de 1= 0, en donde no esti definida. La derivada en t = 0 no existe debido
a que la funcidn u(#) es discontinua en ese punto. Nos encontramos con
una dificultad matemitica, planteada por la idealizacién de la fuente y el
elemento del circuito. La solucién existiria si o bien la fuente, o bien el
capacitor, fuesen no ideales. Por ejemplo, si el voltaje de la fuente fuese
como el de la figura 1.22a en lugar del de la figura 1.21a, la corrente en
el capacitor seria un pulso como el de la figura 1.22b. En el caso de un
voltaje escalén unitario ideal, 1a solucién no existe, pero es posible obtenerla
en el limite, si se supone una fuente no ideal como la de la figura 1.22a y
a continuacién se toma 4 como cero en el limite.

Designemos por u,(#) 1a funciéon no ideal de voltaje. En el limite, cuando

H_

uft)

al
i:ﬂw 9 H__llo
b)

ift)

Q\ms Indefinido
!

c)

L

Figura 1.21

a tiende a cero, esta funcion de voltaje se transforma en una funcién esca-
16n unitario. La derivada de la funcién ug(t) es un pulso rectangular de
altura 1/ y de duracién 2. A medida que & varia, la forma del pulso varia,
Pero su drea permanece constante. La figura 1.23a nos muestra la secuencia
de esos pulsos cuando varia a. En el limite, cuando & es cero, Ia altura
del pulso se vuelve infinita ¥ la duracién se hace cero; sin embargo, el drea del
pulso sigue siendo unitaria. Definamos la funcién impulso unitaric como la
derivada de una funcién escalén unitario. Puesto que la derivada de una
funcién escalén unitario no existe, la funcidn impulso unitario se define
como el limite de la secuencia de las derivadas de una funcion no ideal
Ug(t) cuando @ tiende a cero. La funcién impulso unitario se denota por
8(#). Por lo tanto tenemos
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d
) = lim 2 ()]

= lim w [#(t) — u(t — a)]
a—0 &

En el limite, cuando @ - 0, la funcién 8(¢) adopta la forma de un pulso de
altura infinita y duraciéon cero. El drea bajo el pulso, sin embargo, sigue
siendo unitaria. La funcién &(f) es cero en cualquier punto con la excepeion
de t=a

ualt)

|

al

i(t)

e}

a t
b)

Figura 1.22 2} Representacién de un voltaje no ideal. b} Pulso de corriente en el
capacitor debido a la fuente no ideal de voltaje ug{1).

ﬁ

d
rn ualt)

1
&

=

t—— a3 d ] b —

b)

Figura 1.23
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Figura 1.24 a) Secuencia de pulsos de Gauss. b) Secuencia de pulsos triangulares.
¢} Secuencia de pulsos exponenciales bilaterales.

Se puede expresar este hecho mediante la definicién de la funcién impulso
dada por P. A.M. Dirac:

(1.84)

o(t)y =0 t#0

Es evidente, de acuerdo con su definicidn, ecuacion 1.84, que la funcidn
impulso no es una verdadera funcién en el sentido matemitico, en el que
una funcion debe quedar definida para todos los valores de £ Sin embargo,
se ha justificado rigurosamente la funcién impulso mediante la teoria de las
distribuciones de Schwartz* se debe a Temple una version de esta teorfa
(funciones generalizadas). Desde ese punto de vista la funcidén impulso queda
definida como una secuencia de funciones regulares y todas las operaciones
con la funcién impulso se consideran como operaciones con la secuencia.
Por consiguiente, se define la funcion impulso mediante varias secuencias
como vemos en la figura 1.24,

*M.J. Lighthill, Fourier Analysis and Generalized Functions, Cambridge University
Press, 1959,
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La figura 1.25 nos muestra la funcién impulso como limite de la secuen-
cia de funciones de muestreo. Todas estas secuencias satisfacen la ecua-

cién 1.84.

1. Pulso de Gauss

1
() = lim — et
. r—+0 T
2. Pulso triangular
1 i£]
lim I_HH — I..H_ t] <«
Oty = ¢r>0 T T
0 it > 7
3. Pulso exponencial
1
() = lim — eIt/
—0 w\ﬂ

4. Funcion de muestreo,  Se puede demostrar que

%s mww_:& dt — 1 (1.85)

—o T

A medida que & aumenta, la amplitud de la funcién (k/m)Sa(kt) también
aumenta y la funcién oscila més ripidamente atenuindose en forma inver
samente proporcional a ¢ (figura 1.25). En el limite, cuando & — o, la fun-
cibén se concentra en el origen y el drea neta bajo la curva atin es la unidad,
como puede verse en la ecuacion 1.85. Por lo tanto,

() = lim x Sa(kt) (1.86)

r—ox T

5. Funcién de muestreo cuadratica
k
8(t) = lim — Sa*(kf) (1.87)
koo T

Esto se deduce de argumentaciones parecidas a las que se emplean con la
funcién de muestreo y el hecho de que

o
v‘, — Sa¥(kz)dz =1 {1.88)

—m T

Volvamos a la funcién impulso &(f). Observamos que el area estd concen-
trada en el origen ¢ =4, Por lo tanto, podemos escribir

%S%E uﬁ Sy dt =1 (1.89)
—_ 0
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Figura 1.25 TLa funcién impulso como limite de una secuencia de funciones de mues-
jreo.
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en donde 0* y 0~ denotan valores de ¢ arbitrariamente pequefios que se
aproximan al origen por la derecha y por la izquierda, respectivamente,
Ademds como §(7) = 0 en cualquier punto excepto en ¢ = 0

,‘ J(t) &(t) de HZS,‘. ity dt = f(0) (1.90a)

Y también deducimos que
% Jit)y ot — ty) dt = fit,) {1.90D)
Las ecuaciones 1.90 representan la propiedad de muestreo de la funcion

impulso.*

Insistimos en que la funcién impulso no es una verdadera funcidén en el
sentido matematico habitual, donde se define una funcién para todos los
valores de £ No obstante, su empleo formal conduce a resultados que se
pueden interpretar fisicamente. La utilizacion de la funcién impulso es muy
comun en las ciencias fisicas y en la ingeniera para representar entidades
como masas puntuales, cargas puntuales, fuentes puntuales, fuerzas concen-
tradas, fuentes de linea y cargas superficiales. En realidad, esas distribucio-
nes no existen en la prictica, pero la idealizacién simplifica la obtencién de
los resultados. Ademds, el equipo de medicion que se emplea en la actuali-
dad, debido a su resolucién finita, no distingue entre las respuestas a la
funcién impulso ideal y a un pulso de duracién pequefia pero finita.

La funcién escalén u(r), la funcién impulso () y sus derivadas se lla-
man funciones singulares. Este término se aplica a todas las funciones que
son discontinuas o tienen derivadas discontinuas. Esas funciones sélo pueden
tener derivadas continuas de orden finito, Por ejemplo, la funcion parabélica
At} = ar?u(t) solamente tiene derivada continua de primer orden, f'(z)=
2atu(t). La segunda derivada es discontinua. Por lo tanto es funcion singu-
lar. De la misma manera, la funcién rampa v la funcién escalén unitario
(asi como la funcién impulso y sus derivadas) son funciones singulares. De
hecho, cualquier funcién que se represente por un polinomio en ¢ consti-
tuye una funcién singular,

111 TRANSFORMADAS DE FOURIER QUE CONTIENEN
FUNCIONES IMPULSO

1. Transformada de Fourier de la funcién impulso

La transformada de Fourier de la funcion impulso unitario §(¢) estd dada
por
o

F8(t)] n.‘ S(B)e—7 dt (1.91)

—_

* Se ha demostrado que las ecuaciones 1.90 se deducen de la definicién de funcion
impulso de Ia ecuacién 1.84. Se define rigurosamente la funcién impulso mediante ia
scuacién 1.90. De esa manera, definimos la funcién impulso por sus propiedades como
integral y no como funcién del tiempo definida para todo r Se puede demostrar que
la definicién (1.84) no especifica una sola funcidn. Véase, por ejemplo, A. Papoulis,
Fourier Integral and Its aplications, McGraw-Hill, New York, 19672,
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De la propiedad de muestreo de la funcion impulso expresada por la ecua-
cidn 1.90a, se deduce que la integral del segundo miembro de 1a ecuacién 1.91
es la unidad. En consecuencia,

Fo()] =1 (1.92)

Ast, la transformada de Fourier de la funcién impulso unitario es la unidad.

Por lo tanto, es evidente que la funcién impulso unitario tiene densidad
espectral uniforme en todo el intervalo de frecuencias. En otras palabras, la
funcién impulso contiene todas las componentes de frecuencia con amplitu-
des relativas iguales.

2. Transformada de Fourier de una constante

Encontremos a continuacion la transformada de Fourier de la funcién

siguiente:
Sy =4

Esta funcién no satisface la condicion de integrabilidad absoluta, pero en el
limite, posee transformada de Fourier. Consideremos la transformada de
Fourier de una funcién pulso rectangular de altura 4 y de duracion 7
segundos, como la que se ilustra en la figura 1.20a. En el limite, cuando
) F{w)
L )]

Figura 1.26 La funcién impulso ¥ su transformada,

T, la funcién pulso rectangular tiende a convertirse en una funcién
constante 4. En consecuencia la transformada de Fourier de una constante
A es la transformada de Fourier de una funcion pulso rectangular G, (1)
cuando 7 -es. Vimos antes que la transformada de Fourier de AG (1) es
ArSa(wT/2). Entonces

T
,onTAH_ = lim A+8q —
oo 2
T wT
= 274 lim — Sa —
e 2T 2
F{w)
f¥)
2rAd(w)
A
. t— |0 w—>

Figura 1,27 Consiante y su transformada,
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De la ecuacién 1.86, se deduce que el limite de la funcién de muestreo
anterior define una funcién impulso 8(w). Por lo tanto

F[A] = 274 8(w) (1.93a)

F[1] = 27 §w) (1.93b)

Asf, cuando fi(t) es constante, contiene solamente una componente de fre-
cuencia w = 0. Como es de esperarse una sefial constante de corriente direc-
ta {w = 0), no contiene alguna otra componente de frecuencia.

3. Transformada de sgn (¢}

Se define la funcién signum, que se abrevia sgn (1), como

1 t>0
sgn (f) = (1.94a)
—1 ! <0
Se ve facilmente que,
sgn () = 2u(t) — 1 (1.94b)

Se obtiene ficilmente la transformada de Fourier de sgn (f) al observar que

sgn (£} = lim le*u(t) — e**u(—t}]

a—0

Sgn (£)

Figura 1.28

Entonces

® o
pﬁ.mmmd {t)] = lim ﬁ\, g Atg—iot Jf |,‘A g0t —iut ame—
0 o

a=r(

) —2jo
= lim TR

a0 LO? + @

2

= (1.95)
Jjw
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fit)

ult)

0 §— _o w—

Figura 1.29 Funcién escaldén unitario y su funcién de densidad espectral.

4. Transformada de la funcién escalén unitario u(z)

De la ecuacidn 1.94b se deduce que

u(t) = {1 + sgn (f)]
Por lo tanto,
Flut)] = HF[1] + Flsgn ()]}

Al emplear las ecuaciones 1.93b y 1.95, obtenemos

1
Flut)] = = é{w) + — (1.96)
Jw

La funcién de densidad espectral contiene un impulso en ¢« =0 (figu-
ra 1.29). Por consiguiente, la funcién u(z) contiene, como era de esperarse,
una gran componente de corriente directa y, ademds, otras componentes de
frecuencia. La funcién u(f) aparenta ser una sefial pura de corriente directa,
de modo que resulta raro que existan otras componentes de frecuencia
diferentes de w = 0. Sin embargo, la funcidén w(f) no es una verdadera sefial
de corriente directa, ya que vale cero en t< 0 y tiene una discontinuidad
pronunciada en 7=0 que da lugar a otras componentes de frecuencia. En
una seflal verdadera de corriente directa, f(t) es constante en todo el inter-
valo (— =, ). Se ha visto (ecuacién 1.93) que esa sefial no contiene otras
componentes de frecuencia diferentes a la de corriente directa (w = 0).

5. Sehales sinusoidales perpetuas cos wof y sen wof

Consideremos ahora las sefiales senoidales cos wef ¥ sen wyt en el inter-
valo (—eo, o). Estas seflales no satisfacen la condicién de integrabilidad
absoluta; no obstante, su transformada de Fourer existe y se le puede
obtener mediante un proceso de limite similar al que empleamos con la
funcion constante f{r) =A. Supondremos primero que dichas funciones exis-
ten dnicamente en el intervalo de ~7/2 a 7/2, siendo cero fuera de él. En
el limite, 7 tenderi a infinito. Mostraremos en seguida el procedimiento.
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/2
F(cos wyt) = lim .‘. cos wole—7" dt

et o —7f2

o orisen{{w — wy)7/2] sen [{w + wy)71/2]
= lim lﬁ + h
s 2 (o — wo)T/2 {w + wy)ri2
— tim m m@ﬁlie M eog + wmg_ﬁ,ﬁiﬂe M sc% (1.97)

Segin la ecuacion 1.86, en el limite, una funcién de muestreo se transforma
en una funcion impulso v tenemos

F(cos wet) = m[8(er — o) + o + wy)] {1.98)
De igual manera, se puede demostrar que
F(sen o) = jrldlo + wp) — dw — wy)] {1.99)

Por lo tanto el espectro de Fourier de estas funciones consta de sendos
impulsos en wq y en — wg. Es interesante observar el comportamiento del
espectro en el proceso de limite cuando 7 tiende a infinito. Si 7 es finito,
la funcién de densidad espectral estd dada por la ecuacién 1.97. La figu-
ra 132 nos muestra la grifica de dicha funcién en el caso en que 7=
16m/w0. Es decir, la grafica representa la funcién de densidad espectral de
la sefial cos wqt en un intervalo de 8 ciclos,

16+
cos wyl [}] <
£10) o
167
0 B > —
Wy

Notese que existe una gran concentracibn de energia en las frecuencias
cercanas a + w,. A medida que incrementamos el intervalo 7, la densidad
espectral se concentra alrededor de las frecuencias + wq. En el limite, cuan-
do 7 — o=, la densidad espectral es cero en cualquier punto con la excepcién
de + wg, en donde es infinita de tal manera que el irea bajo la curva en
cada una de estas frecuencias es 7. Por lo tanto, en el limite, la distribucién
se convierte en dos impulsos de intensidad 7 unidades cada uno localizados
en las frecuencias + w, como indica la figura 1.31. Evidentemente las fun-
ciones de densidad espectral de coOs we? Yy sen wo? existen solamente en
w = wq. Eso es logico, ya que las funciones no contienen componentes de
alguna otra frecuencia. En cambio las funciones cos wot u(t) y sen wat u()
contienen componentes de frecuencia diferentes de wq. Se puede demostrar
que (véase la ecuacion 1.116):
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flt) COS wyt
0

SeNn cwyt

b fit)
| <><><>%<><@¢

Figura 1.30
— F(w) ﬁ
=y 0 wg
Wo—=
JF ()
—wo
— o] wg
[ JE—
Figura 1.31
o ﬂ-... ]
, Fl(eos oju(®)] = S50 — o) + 8w + vl + —22—  (1.100s)
— 2 !
Flisen wgtyu(t)] = — [8(er — wg) — S + ) o
5 o we)] + Mccm — (1.100h)

Flew)

Figura 1.32  Funcién de densidad espectral del cos ¢yt (8 ciclos)
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Es evidente que esas funciones contienen una mﬂ% componente de frecuen-
i ro también contienen otras componentes. . . .
thwmmﬂmmam:ﬁ las sefiales cos €2£Sz< sen wot 1) son sefiales m_%:mmw
dales puras y tal vez nos parezca extrafio que oﬁﬁm:mmb componentes

frecuencias diferentes de wg. Debemos Hwoo&mb sin w:&mﬂmo., que mmsﬂsom
expresando una funcion en términos de funciones mx@o:mznsmmm perpe :MM
(o sinusoidales perpetuas) que existen amma..w —oe hasta . Las cwﬁo%ﬁnw oCa
wotu(f) y sen wotu(f) no son sefiales sinusoidales perpetuas @c% o w °
éstas valen cero en t< 0 vy existen solamente en <.m_oaw positivos de w HHo
1o tanto, también contienen otras componentes ademds de aquélla en Em . Todas
estas componentes (figura 1.33) se suman de manera que producen un valor cero

i)
cos wot w(f)

ANAAD
/<><><<<<I

(=)

— o 75N 0 -

Figura 1.33 Funcién cos twoful{f) y la magnitud de su funcidon de densidad especiral.

de f{t) para t<<0 y un valor cos wet (o sen wql) para t> o Si las seilales
simusoidales son perpetuas {cos ol ¥y sen wof en todo el :.S.Z&m \H,oo a
) entonces, como lo indican las ecuaciones 1.98 y 1.99, contienet. efecti-

vamente componentes de frecuencia en wp.

6. La transformada de una exponencial perpetua et’o

Vamos a encontrar la transformada de Fourier de una sefial exponencial
perpetua 80! ( — oo <t < o0). Tenemos que
ei@ot = cos mgt + J sen wyt

De acuerde con lo anterior,
Fleioot] = F[cos wot - j sen wet]
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Al substituir las ecuaciones 1.98 y 1.99 en la ecuacién anterior, obtenemos

Fle' = a[dw — wy) + 8o + wg} = Hw + wy) + 8o — w,)]
= 27d{0 ~ ) (1.101)

Por lo tanto, la transformada de Fourier de ¢/ es un solo impulso de
intensidad 2m localizado en w = wy. Obsérvese que la sefial ¢<0? no es
funcion real del tiempo, por lo que tiene un espectro que existe solamente
el w=wg. Ya hemos demnostrado anteriormente que, para cualquier fun-
cién real de tiempo, la funcion de densidad espectral F{w) satisface la
condicién siguiente (véase la ecuacion 1.78):

F¥(w) = H_AJEV

|#(@)] = [F(—o)

De ahi que, para cualquier funcién real de tiempo, el espectro de magnitud
sea una funcion par de w; si existe un impulso en w = g, deberd existir
otro impulso en w = — wy. Eso es lo que sucede para las sefiales sen wot y
cOs ol

7. La transformada de Fourier de una funcion periodica

Se ha desarrollado la transformada de Fourier como caso limite de la
serie de Fourier, al suponer que el perfodo de una funcién periodica se
vuelve infinito. Ahora se procederd en la direccién opuesta, para demostrar
que la serie de Fourier sdlo es un caso lfmite de la transformada de Fou-
rier. Este punto de vista es muy Gtil, pues permite unificar el tratamiento
de ambas funciones, las periddicas ¥ las no periddicas.

En un sentido estricto, la transformada de Fourier de una funcién pe-
riddica no existe, ya que ésta no satisface la condicion de integrabilidad
absoluta. Para cualquier funcién periddica flr):

lan
.‘ h :5:&“
No obstante, la transformada existe en el 1fmite. Ya hemos encontrado las
transformadas de Fourier de cos wg? Y sen wof en ¢l limite. Usaremos el
mismo procedimiento, al suponer que la funcién periddica existe solamente
en el intervalo finito (—7/2, 7/2) y que 7 se vuelve infinito en el limite.

También podemos expresar la funcion periddica mediante su serie de
Fourier. La transformada de Fourier de una funcidén periddica es, entonces,
la suma de las transformadas de Fourer de sus componentes. Podemos
xpresar la funcién periddica f{r) con periodo 7" como ,

I =3 Rt (0,2 2T)
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Si tomamos las transformadas de Fourier de ambos miembros, tenemos

FUO) = F D Fem

R=—00

— M F,F (et

n=—00
Al substituir la transformada de &*o? de la ecuacion 1.101, obtenemos

o

Ff()] = 2 M F, 6(0 — newy) (1.102)

A=—ru0

Este es un resultado significativo. La relacién de 1.102 establece que la
funcion de densidad espectral o la transformada de Fourier de una sefial
periddica estd compuesta por impulsos localizados en las frecuencias armo-
nicas de dicha sefial siendo la intensidad de cada impulso igual a 2n multi-
plicado por el valor del coeficiente correspondiente de la serie exponencial
de Fourier. La secuencia de impulsos equidistantes no es mds que la forma
limite de una funcién de densidad continua. Este resultado no nos sorpren-
de, pues, sabemos que una funcién periédica contiene solamente componentes
de frecuencias armonicas discretas.

Ejemplo 1.7

Encuéntrese la transformada de Fourier de una funcién pulso rectangular peritédica
(pulso rectangular de duracién T segundos, que se repite cada T segundos). La transfor
mada de Fourier de esta funcién estd dada por (ecuacion 1.66b)

.}3 = M &qam“:soh
n=—1u
en donde
AT nITT
Hm_,: = ﬂ Sa ﬁ
274
5
™~
y
N
/1
N
£ Fx :Sa\ﬁ oﬁ _ fra0r BT X x
—-80mY_| ] ¥7 ~247 —8x| 8r 24 ~{ } § I W——=

Figura 1.34 Funcion de densidad espectrat del pulso rectangular peribdico.
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De la ecuacion 1.102, se deduce que la transformada de Fourier de esta funcién es:

u\NC..QZ _ 2ardr = HaTT

. = T Sa ﬂ &?c —_ 3.8& :.HOHWV
n=—o;

Asi, la transformada de Fourier de f(B) consta de impulsos localizados en =0, t ity

T2y, ..., tawy,. .., etc. La magnitud o intensidad del impulso localizado en 3=

np estd dada por 2R(AT/T)Sa(nmr/T).

En la figura 1.34 se representa el espectro en el caso 7 =1 2
=1/20 se =
segundo, donde &y = 87, / sondo v T

Ejemplo 1.8

m.m. encontrard Ja transformada de Fourier de una secuencia o tren de impulsos
equidistantes de intensidad unitaria a intervalos de T segundos como la que se j'ustra

A&e
ERESNERNEERERE

Figura 1.35 Secuencia de funciones impulso uniformes y equidistantes.

en la mmcwm.?wm. Esta funcidén tiene mucha importancia en la teorfa de muestreo y
por eso conviene denotarla con el simbolo especial S(2). Asi,

Oplt) = 8(t) +6(t — T) + 8¢ — 2T) + + -+ 4 8¢ — nT) 4- - -
0T O 2T) s B T 4 -

— M 8(t — nT) (1.104)

N=—0s

wuwwm es una funcion ﬁﬂnOthm cuya @WHHCﬂO es T, m“_.._OOSﬁHNHm:_.Om PHMSIO Su serie
.

dpit) = M F efnant

==
en donde

1 T/2
.N.u:. —_ v“ &H.Amvmfu.:aon dt

T Jogp

La funcién S44s) en el intervalo (=7Y2, T/2) es simplemente 6(¢). Entonces

u .‘\HE
Nxa“.l w“mlu.as%&
TJ 7 )

Por 1a propiedad de muestreo de Ia funcién impulso @nrm&@: 1.90a) 1a

€cuacion anterior se reduce a
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En consecuencia, F,, es constante. Se deduce, por lo tanto, que el tren de
impulsos con periodo T contiene componentes de frecuencias w =20,
+ W, * 2Wg, ..., £ AW, ..., etC., (W = 2w/ T).

H oo
— inwy 1.105
bp(t) = 7 m e ( )

n=—n0

Para encontrar la transformada de Fourier de §4(¢), recurrimos a la ecua-
cién 1.102. Como en este caso F, = 1/T, es evidente que

2
Fop(t)] = 2 M = 8les — neay)

2

I
=
g

2

g

!

=

<

= wgd,, (®) (1.106)

Esa relacion es muy significativa. Establece que la transformada de Fourier
de un tren de impulsos de intensidad unitaria con periodo T es otro tren
de impulsos de intensidad «w, a intervalos de wq rad/segundos (wqy = 27/7).
La secuencia de impulsos con perfodos 7= 1/2 y T=1 segundos y sus res-
pectivas transformadas se muestran en la figura 1.36. Evidentemente, a me-
dida que aumenta el perfodo del tren de impulsos, el espectro de frecuen-
cias se vuelve mas denso.

2
SEETECSLETTOLHITI I T
| e )
IENNRAEEERNENENNNAN|

Figura 1.36  Funciones periddicas de impulsos y sus transformadas de Fourier.

En la tabla 1.1A se presentan difercntes funciones del tiempo y sus
funciones de densidad espectral correspondientes. Obsérvese que en la may o
ria de las sefiales de dicha tabla, f(w) es real, por lo que solo es necesario
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un diagrama. La tabla 1.IB es una lista de las transformadas de algunas
funciones importantes

1.12 ALGUNAS PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA
DE FOURIER

La transformada de Fourier constituye un instrumento para expresar una
sefial en términos de sus componentes exponenciales de diferentes frecuen-
cias. Ya se ha indicado que dicha transformada no es sino otra forma de
describir una funcién. Por lo tanto, se tienen ya dos descripciones, la del
dominio del tiempo y la del dominio de la frecuencia para representar la
funcién. Es ilustrativo estudiar 1o que ocurre en uno de los dominios al
efectuar ciertas operaciones con la funcion en el otro; por ejemplo, jcomo
se afecta el espectro de una funcion si ésta fuese derivada o desplazada en
el dominio del tiempo? A continuacidn trataremos de evaluar los efectos
que algunas operaciones importantes con la funcion en uno de los dominios
tienen sobre el otro.

Es oportuno hacer notar que existe cierta simetria en las ecuaciones
correspondientes a ambos dominios. Esto puede verse ficilmente de las ecua-
ciones que definen a la transformada de Fourier

Flo) = % ® pipye ot dy
y - (1.107)

Sty = Mla hn Flw)e* de

Por lo tanto es de esperarse que se refleje la misma simetria en las
propiedades en cuestidn. Por ejemplo, es de suponerse que el efecto en el
dominio de la frecuencia, causado por una diferenciacién en el dominio del
tiempo, se parezca al efecto en el dominio del tiempo, causado por una
diferenciacion en el dominio de la frecuencia y veremos que asi sucede.

Por conveniencia, denotaremos la correspondencia entre ambos dominios
por una flecha bidireccional; es decir, la notacién

f&) ¢ Flw)

significa que F(w) es la transformada directa de Fourier de fr) y que f{£) es
la transformada inversa de Fourier de Flw) segin la relacion de la ecua-
cién 1.107.

1. Propiedad de simetria

Si
flty Eé

entonces
Fi)es 2af(—m) (1.108)
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TABLA 1.1A
Algunas funciones del tiempo y las correspondientes funciones de densidad
espectral
TABLA 1.1A i i
0 R {continuacion)

@ a ® 7t

flt)= e~ uft) L f(6) = 8Ba (W)
~ \
e = {0 7 N
W w W [ W —

&) 1)

& | [ i0=6:0
() = te™u(t)
-7 0 T

t — 2 2 f—

@ H f(1)

© it}
flt) = e-eml
~-T o T
t
t—
® (e

f(8) = emtif2e?

| Fluw)

. LA
@ F(t) = e "9 SBN(wot) u(t)
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TABLA 1.1A {continuacién)

@ fl2)

Algunas propiedades de la transformada de Fourier

TABLA 1.1A (continuacion}

Flw)
ft)= (L) ’
1 @ f) F(t) = COS wotu(t)
. -] o ><><><><w
{ —
f(t) 2mé{w)
flty=1
L 9 fle} f(t) = Senwotu(t)
o} t —> 0 &)
0|
{ ———
Flw)
@ At F(t) = cos wot T T
\/ > > \ > > \/ @ f(t} f(t) = u(t)
VRVAVIVAVAY - ® H
W —=
t ——2
0 :
@ ) JH(@) _
£(4) = senwqt 7
AVAWANAWA |
< < o< < 0 % T@ HOESRG!
W —
t —
-T
o

-7 k T 27

e —
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TABLA 1.1B Demostracion. De la ecuacion 1.107 se desprende que

Transformadas de Fourier

2af{—t) Hg.ls Flw)e " dw

f) Flw)
Ya que en esta integral, w es una variable simbélica la podemos substituir
- ! por cualquier otra variable x. Por lo tanto,
1. e2tu(l) .
a + jm o
n 1 2af{—t) H,‘, Fix)e—=t dx
2. te~%h(t) — —%
(@ +jo) entonces
_3 @ ;
8. 14 P 2rf(—w) = ‘. F(z)e ™ d
4. §(%) 1 . . . C .
%r () De la misma manera, substituyendo la variable simbélica x por otra variable
5. 1 2m O t, obtenremos
1 o .
6. u(t) 7 &{w) Jﬂ . 2af(—w) H;. Fye ™= dt
ol
T 8o — wg) + B + o] + ——, = F[F(t)]
7. £os @yl ulf) 2 0 o w? — w? asi
r Wy 0
8. seN wt ult) M [0(w — wy) — o + wy)] + Sllllcw — F(yesr 20f(—w) (1.109)
9. €05 wq bl — wg) + bl + )] Se Smimmmﬁm claramente la ﬁnoﬂmam@ﬁmo mgmmammwn%%%ao \CN es una fun-
. , cion par. En ese caso, fl—w) = flw ac . se reduce a
10. sen gt bl + og) — o — wy)] 100 par caso, fl-w) = fi ) ¥ la ecuacién
w
11 et sen oyt wit) |.*|cu:vmt1.IEM F(t) e 27f (v)
@4y S Se ha representado esa propiedad en la figura 1.37.
W (W) Puede verse ficilmente que la transformada de Fourier de una funcién
12, — Sa Gpplw) o
9. 9 pulso rectangular es una funcion de muestreo y que la transformada de
wr Fourier de una funcién de muestreo es una funcién pulso rectangular. La
13. G, am‘aAlmlv propicdad de simetria se cumple en todas las funciones f{r) pares. Si f{t) no
es funcidn par, entonces la simetria no es perfecta ¥ sOlo existe en cierto
N L M < - _H Asq:N grado, como se ve a partir de la ecuacion 1.109
14, T 7| Sel —
2 f(t)
0 et =1 )
2a
15. eoltl R
16. m‘\um\mﬁn Qe.\wmlnueu\w = -
9 z z
17. d5{t) wyg O (©) Aeo = .mﬂv
w
2r
N
Loy
. W

Figura 1.37 Propiedad de simetria de la transformada de Fourier.
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2. Propiedad de linealidad

Si
A) o Fiw)

falt) > Fo(w)
entonces, para cualesquiera constantes arbitrarias @, y ;.
a,fi(t) + aofolt) & @ Fi{w) + axF(w) (1.110)

Esto resulta obvio. La propiedad de lincalidad también es valida para las
sumas finitas:

afi(t) + ayfolt) + -+ + aa.\.ngiaumﬁev + ayFo(w) + - + a,F, (o)

3. Propiedad escalar

Si
fty > Flow)
entonces, para una constante real a,
1 w
— %Alv ﬁ.::
flat) o il "

Demostracion. Si a es una constante real positiva,
[=4] joot
.ﬁ:éégn% flat)e ™" dt
—a@0

Sea x = at. Entonces, para la constante positiva g,

%:@:uwﬁwg%gsﬁ

~2+(7)

Por lo tanio _..nﬂ w
or 10 tanu .\AQST&M AMV

De igual manera, se puede demosirar que, si 2 <0,

—a [£7

1 w
flat)yeo — F Alv
En consecuencia,

st e 7(%)

fel  \a
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El significado de la propiedad escalar. La funcién Aat) representa f{1)
comprimida en la escala del tiempo por el factor & En la misma forma, la
funcién F{w/a) representa la funcion F(w) expandida en la escala de fre-
cuencia por el mismo factor 2. En consecuencia, la propiedad escalar esta-
blece que el comprimir una funcion en el dominio del tiempo equivale a
una expansion en el dominio de la frecuencia y viceversa. Este resultado
también es intuitivamente obvio, pues el comprimir en el dominio del tiem-
po en determinado factor significa que la funcion varfa mds rapidamente en
ese mismo factor y, en consecuencia, las componentes de frecuencia se
incrementan proporcionalmente. En igual forma si, en la escala del tiempo,
expandimos una funcion, ésta varia mds lentamente y sus componentes en
el espectro disminuyen, o sca que el espectro se comprime. Como ejemplo
considérese la sefial cos wy? que contiene componentes de frecuencia en
twp. La sefial cos 2wyt representa una compresion de cos wgl en un
factor de dos y sus componentes de frecuencia se encuentran en + 2. Por
lo tanto es evidente que se ha expandido el espectro de frecuencia en un
factor de dos. El efecto de la propiedad escalar se ilustra en la figura 1.38.

En el caso especial en que a=—1, de la propiedad escalar se deduce
que
fl—0) e F{—w) (1.112)
f(t)
1
7|z
a)
()
1
-7
¢

Figura 1.38 Comprimir e¢n el dominio del tiempo equivale a una expansion en el
dominio de la frecuencia.

Ejemplo 1.9

Encuéntrese lz transformada inversa de Fourier de sgn (L) v u(w) mediante las
propiedades de simetria y escalar. A partir de la ecuacidn 1.95, tenemos que

2
sgn () «—» —
Jw
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Si aplicamos a esta ecuacion la propiedad de simetria (ecuacion 1.109), obtenemos

2
- < 27 sgn AIACV
Vi3
Pero sgn (— w) = - sgn (w). Por lo tanto,
EAPEN sgn (w) (1.113)
it
y también
‘ u(w) = 3[1 + sgn (w)]
Entonces,

F ()] = HF UL + F 1 [sgo (o)1}
J
= 30 + 5

Por lo tanto,

) 1 1
T 5(8) — ﬂL > u{w) (1.114)

4, Propiedad de desplazamiento en la frecuencia

Si
fit) «» F(w)
entonces :
F(B)e™ <« Flow — wy) (1.115)
Demostracion.

%m.\.@vmus%”—_ ”,‘,S%A:mmeonmimeﬁ dt
u% " Flye oot dy

= Flw — w,)

El teorema establece que un desplazamiento de wg en el dominio de la
frecuencia equivale a multiplicar por &“0? en el dominio del tiempo. Es
evidente que la multiplicacién por el factor &/“o? traslada todo el espectro
de frecuencia F(w) en la cantidad w,. Por eso, a este teorema también se
le Nlama teorema de traslacién de frecuencia,

En los sistemas de comunicacién, muy a menudo hay que trasladar el
espectro de frecuencia. Esto se suele llevar a cabo multiplicando la sefial f{7)
por una sefial sinusoidal. El proceso se llama modulacion. Puesto que se
puede expresar una sefial sinusoidal como suma de exponenciales, es claro
que la multiplicacién de la sefial f{z) por una sefial sinusoidal (modu-
lacién) trasladara todo el espectro de frecuencias. Esto se demuestra ficil-
mente si s¢ observa la identidad
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Jit) cos wt = L[ f(t)ei®ot AT_\_A&@IH.E%“_
Por el teorema de traslacion de frecuencia, se deduce que, si

ft) & Flw)
entonces
St cos wgt = HF(o + wy) + Flo — o)] {1.116a)

De igwal manera, se puede demostrar que

fit) sen et Alv.w [Flo + o) — Flo — wy)] (1.116Db)

Es asi como el proceso de la modulacién traslada el espectro de frecuen-

cias en la cantidad *c,. Este resultado es muy fitil en la teoria de la

comunicacion. En la figura 1.39, se muestra un ejemplo de traslacion de

frecuencia producida por la modulacién. La ecuacién 1.116 también se co-
noce con el nombre de teorema de la modulacion

5. Propiedad de desplazamiento en el tiempo

Si
F{t) & Flo)
entonces
fit — &g) <> Flw)e % (1.117)
Demostracion,
FUC— ) = [ 1 — 1o
Sea ”
F—ty =2
Entonces

Fft — )] = abavm\uiii de
= F(w)e %

mm_ teorema establece que, si se desplaza una funcién en el dominio del
tiempo en la cantidad de 7z, segundos, entonces no se altera su espectro de
magnitud [F{w)l, pero el espectro de fase sufre un cambio de —wi,. Este
resultado es intuitivo, pues el desplazamiento de la funcién en el dominio
del tiempo no afecta las componentes de frecuencia de la sefial, a pesar de
que cada componente se desplaza en la cantidad ¢,. Resumiendo, un des-
plazamiento de 7z, en ¢l dominio del tiempo es equivalente a una desviacion
de fase de —wig, es decir, a la multiplicacién por e=/*o en el dominio de
la frecuencia.
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LEjemplo 1.10

Encontrar la transformada de Fourier del pulso rectangular que se muestra en la
figura 1.40. Dicho pulso estd representado por la funcién G (r), desplazada en 7/2
segundos. En consecuencia, se puede expresar como G,(t—7/2). De acuerdo con la

= tabla 1.1B ¥ por la propiedad de desplazamiento en el tiempo, tenemos
=]
3
T wT )
w Gt — <] > 78a| — |e—tor2
= 2 2
+
\Ww . G {t—=7{2)
+ 2 1
3 &
e m
Ty
O
o
=]
=]
o
2 0 T
a . b —
m Figura 1.40
5
z Obsérvese la dualidad entre las propiedades de desplazamiento en la frecuencia vy en
M el tiempo. También hay una versién dual del teorema de la modulacién. Su enunciado
m es:
]
I e+ T+ f(t — T)] «> Flw) cos 0T (1.118)
=
2 La demostracién de la ecuacién 1.118 se deja como ejercicio para el lector.
p:
259
% ﬁ o 6. Diferenciacion en el tiempo y la frecuencia
- 8 Si
- RN 5
-~
. L B Fit) > Flow)
3 ~ I — = ®
@ \n\\ll.H ~. entonces &q
S - — A
s P — . — 3 (Jow) Fw) {L1.119a)}
M = — dt
= ——— — ¥
R e a 1
S I—— ._
- T)dr = — F(m 1.119b
—— S o = Fo) (1.119b)
//AHV\ siempre y cuandof F{w)/w esté limitada en w = 0. Esto equivale a decir que
F0)=0 o que

*La ecuacidn 1.115a no garantiza la existencia de la transformada de dffdr. Implica
solamente que, si existe, esta dada por jewF(w).

wwwmmﬂmno:n.ﬁ&::omm satisface, entonces se modifica la ecuacidn 1.119b. Viase
el problema 42 al final del capituto. :
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Demostracion.

1) = — [ Flw)e do
ik
Por lo tanto a
W,M == wwm ,‘LMNQSKH.E dw
Al cambiar ef orden de diferenciacion e integracién, obtenemos
M - W ;Waﬁéxa dw
De esta ecuacidn se deduce evidentemente que
W.Al joF(w)
De la misma manera, se puede extender el resultado a la derivada de or-
den #. dn .
i {j)" F(w) {1.120)

Ahora, considérese la funcion

o) = [ i ds

Entonces
de
I = fi
20 1w
Por lo tanto, si
olt) > (o)
entonces
F(t) «» jod{w)
Es decir,

Flo) = jod{w)

En consecuencia,
1
P(w) = — Flw)

Jw

y, asi,
¢ 1
e‘wu\..il dr A\vﬂm F{w)
Notese que el resultado solo es vilido si miwﬂo. $(w), es decir, si @(t) es
al solutamente integrable. Esto sdlo serd posible si
im w(f) = 0

t—=
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Es decir,
fydt =0

Lo que ‘equivale a la condicién F{0) = 0, ya que

TE: dt = F(en)!, 4

w0

Los resultados de los teoremas de diferenciacion e integracién en el tiem-
po, en la forma en que lo expresan las ecuaciones 1.118 y 1.119, son
también obvios intuitivamente. La transformada de Fourier expresa una fun-
cion f(t) en términos de una suma continua de funciones exponenciales de la
forma ¢!, En consecuencia la derivada de () es igual a la suma continua
de las derivadas de cada una de las componentes exponenciales, Puesto que
la derivada de una funcién exponencial &/“! es igual a jewe/“!, entonces el
proceso de diferenciacion de f{r) equivale a multiplicar cada componente
exponencial por jw. Por lo tanto,

@w > JoFlw)
@
Se hace una argumentacion parecida en el caso de la integracion.

Se concluye que diferenciar en el dominio del tiempo equivale a multi-
plicar por j* en el dominio de la frecuencia y que integrar en el dominio
del tiempo equivale a dividir entre /* en el de la frecuencia. En el siguiente
ejemplo, veremos la utilidad del teorema de diferenciacion en el tiempo para
obtener la transformada de Fourier en el caso de algunas funciones conti-
nuas por tramos.

Ejemplo 1.11

Determinar la transformada de Fourier de ta funcion trapezoidal de la figura 1.41.
Diferenciamos dos veces dicha funcién para obtener una secuencia de impulsos. Es facil
obtener la transformada de los impulsos. En la figura 1.41 vemos claramente que

df 4 B o
wmlalllathjs 8t -+ a) — 8(t — a) + 5t — B)] (1.121)

La ftransformada de Fourier de un impulso unitario es 1. Por lo tanto, segiin el
teorema de desplazamientc en el tiempo, obtenemos

Bt — ty) > et

Al emplear este resultado v el teorema de diferenciacién en el tiempo, se puede
escribir la transformada de la ecuacién 1.121 como

(j0)Flo} = _A4
(b —a)

Aau.Ee — glwa __ p—iwa 4 mlu.ewv
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A
1 |
-5 - ¢ a b
{f—=
a}
m <=jwF(w)
{—
-b =-o 0 a b
b}
mw. <= (jo) F(w)
— [
-5 0 b
t——
c)
Figura 1.41

de donde obtenemos

24 {cos aw — cos bw
Flw)

”GIS w?

Este problema nos sugiere un método numérico para obtener la ﬁmsmmca.ammm de
Fourier de una funcién f(r). Se puede aproximar cualquier funcion At} mediante seg-

)

t ——

Figura 1.42 Aproximacién a una funcién mediante segmentos de linea recta.
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mentos de recta, como se muestra en la fipura 1.42. Se obtiene una aproximacién tan
buena como se desee, con sdlo incrementar el nimero de segmentos. la segunda
derivada de la funcién aproximada produce un tren de impulsos cuya transformada
encontramos rdpidamente, La transformada F(cw) de la funcién que se busca es 1/{jew)?
multiplicada por la transformada de la segunda derivada.

7. Diferenciacion en la frecuencia

Si
S ) Flw)
entonces
f (0 dF
I.:ﬁ:Alv.aa (1.122)
Demostracion,

F(w) = % " f e gt

Por lo tanto,
am.wﬂ am %8 f4 — Jw¥ Rm
do  do \8.2 Je

Al cambiar el orden de diferenciacion e integracion, obtenemos

aF N it f(t)e it dt
&ac - o —J .&_A vm
De la ecuacién anterior se aeduce que

dF
() > —

oW

Si extendemos el resultado a derivadas de orden superior;
d"F
do™

Se concluye que una diferenciacion en el dominio de
4 una multiplicacién por —¢ en el dominio del tiempo.

(—gt)fit) =

la frecuencia equivale

8. EIl teorema de la convolucion

El teorema de la convolucién es quizds uno de los instrumentos mas
eficaces en el anilisis armonico; con su empleo, se obtienen con facitidad
Mmuchos resultados importantes. En este libro 1o aplicaremos con frecuencia.

Dadas dos m_.E&o:mm (D y f2(?), podemos formar 1a integral siguiente:

fit) nhwb?vba — ) dr (1.123)
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Esta integral, llamada integral de convolucion, define la convolucion de las
funciones f,(¢#) y f>(£), vy también se expresa simbdlicamente como

F&) = filt) = folt) {1.124)

Posteriormente se considerard el significado fisico y la interpretacion grafica
de la convolucién. Por lo pronto, enunciaremos y demostraremos el teore-
ma. También en este caso hay dos teoremas: de la convolucion en el tiem-
po y de la convolucién en la frecuencia.

Teorema de la convolucion en el tiempo. Si

fi(t) = Fy{w)
Y
faolf) Fow)
entonces
‘sb?iw@ — 1) dr e Fi{o)Fyw) (1.125a)
es decir o
* folt) > mﬁevm.wﬁev {1.125h)

Demostracion.

F LA = full

hs mg.a:'g ADalt — ) i d
H% falr : e Mot — 1) i dr

Por la propiedad de desplazamiento en el tiempo (ecuacion 1.117), la inte-
gral entre paréntesis del segundo miembro es igual a Fy(w)e™ fwT | por lo

que

FUD i) = AP dr
_ F () Fy(w)

Teorema de la convolucion en la frecuencia. Si

filt) o Fi(o)
Y
falt) e Fyplw)
entonces
1 €
F1{E) faolt) M‘M,—“ F(u)Folewr — ) du (1.126a)
O sea
bSbSi E. (w) * Fy(w)] (1.126b)
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Este teorema se demuestra en la misma forma que el anterior, debido a la
simetria entre las transformadas direcia e inversa de Fourier.

Concluimos gue la convolucién de dos funciones en el dominio del tiempo
equivale a la multiplicacién de sus espectros en ¢l dominio de la frecuencia
y que la multiplicacién de las dos funciones en el dominio del tiempo equivale
a la convolucidn de sus espectros en el dominio de la frecuencia

La tabla 1.2 contiene algunas de las propiedades importantes de la trans-
formada de Fourer. Notense la simetria y la correspondencia entre los
dominios del tiempo y la frecuencia.

TABLA 1.2
Operacion fit) Flw)
1. Escalar £ (at) h F w
la]  \e
2. Desplazamiento en
el tiempo fie —¢p Flw)e—iot
3. Desplazamiento en
la frecuencia S (t)edeot Flo — wy)
4, Diferenciacion en el dnf
tiempo I (Jo )™ F (e5)
3. Diferenciacién en la dvF
. | o
frecuencia ! It (8 dan
6. Integracion en el tiempo «%« f(=) dr 1 Flw)
o (je}
7. Convolucién en el tiempo Fut) = fot) F () Fy(w)
8. Convolucion en la 1
frecuencia. FL{tYfs() . [Fi{w) % Fa{w}]

1.13 ALGUNAS RELACIONES DE LA CONVOLUCION
A continuacidén se presentan algunas leyes del dlgebra de la convolucién
que, como se verd, sigue lineamientos similares a los de la multiplicacién
ordinaria, operacién sugerida por su renresentacion simbolica.
1. Ley conmutativa
Fult) * folt) = fol) * fi(6) , {1.127)

Se demuestra facilmente esa relacion:

10 o1 =[ fnsae s
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Al substituir la variable T por ¢ — x, obtenemos
10 <10 =[ fone - = s
= falt) * f,(2)
2. Ley distributiva

Si(t) = [fu(t) + foft)] = Sill) = foll) + fu(8) » folt) (1.128)

La demostracion es obvia

3. Ley asociativa

i) * [folt) # f5(8)] = [f1(2) = falt

La ley se deriva del teorema de la convolucion y del hecho de que

1 * falt) (1.129)

Fro)[Fow)Fy(w)] = [Fi(0)Ff0))Fyw)

1.14 INTERPRETACION GRAFICA DE LA CONVOLUCION

La interpretacién grafica de la convolucién es muy til en el andlisis de siste-
mas asf como en la teoria de la comunicacién, Permite visualizar Ios resultados
de muchas relaciones abstractas, sobre todo en la teoria de la comunicacion. Si
en los sistemas lineales sélo se conocen en forma grifica f{r) y A(t) enton-
ces la convolucion grifica resulta muy util. Como ejemplo de esto, supon-
gamos que f1(¢) y fo(5) son los pulsos rectangular y triangular de la figu-
ra 1.43a. Encontraremos graficamente la convolucion f (D) * f2(1). Por defi-
nicion,

Filt) * folt) H.‘“B‘\H?v\w? —7r)dr (1.130)

En la integral de convolucién, 7 es la variable independiente (ecua-
cion 1.130). En la figura 1.43b, se muestran las funciones f; (Tyy fo( — 1)
Notese que se obtiene fo( —7) al girar f,(7) alrededor del eje vertical que
pasa por el origen. El término f5(¢ — 7) representa la funcitn f,( —7) des-
plazada ¢ segundos a lo largo del eje 7. En la figura 1.43c¢, se ha indicado
f2(21 — 7). El valor de la integral de convolucién en r = ¢, esti dado por la
integral de la ecuacién 1.130, evaluada en =17, y representa el irea bajo
la curva producto de f1(r) v f;(f; — 7). Dicha 4rea es la regi6n sombreada
de la figura 1.43d. El valor de fi(f)*f2(f) en t=1,, es igual a esa drea
sombreada y se le ha representado en la figura 1.43f

Para encontrar los valores de la funcién f{#) * f,(¢), se seleccionan dife-
rentes valores de f, se desplaza la funcién f(—7) segin esos valores y se
calcula el rea bajo las curvas producto correspondientes.

Interpretacion grdfica de la convolucion

falt) HH
1

0 3 -1 o} 1
i — m* P —
fof =1) ffr)
Z H
-3 0 =1 0 1
T —— U* T —
faolty—17) fiT)
Z |
_ t -1 1
E— c) T —
falt=7) filr)

AlT)(tr=7)

T —
d}
At falt)
LT
-1 41 1 2 3 4
;-
f)

Figura 1.43

91
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Estas dreas representan el valor de la funcidbn de convolucidn en los
valores respectivos de ¢
La grafica del drea bajo la curva producto expresada como funcion de ¢ re-
presenta la funcion de convolucién fi(1) * f,(7) que se busca.

El mecanismo grafico de la convolucién puede considerarse como si la
funcién f,( — 7) fuese un cuadro rigide que se desplaza en #; segundos por
el eje 7. Esta funcién se multiplica por fi(+) y el area bajo la curva es el
valor de la funcion de convolucion en ¢=1¢;. Por lo tanto, para encontrar
el valor de f,(r)*f:(¢) en cualquier instante f={y, trasladamos en £
segundos por el eje 7 al cuadro rigido que representa a f( —7) y multi-
plicamos esta funcién por f1(7). El arca bajo la curva producto es el valor
que buscamos de f1(f) * f2(f) en = 1,. Para encontrar la funcién de con-
volucion trasladamos sucesivamente el cuadro en diferentes cantidades y eva-
fuamos las dreas bajo la curva producto en cada una de las posiciones. Es
asi como la grifica del drea expresada en funcion del desplazamiento del
cuadro representa la funcidn de convolucién f,{#) = f(#). En resumen:

1. Girese la funcion f,(r) alrededor del eje vertical que pasa por el
origen para obtener la funcién f,( — 7).

2. Considérese a la funcién girada como un cuadro rigide que se des-
plazari sobre el eje 7 en una cantidad #,. Este cuadro rigido representa
aquf la funcién fo(fp — 1)

3. La funcidn, representada por el cuadro rigido desplazado, multiplicada
por fi(7) es la funcién fi{v)f2(to —7) y el drea bajo esta curva producto
estd dada por:

[ 1ty = 1 dr =170 » 0.,

4. Repitase este procedimiento para diferentes valores de ¢, desplazando
sucesivamente el cuadro en diferentes cantidades, obteniendo los valores de
la funcién de convolucion f;(z) * f,{¢) para esos valores de ¢

Nobtese que, para encontrar la funcién de convolucidn fi(t) * f2(¢) para
valores positivos de ¢, el cuadro se desplaza por la parte positiva del eje 7
mientras que, para valores negativos de f, se desplaza por la parte negativa.

Segin la ecuacidon 1.127 la convolucién de f1(f) con f;(¢) es igual a la
convolucion de f,(¢} con fi(¢). Es decir,

i@} = folt) = fult) * f1(t)
Por lo tanto, también podriamos mantener fija fa(7) y tomar la imagen

reflejada de fi(r) en la convolucidon grifica de la figura 1.43. En los dos
casos, obtendremos el mismo resultado.

1.15 CONVOLUCION DE UNA FUNCION CON LA FUNCION
IMPULSO UNITARIO

La convolucién de una funcién f{f) con la funcién impulso unitario &§(r)
resulta en la funcion misma f{¢). Esto se comprueba fécilmente con la
propiedad de muestreo indicada por la ecuacién 1.90b.
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Jit) = a(ty = BNA.L d(t — r}dr
)

Este resultado también se deduce del teorema de convolucion en el tiempo
y del hecho de que
ft)y > Flo) y d)e1
Por lo tanto,
J () % 8(2) <> F(w)

En consecuencia,
&) =6(t) =f(1) (1.131)

Este resultado también es obvio grificamente. Como el impulso estd concen-
ﬁ:&o:m: un punto y tiene drea unitaria, la integral de convolucién de la
ecuacion 1.130 es igual a l1a funcién f(z). Asi, la convolucion de la funcién

fi(e)
— A
P —
a)
fat)
© ®
f—
b}
o fa(ty=1)

c}

fi(t)folt)
2Ak

I . o

Figura 1.44
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impulso unitardie A7) reproduce la funcion fz). Al generalizar la ecua-
cion 1.131, se obtiene

[y =t —T)=fit —T) (1.132a)
Flt —E) %0t —t) =f(t —t, —t3) (1.132b)
8t — b)) % O(t — ty) = O(t —t, — &) (1.132¢)

Ejemplo 1.12

Encontrar grificamente la convolucién de f)(f) {(figura 1.44a) con dos imp.lsos de
intensidad k cada uno, ilustrados en la figura 1.44b.

Seguiremos el procedimiento de la convolucidn grifica descrito en la seccidn 1.14;
gitamos f,(7) alrededor del eje vertical para obtener f3{ — 7). Como fH(7T) es funcién
par de T, fo{ — T)=/f2(7). La convoluciébn de fy(7) con f(7) se reduce asi a la
convolucién de fy(7) con dos impulsos. De la propiedad de la funcién impulso para
reproducir por convolucién la funcién (ecuacién 1.131) se desprende claramente que
cada impulso genera un pulso triangular en el origen (r=0} de altura Ak. Por lo
tanto, la altura neta del pulso trangular en el origen es 24%. Puesto que la funcidn
fat — T) se sigue desplazando en direccién positiva, el impulso originalmente localizado
en — T se encuentra con el pulso triangular en 7 =7 y reproduce un pulso triangular
en t=2T de altura Ak. De la misma manera, el impulso que estaba en T reproduce
un pulso triangular en ¢ =27, de altura Ak. El resultado final de la convolucién se
muestra en la figura 1.44d,

1.16 EL TEOREMA DE MUESTREO

El teorema de muestreo tiene un profundo significado en la teoria de la
comunicacion, Su enunciado es el siguiente:

Una sefial limitada en banda que no contiene componentes espectrafes
mayores que la frecuencia f,,Hz estd determinada en forma Unica por sus
valores en intervalos uniformes menores de 1/2f,, segundos.

Este teorema se conoce como el reorema de muestreo uniforme pues se
refiere a la especificacion de una sefial dada mediante muestras suyas toma-
das a intervalos uniformes de 1/2f,, segundos.* Esto implica que, si la
transformada de Fourier de f{r) vale cero fuera de determinada frecuencia
oy = 21y, entonces toda la informacidn acerca de f{r) queda contenida en
sus muestras uniformemente espaciadas a intervalos menores de 1/2f,. segun-

* Este teorema es un caso especial de! teorema general de muestreo, cuyo enunciado
es:

Si se divide el intervalo de tiempo de una sefial limitada en banda en partes iguales
para formar subintervalos tales que cada uno tenga una duracion de T segundos, donde
T es menor que I/2fim v si se toma una muestra instantinea de cada subintervalo,
entonces el conocimiento de la magnitud instantanea de cada muestra y de los instan-
tes en que se toma ia muestra de cada subintervalo nos da toda la informacion de la sefial
original.

Véase, por cjemplio, H. S. Black, Modulation Theory, Van Nostrand, New York,
1953, p4l.
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Figura 1.45
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dos. Esto se ilustra en la figura 1.45. Se toma una muestra de la funcion
A1) cada T segundos (T'< 1/2f,), es decir, se muestrea la funcién con ra-
pidez igual o mayor gue 2f,, muestras por segundo. A las muestras suce-
sivas se les denota por fo, fi, f2,..., etc. Del teorema de muestreo se
deduce que estas muestras contienen la informacion acerca de flr) en cada
valor de t. La rapidez de muestreo, sin embargo, debe ser por lo menos el
doble de la maxima frecuencia f,, presente en el espectro de f{z). Expresa-
do con otras palabras, se debe muestrear la sefial por lo menos dos veces en
cada perfodo o ciclo de su componente de frecuencia mds alta.

Es ficil demostrar el teorema de muestreo con la ayuda del teorema de
la convolucién en la frecuencia. Considérese una sefial f{r) limitada en banda
que no contenga componentes espectrales mayores de f,, Hz. Esto significa
que Flw), la transformada de Fourier de f{(7), es cero cuando |w|> wpy{w,, =
2uf,,). Supongamos que multiplicamos la funcién f{r) por una funcion im-
pulso periédica 87(f) (figura 1.46¢). La funcién producto es una sucesion
de impulsos localizados a intervalos regulares de 7 segundos con intensidades
ignales a los valores de f{¢) en los instantes correspondientes. El producto
() 67(r) representa la funcidén f{¥) muestreada a intervalos uniformes de T
segundos. Denotaremos la funcién muestreada por fo(#) (véase la figura 1.46¢).

El espectro de frecuencias de f(f) es F{w). Se ha demostrado (ecua-
ci6n 1.106) que la transformada de Fourier de un tren uniforme de fun-
ciones impulso §4(f) es otro tren uniforme de funciones impulso 8 olw)
(figura 1.46d). Los impulsos estdn separados por un intervalo uniforme de
Wy = Mﬂ\ﬂ

&HQV > oy mEoAncv

La transformada de Fourier de flz) §,(¢) estard dada de acuerdo con el
teorema de la convolucion en la frecuencia, por la convolucién de Flw) con

wpd yolw).

1
10) > 5= [F(@) % 0y 8y ()]
Fra 0
Al substituir wg = 27/7, obtenemos

.DSIM [F(w) * me%&: (1.134)

Por la ecuacidén 1.134, es evidente que el espectro de la sefial muestreada
£(f) estd dado por la convolucién de Flw) con un tren de impulsos. Po-
demos someter a las funciones F(w) y 8,,(w) (mostradas en las figu-
ras 1.46b y 1.46d, respectivamente) a una convolucion grifica con el proce-
dimiento descrito en la seccion 1.14, Para levar a cabo esta operacion,
giramos la funcién &, ,(w) sobre el eje vertical w = 0. Como &, (w) es
funcion par de <, la funcién girada resulta ser la misma funcidn original
8.5o(w). Para realizar la operacion de convolucion, desplazamos todo el tren
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de impulsos [8,, (w)] en la direccién positiva de w. Cuando cada impuis
pasa por F(w), reproduce la misma F(w). Como los impulsos estdn a m:mm
valos de wq =2m/7, la operacion de convolucion resulta en que se repita
knﬁev:omam wo radianes por segundo como nos muestra la figura 1.46f whm.
?.Euo: de densidad espectral correspondiente a J:(f) es, por lo ﬁ.mb:.v la
misma F(w) pero repetida periddicamente cada Wo E&,m:mm por wmmds_mo
U.a%m:ﬁmao.m esta funcién con Fo(w). Obsérvese que F(w) se repetirs mamv.
dicamente sin traslaparse siempre que Wy Z 2wy, 0 sea P

2w
Tz 2{2xf.)

Es decir

1
T < 57 (1.135)

Por consiguiente, cuando muestreamos la funcién (1) a intervalos uniformes
menores .% 1/2f,, segundos, la funcién de densidad espectral de f,(r) mmnw
una éplica periddica de F(w) y, por lo tanto, contendrd toda la mbmo:sm.
cion acerca de f{z). Se puede recuperar ficilmente F{w), a partir de Fy{w)
pasando _.m sefial muestreada a través de un filtro de paso bajo que maws:m
_m\ transmision de todas las componentes de frecuencia inferior fn v ate-
w%m todas aquellas de frecuencia superior a Sm. La nﬁmnaimaomﬂ._nmm_ de
amq_m MMHLNH MN.. se obtiene esto, se ha representado por la linea punteada
Obsérvese que si el intervalo de muestreo 7 llega a ser
entonces la convoluciéon de F(w) con 6, cQtvm genera mewwqamwwkwsm
Fw); sin embargo, existe ahora un traslapamiento de ciclos que no permite
recuperar F(w} a partir de Fy(w). De aqui que, si el periodo de muestreo T
es muy grande, se pierde una parte de la informacién y no se puede reco
brar la mmm.a original a partir de la sefial muestreada J:(#). Esta conclusién es
bastante logica pues es razonable que se pierda la informacién cuando el
muestreo es muy lento. El intervalo miximo de rmuestreo T = 1/2f,, se
ooMOOo_ omﬁo intervalo de Nyquist, "
n la discusién anterior, se obtuve graficamen * ié
s¢ puede derivar ficilmente el mismo wmwc:mao gﬁﬂ%ﬂﬁ%ﬂ.o%ﬂ_ﬂwhwws pien
Bu,() = 3(0) + 8 — o) + <+ + Bw — nay) |-+ -

+ 8w+ wp) + 0+ S - nwg) + -

= M o — now,)

De la ecuacién 1.134 se deduce que

1 1 s
Fw) = 7 [F(@) s 8, (@)] = | F(w) s 3 8w — no,)

A=—an

H. a0
HWMH?&;&S — egy)

n=—ax
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Aqui, la ecuacion 1.132a resulta en

M 8
Esvn ﬂrMéEe [aeov :.53
i ié la funcion F(w), que
Fl segunde miembro de la ecuacién 1.136 representa a | :
se _.ow:n cada w, radianes por segundo. El resultado es igual al obtenido

mediante la convolucién grafica.

Recuperacién de f(r) a partir de sus muestras

Como vimos antes, se puede recuperar la funcion original si mm.:mom pasar
la funcion muestreada por un filtro de paso bajo, con ?mojoﬁ&m ao_ 8%8
W,,. Se trata evidentemente de una operacion en el aoB::.o de M re-
cuencia. Debido a la dualidad entre el dominio de la ?on:m.:n._u y 2. omi-
nio del tiempo, existe una operacion equivalente en el QQEE.O\ del tiempo
con que se recupera f(f) a partir de sus muestras. A continuacion estudiare-
mos esta posibilidad. . N .

Consideremos una sefial f{f) muestreada con la rapidez minima requerida
(2f,, muestras por segundo). En este caso,

1 27 .
% — w wx oc.u = t\.kﬂ — %3\3 - Newz
Segin 12 ecuacién 1.36,
H. o9
N Yo — 2 (1.137)
Fiow) = p:ﬂTMlaL:S ne,, )

Como antes, podemos obtener el espectro F(w) si tiltramos F(w) conun B.mao
de paso bajo con frecuencia de corte W - Es claro que mmmmowmsﬁo%
equivale a multiplicar Fg(w) por una funcidén pulso rectangular G, , (w).
Por lo tanto, de la ecuacion 1.137 obtenemos

1
M‘Juhevmﬂmez.ﬁm_vv — m.« »aqﬁncv
de donde .
Flo) = TF{0)Gy, (v) (1.138)
fs(t) Filtro paso f(t)
hajo

Sefial muestreada | TGay,, (w0} | Sefial continua

-

Figura 1.47

Por consiguiente, la transmisién de la sefial B:mmﬁmma.m 1) a través @m
un filtro de paso bajo reproduce la sefial f{r). El filtro tiene una frecuencia
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de corte wp, y una ganancia T = 1/2f,,. Se puede expresar la funcién de
transferencia H(w) de este filtro (figura 1.47) como

mﬁacv = %Qwaiﬁev

1
- ﬁ Quasﬁev

Al aplicar el teorema de convolucion en el tiempo a la ecuacién 1.138, se
tiene

L

1@ = T/4t) « = Saw, )

= fi{t) * Sa(w,,t) (1.139)

La funciéon muestreada fi(7) estd dada por
.\,mﬁ_v ”M.\az &C“ - Bm:v
en donde f,, es la enésima muestra de 7). Por lo que

f@) HMb 8(t — nT) + Sa(w, i)
anmﬁsﬁa —aT)] (1.140a)

= fuSu(es,t — nm) (1.140b)

Es obvic que se puede construir f{t) en e! dominio del tiempo a partir de
sus muestras, de acuerdo con la ecuacién 1.140, Gréficamente, cada muesira
se multiplica por una funcién muestreo y se suman todas las formas de
onda resultantes para obtener f{¢). Esto se indica en la figura 1.46g.

En la prictica, la mayorfa de las sefiales se aproximan a las sefiales
limitadas en banda. Conviene aclarar aqui que, en un sentido estricto, no exis-
ten esas sefiales de banda limitada, Puede demostrarse que si una sefial
existe en un intervalo finito del tiempo, posee componentes de todas las
frecuencias;* sin embargo, en la prictica, las funciones de densidad espectral
disminuyen a frecuencias superiores. La mayor parte de la energia reside en
las componentes que ocupan un cierto intervalo de frecuencia de manera
Que para propésitos pricticos, se puede considerar la sefial como limitada en
banda. El error que procede de no tomar en cuenta las componentes de alta
frecuencia es despreciable.

* Esto se deduce del criterio de Paley-Wiener que se estudié en el capitulo 2 (sec-
cién 2.5). Si F(w) es limitada en banda [Flw)y =0, para Jef Wy, ], entonces Fw) no
cumple con ese «criterio y, por lo tanto, su transformada inversa f{t) existe para todos
los valores negativos del tiempo. Reciprocamente, tenemos que una sefial que existe
Gnicamente en un intervalo finito del tiempo, no puede ser limitada en banda,
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El teorema de muestreo es un mo:oﬂzo importante, pues nos wwmnﬁw%
reemplazar una sefial continua limitada en banda por una mmﬂcmzwozao
creta de sus muestras sin perder informacion &mc:m..woq tanto, e moo s
de informacion de la sefial equivale a &oamiom\&moaﬁom.a.m in %nﬂw_ oRW
Ya que el principio de muestreo especifica w_ ndmero BE_ES _Mm::m o
discretos necesarios para reproducir una sefial .E.UE:EP el pro a
transmitir dicha sefial se reduce al de la transmision de un nimero E_ao
de valores. Esa informacion discreta se puede transmitir mediante un grupo de
pulsos cuyas amplitudes varian de acuerdo con los valores de _mm :Emm.:wa
(modulacién en amplitud de pulsos). Otras mom:mm de EomEmBo: m_o:. a
modulacién en posicién de pulsos y la an:_wm_o: en duracion de pulsos en
donde la variacion de la posicidn y de ac_,mo_oﬁam los pulsos €s en propor-
cién a los valores de las muestras, o la anEmEmE en wz_m.om. codificados (en
donde se represenia el valor de las muestras mediante un cddigo formado por
un grup~ de pulsos).

Teorema de muestreo {dominio de la frecuencia)

El teorema de muestreo en ¢l dominio del tiempo mwnw su ac&.mz el
dominio de la frecuencia cuyo enunciado es: Una wmma limitada en tiempo
que es cerc en || > T queda determinada en forma inica por las muestras de
su espectro de frecuencias en intervalos uniformes menores de 1/27 Hz (o n/T
radianes por segundo). . N .

La demostracion de este teorema es parecida a la del dominio a&. tiempo
si se invierten los papeles que desempefian f{r) y F(w). Esto se deja como
ejercicio para el lector.

fee]

Flo)= > F 3|M mﬁe%isi (1.141)

N=—00

PROBLEMAS

1. Demostrar que, en el intervalo (0, 2m), la funcion rectangular de la mmm_..wmwmm
es ortogonal a las sefiales cos f, cos 27, ..., cos nf para todos Hoﬂﬁmoﬁm mwwmu%:n_m oom
es decir, que la funcién tiene una componente de valor cero de la forma

10). )
" AM.QWWEOAWEE. que, si las sefiales f1(f) y fa(2) 2.5 ortogonales EM_ m_H W:MHMWW“MM
t7) entonces la energia de la sefial f;{t) +.®8 es igual a la mE:M mﬂm mooEo.m
f1(ty ¥ f2(¢). La energia de la sefial f{) en ¢l intervalo (¢;, £3) se de ;

H
energia H% u.w.mS dt
3}

i fiales ortogonales entre si.
éindase este resultade al caso de n sefial ) .
m.x:w: Nos podemos aproximar a la funcion rectangular f(f) de la figura 1.3 mediante

la sefial (4/1) sen f. Muéstrese que la funcién de error

4
£ty = ft) — = sen ¢

kg
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es ortogonal a Ia funcién sen f en ef intervalo (0, 2m),
cualitativamente la razén de esto? ). Demuéstrese que la ener
las energias de f (1) v de (4/m) sen 1.

4. Hacer una aproximacién a la funcién rectangular de la figura 1.3 mediante
polinomios de Legendre por los primeros dos términos diferentes de cero. Encontrar el
error cuadritico medio de la aproximacién cuando sob tiene ) el primer término v
by el primero y segundo términos. ;Qué se puede concluir de Ja comparacién entre
esta aproximacién y la que se obtiene mediante términos sinusojdales {en la ecua-
cién 1.38)?

5. Demostrar que, si Fi{0y ¥ fo() son funciones complejas de la variable real ¢,

entonces la componente de f2(t) contenida en f1t)y en el intervalo (f3, tp) estd dada
por

(Puede el lector indicar
gla de f(r) es la suma de

s 0 dt
{1

£y

LOf* () dt

QE -

31

Como siempre, 1a componente se define para reducir al minimo la magnitud del error

cuadritico medio. Demuéstrese que las sefiales —‘DS\QS?S_ ¥ f2(f) son mutua-
mente ortogonales.

6. Encontrar la componente de la forma de onda sen twyr en el intervalo -7
pata todos los valores reales de (; y Gh Wy # ). ;Cémo varia esta components en
funcién de 7?7 Demuéstrese que cuando T tiende 2 infinito, la componente desaparece,

Y que este resultado es vilido con cualquier par de las funciones sen Wi, sen Wy,
COs (1, cos Lnt

7. Las dos funciones periddicas F1U) ¥y f2(0) con componentes de corriente directa
de valor cero, tienen formas de onda arbitrarias con periodos T y /\mlu.. respectiva-
mente. Demuéstrese que la componente en fi{#), de la forma de onda Falt), es cero en
el intervalo (- eo<(t<oo). Demuéstrese que este resultado es vilido con cualesquiera
dos funciones periddicas, si la razén de sus pericdos es un nimero irracional y siempre

Y cuande £1() o f2() o ambas, tengan valores promedio de valor cero {componentes
de corriente directa),

8. Determinar si las funciones siguientes son o no son peritdicas. En el

funciones periédicas, encontrar el periodo.

@) a sen t +pb sen 2t

by a sen 5¢+ b cos 8¢

c) @ sen 2t +b cos 7t

d) a cos 2t +b sen 7t +¢ sen 13z

e) a cos t+b sen /\NIH

Y asen Gy +b cos (16t/15) +¢ sen t/29)

Z) (a sen 13

h) (@ sen 2t +b sen 5r)?

<aso de las

9. Representar las funciones el v 2 en el intervalo {0 <t <1) mediante las series
trigonométrica y exponencial de Fourier,
10. Representar cada una de las cuatro funciones de la figura P-1.10 mediante una se-
trigonométrica de Fourier en el intervalo (-7, m). A continuaciéon, buscar una
aproximacion a estas funciones mediante témminos finitos de la serie de Fourier. Deter-
Minese, en cada caso, el nimero de téminos que debe tomarse para reducir el error

Cuadratico medio, entre Ia funcién real ¥ la aproximada, a menos del 1 % de la energia
total de f(r).

Tie
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Figura P-1.10

11. La obtencién de los coeficientes en la serie de Fourier se simplifica si una
funcién peribdica satisface ciertas condiciones de simetria. Demuéstrese la validez de las

proposiciones siguientes: . o
a) Si fity =f(—1 (simetria par), entonces todos los términos seno de la serie trigono-

métrica de Fourier son cero. o .
b)Y Si fit) = —ft—1) (simetria impar), entonces todos los términos coseno de la serie

trigonométrica son cero. o
€} 5t f(t)=—f(t £ T/2) (simetria de rotacidn), entonces todas las armonicas pares

valen cero. . .
Ademas demuéstrese en cada caso, que se pueden determinar los coeficientes de

Fourier al integrar la sefial periddica en sélo medio ciclo.
12. Se forma una funcién periddica al eliminar alternatvamente un ciclo de la

forma de onda senocidal, como se muestra en la figura P-1.12, o
a) Encontrar la serie de Fourier (trigonomdtrica o exponencial) por determinacion

directa de los coeficientes.

#t)

N N D
.iqlmu —4r <amq i <ma 4T <ma t

Figura P-1.12
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b) Si la forma de onda f(#) se desplazz 7 segundos a la izquierda, la nueva forma
de onda f{t +m) serd funcion impar det tiempo cuya transformada de Fourier contiene
solamente términos seno.

Encontrar la serie de Fourier de f{r + ) y, a partir de esta serie, determinar la serie
correspondiente a f(r).

) Repitase b) con una traslacién de f(t) 7 segundos hacia la derecha.

13. Se forma una funcién periddica f{z) al invertir alternativamente los ciclos de
una onda seno como nos muestra la figura P-1.13

big7]

W VLW

—-A
|
Figura P-1.13

a) Encontrar la serie de Fourier por evaluacion directa de los coeficientes,

b) Si desplazamos 7/2 segundos hacia la derecha esta forma de onda f(?) obtendre-
mos una nueva forma de onda f(r — 7/2), que resulta ser una funcidn par del tiempo
cuya serie de Fourier contiene solo términos coseno. Determinar la serie de Fourier de
f(r — 72) y, a partir de esta serie, encontrar la serie de fie.

¢) La forma de ondz f(z +7/2) es funcién impar del tiempo. Determinar la serie de
Fourier de f(r +m/2) y, a partir de esta serie, encontrar la serie de fl.

d) También se puede expresar esta forma de onda en términos de la forma de onda
encontrada en el problema 12 (figura P-1.12). Determinese la serie de Fourier de f(t)
mediante los resultados del problema 12.

14. Desarroliar cada una de las funciones f(1) que se muestran en la figura P-1.14
como serie trigonométrica de Fourier, con los siguientes términos.

£t)

Coseno Sene

ISE
Bl
iz

f > t —— ! .

mg E_ £)

Figura P-1.14

@) Los trminos seno y coseno de frecuencias w=4, § 12, 16, ...
constante.

b) Solamente los términos seno de frecuencias w = 2,6, 10, 14, ., | etc.

¢} Una constante y solamente los términos coseno de frecuencias w=28§/3, 16/3, 8,
32/3,.. ., ete]

, et ¥ una
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d) Una constante y sclamente los términos coseno de frecuencias w=2, 4, 6,

8,..., etc.

’ e} Los términos senc y coseno de frecuencias w=1, 2, 3, 4,..., etc,, y una
constante, .

1} Solamente los términos seno de frecuencias w=1, 3,5, 7,..., etc.

Si se desea aproximar a f(f) con un nimero finito de términos en estas series, ;cudl
de las representaciones anteriores conviene emplear? Expliquelo en forma cualitativa y

cuantitativa, o
15. Encontrar la serie de Fourier de cada una de las formas de onda periddica de la

figura P-1.15; dibujar el espectro de frecuencia.

e Onda senoidal rectificada

NN NN AN NS

-2 - T 2T

a)

VaWAV A UAUAW
5)
ft)

A 1 A
K_—\ L_\w_—\lm -1 \H P w_\a _\h|w.

c

B

d}

iz} A cos 200wt
P
e

Figura P-1.15
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16. Demostrar que siempre se puede expresar una funcion f{#) como suma de una
funcién par f(t) y una funcién impar f()

f0) =140 - £,(8)

Encuéntrense los componentes par e impar de las funciones u(t), e=atu(r) y &,
(Sugerencia:

J@) = 3 + F(—01 + Hf#) — f(—0).)

17. Demostrar que, ¢n una funcion periddica par, los coeficientes de la serie expo-
nencial de Fourier son reales; y que en una funcién periddica impar, los coeficientes
son imaginarios.

18. La serie de Fourier de una funcién periddica continua estd dada por

s = 3 B oo

n=—uw

Demostrar que la funcién dffdt tambign es periddica con el mismo periodo, ¥ que se
le puede expresar como

df -
LS (s

R=—0l

Demostrar que, si la funcién ft) tiene valor promedio de cero (es decir, Fy=0),
entonces su integral también es funcién periddica, que se puede expresar mediante Ia

serie
o F
Hdt = T pdnwgt
.‘ ft) > e

R=—u0

19. Encontrar la serie exponencial de Fourier de la funcién periddica gue se ve en
la figura P-1.19. ;Cémo varfan los coeficientes £y en funcién de n? ;Pueden expli-
carse, cualitativamente, los resultados empleando los del problema 187

a}

-7 =5 =3 =1 ! 3 5 7

b)
Figura P-1.§9
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20. La funcién periddica f{r) estd constituida por componentes de solo las primeras
n armébnicas, siendo cero todos los coeficientes de las arménicas superiores. Esas sefiales
se llaman sefiales limitadas en banda. Demostrar que una sefial de ésas queda especifi-
cada en forma unica mediante sus valores en cualesquiera (2n + 1) instantes de un

periodo.
21. Comprobar que la transformada de Fourier de f{f) también se puede expresar

FIfit)] = Flw) H%abe cos ot l.w.,‘,sia sen (o df

Comprobar también que, si f(f) es funcion par de f, entonces

Flw) = m%&%s cos et df
0

y si f(t) es funcién impar de ¢, entonces

Flw) = lw.w.,‘”,sbs sen oof di

Por lo tanto, comprobar que si f(f) es: Entonces F(Ww) es:
funcidén real y par de ¢ funcion real y par de w
real e impar imaginaria e impar
imaginaria y par imaginaria y par
compleja y par compleja y par
compleja e impar compleja e impar
22. Se puede expresar la funcién f{f) como suma de una funcidn par v una funcién
impar (véase el problema 16):

fit) = £.8) + 1.(8)

en donde f,(f) es funcidn par de £ y f,{f) es funcidén impar de 2.

@) Demostrar que, si F(w) es la transformada de Fourier de la sefial real f{f),
entonces Re[F(eo)] es la transformada de Fourier de fo(¢) y j Im[F(w)] es la transfor-
mada de Fourier de f,(£).

b) Demostrar que, si f() es complejo

fiey = f48) + 3f)

y si F{w) es la transformada de Fourer de f{#), entonces

FLLO] = [ F(w) + F¥ (—ow)j
FL1[:(0)] = H{ F{ow) — F* (—w)]
Sugerencia: .\.*3 H.ﬁtv l.&_ms
¥

Ff* )] = F*(—0)

23, Determinar las transformadas de Fourier de las funciones f(f) indicadas en la
figura P-1.23
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4 f(ti
R 1 [
-2 -1 1 2
< s < N
a} b)
¢
4 f(t) ft)
Acost A
ks ™ _ 1
7 z -2 2
t—> t-——
-Al-
c d)
fit) fie) 2 ciclos
A idénticos
a 1™ 2
? |
2 3
! 1 2 3 ;
a) f)
Figura P-1.23

24. Deducir las ecuaciones 1.100z y 1.100b a partir del teorema de la modulacion
¥ la ecuacidn 1.96

25, Por medio de la propiedad de muestreo de la funcion impulso, determinar las
sigulentes integrales:

‘ S(t — 2) sen ¢ dt

‘Aa At + 3je~tdt

vt

. AL — (| 4) de

—ug

26. Determinar las funciones f(f)} cuyas transtormadas de Fourier se ilustran en la
figura P-1.26
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f1¢2] fit) Flw)
A A
4
k4 _ T \
4 L i 4 t— o
ol h} c dg s \
@ al Figura P-1.27 b}
; f(2)
Lineal cos 20+
1 .2 A 5
| |
_ 1 2
« Mi - — —
i} = x
ft) F(t}
A A
-10-8 -6 _ 6 8 10 ~10-8 -6 ﬁ 6§ 8 10
f— { ——
k} 1
f(t)
A
_ | _ _ | _
~10=-8 —6 _ & 8 10
t-—s
m}
Figura P-1.23 (continuacion) i) = .,%“ cos 201 (¥ < va
0 para cualquier
|# ()| f(w) k) otro valor de t.
fe) A cos 200 ¢
w—
- wiy
a)
#{w)
| /2 (0 ——
_ =)
“wo
—-ie
i)}
Figura P-1.26 d)

Figura P-1.28
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27. Encontrar la funcién fi{f) cuyas transformadas de Fourier se muestran en la
figura P-1.27. (Sugerencia: Emplear €] teorema de la modulacién.)

28. Determinar la transformada de Fourier de las funciones de la figura P-F.28, por
medio del teorema de la modulacion. Dibljese el espectro de frecuencia en cada casa.

29, Si

flB)em Flo)
determinar las transformadas de:

(a) 1f(21)

b) (¢ — )

() (¢~ 2)f(—20)
d

@ e

(&) f(1 — 1)

() (1 — 81 —1)

30. Encontrar las transformadas de las funciones f(#) de la figura P-1.23 por medio
de la propiedad de diferenciacién en la frecuencia, la propiedad de desplazamiento en
el tiempo v la tabla 1.1B,

31. Encontrar la transformada de Fourier de f(t) de la figura P-123 &, I, v m
empleando el dual del teorema de la modulacion (ecuacion 1.118).

32. Determinar la transformada de Fourier de la funcién representada en la figu-
ra P-1.32 mediante:

a) Integracidn directa.
&) Sdlo la propiedad de integracién en ¢l tiempo y la tabla de transformadas 1.1B.

t—

Figura P-1,32

¢} Sélo la propiedad de diferenciacién en el tiempo, la propiedad de desplazamiento
en el tiempo y la tabla de transformadas 1.1B.
d) 80lo la propiedad de desplazamiento en el tiempo, y la tabla de transformadas 1.1B.

de transformadas 1.1B.
33. El momento n-simo m, de la funcidn fir) estd definido como

m, = % ) trf(t) di

Apliquese el teorema de diferenciacién en la frecuencia para demostrar que
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. arF(0)
3,_.\3 - Auu &83
Por medic de este resultado, demostrar que el desarrollo de F(¢w) en serie de Taylor
tiene la expresidn siguiente:

_ . Maw?  imaw®  m,el
Flw) =my — jmyw — 5 + 30 + 4 4o

&« n
M -
= —J) Mon —
n!

w=0

Determinar los diferentes momentos de una funcidn pulso rectangular y, a partir de
la ecuacion anterior, encontrar su transformada de Fourier.
34. Demostrar que, si

fitye F(w)

entonces
el

[Fla)l < | Ifinlde

1 [ |df
\P(o)] < _Igﬁa_.m i

1= laef
_m.?cv_ﬂfmcw. b dt

Estas desigualdades determinan fos limites superiores de |F(w)|
35, Determinar las siguientes integrales de convolucién:

(@) w(t) = w(t)
{B) wit) » etult)
(€) e~fu(t) * e 2tuft)
() w(t) * tu(t)
(e) etu(t) = tu(t)
(f) e u(t) x et
Verificar los resultados de los incisos de a) a f) mediante las transformadas de Fourier,

36. Demostrar que, si f{f) es una sefial continua limitada en banda a w, radianes
per segundo, entonces

m

k
- [f2) * Sa(ke)] = f(t) para k> o
Por o tanto, demostrar que R

eﬂu
— [Sa{w,t) » Sa(w, )] = Salw,t) Para @, >

.
37, Determinar la transformada inversa de Fourier de Se2(Wr) empleando el teorema
de convelucién en el tiempo. Determinar grificamente ia integral de convolucién
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38. Determinar la rapidez minima de muestreo y el intervalo de Nyguist de las
siguientes sefiales:

(@) Sa(100¢)
{8} Sa?(100f)

{e) Sa(l00t) + Sa(50¢)

(d) Sa(100t) + Sa?(60t)

39. Determinar fy # f, ¥ fa * f] para las funciones ilustradas en la figura P-1.39.

0 fal®)
B
A
1 2
t—> t—>
a)
fit)
4 RN, E
-1 1 ;
t—> b) —
flt) falt)
Al —14
1 2 —-% -1
t—— L J——
¢}
1t falt)
Al — 4
% % -1 -%
E— _.. t—
d

Figura P-1.39
40. Demostrar que se puede expresar una funcién causal f{t) (cuyo valor es cero en
: < 0) como suma continua de funciones rampa unitaria:

2
it = Q“M.MI,W t — ) dr
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(Sugerencia: Apliquese el teorema de la convelucidn.)
41. Determinar

h(t) = fi(8),  h(t) « fu(t) Y B(E) x foft)

segin la figura P-1.41

h(t) hHhty

A
0 10 20 30 5
=
=9
a) b)
falt) fa(t)
Al Al
10 20
f— t—
¢} d)

Figura P-1.41
42. El teorema de la integracién en el tiempo (ecuacién 1.119b) sdlo es valido si

“ o di — o

—0

Demuéstrese que si esta condicién no se satisface, entonces
¢ 1

,‘. f(7) dreos nF(w) 8(w) + — F(w)
—0 Jw

t
ﬁ,w:,ﬁwwm:ia.. Expresar SATXT como convolucion de fityy :S._

—_
43. Sea F(w) la transformada de Fourier de la funcion f(z).
@} Demostrar que la transformada de Fourier de la funcién periddica Fr(t), formada
por la repeticién de f(¢) cada T segundos, como se ve en la figura 1.15, estd dada por

2 2ar
S mm F(w)d, (o) g = T

T

[Sugerencia: Desarréllese Jrit) en serie de Fourer v obsérvese que el n-ésimo coeficien-
te F,, de esta serie es C\%AEW_EHESW © también se puede expresar fH) como
convolucién de f(£) y Sp(2).]
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b) Dibdjese la transformada de Fourier de la funcién pulso rectangular G {7} en
7 =120, Empleando el resultado de a), tricese la transformada de Fourier de la
funcién pulso rectangular periddica que se repite cada 1/4 segundo.

Compérense estos resultados con los del ejemplo 1.7 del texto.

44, Sea F{e) la transformada de Fourier de la funcién f{r} de la figura 1.14.
Formar una nueva funcién como lo indica la figura 1.15, con solo » pulsos a inter-
valos de T segundos. La nueva funcién f,(t) que resulta existe en el intervalo
(—nT2<r<nT/2) y vale cero fuera de él. Demostrar que

sen (nw'/2)
sen (wT/2)

[a) > Flw)

Bosquejar la funcion [sen (1wT/2)}/[sen (wT/2)] para n =15. Demostrar que, cuando
i —o0, la funcién tiende a una secuencia de funciones impulso; es decir,

. sen (noT'f2)
1 L=
o sen (wT)2) Do, ()

en donde

Wy =

2n
T

Sugerencia; Use

ﬁ;
. Sizaw
Mm;ah|: 3Hw§+H
sen (z/2)
k=—m

45. Se tiene una funcién h{r) que vale cero para todo t<_0 (esa funcién se conoce
como funcién causal). Sea H(w) la transformada de Fourier de A(). Demuériiese que
si R(w) v X(w), son respectivamente, las partes real e imaginaria de H{w), ¥ si A(?) no
contiene una funcién impulso en ¢l origen, entonces

1 f= X
R(w) = - elm:@ dy
v x

TJ)w®— Y

Este pat de ecuaciones define la transformada de Hilbert. Modifiquese el resultado al
suponer k() funcién negativa del tiempo, es decir, A() =0, para todo t 2> 0. [Sugerencia:
Expresar h(f) en témminos de componentes par e impar wu@ y hi{t) (ver proble-

ma 16)].
Se deduce de los resultados del problema 22a que

h{t)— E(w) y Bty X (w)
Obsérvese también que para una funcién causal £(f)

k(1) = h,ft) sgn ¢

h(t) = h(t) sgn ¢
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A mO::E..&nch se aplica el resultade de la ecuac
lucion.
46. Demostrar que

ion 1.95 v el tecrema de convo-

dra() -
i > (Jjow)
s 2pn 70
dw?®



CAPITULO

Transmision de sefiales y
espectros de densidad
de potencia

2.1 TRANSMISION DE SENALES A TRAVES
DE SISTEMAS LINEALES

Los sistemnas lineales estin caracterizados por el principio de superpo-
sicién. Esto implica que si r,(¢) es la respuesta a la funcion de excitacion
fi(f) vy ry(t) la respuesta a la funcién de excitacion f;(f), entonces la
respuesta a la funcion de excitacion f1(f) + fo(#) serd ri(f) + ra(#). Este es
el postulado del principio de superposicién. En general, la respuesta de un
sistema lineal a la funcién de excitacién of, (£)+ ff2(f) estd dada por
ar(t) + Bry(#), siendo o y § constantes arbitrarias.

Para determinar la respuesta de un sistema lineal a una funcidén de exci-
tacion dada, se puede emplear el principio de superposicion. Se puede ex-
presar una funcion de excitacion como suma de funciones mis simples, para
las cuales se calcula ficilmente la respuesta del sistema. En el capitulo 1, se
ha visto que se puede expresar una funcién arbitraria de excitacion f{z)
como suma (continua) de exponenciales por medio de la transformada de
Fourier. Podemos utilizar eso para obtener la respuesta de un sistema con
los métodos de Fourier (o Laplace). Sin embargo. aqui estudiaremos otras
clases de funciones elementales, como la funcién impulso. En primer lugar,
expresaremos una sefial f{f¥) como suma continua de funciones impulso. Por la
propiedad de muestreo de la funcién impulso (o por la ecuacién 1.131),
obtenemos:

70 = 1@ o0 = fo) o =7y ar 1)

Podemos considerar esa ecuacién como representacion de f{r) en términos
de componentes impulso. El segundo miembro representa una suma continua
(integral) de funciones impulso. Para aclarar esto, expresaremos dicha suma
como forma limite de la suma discreta. La ecuacidon 2.1 puede expresarse
como:

117
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(f(r) Ar] 8t — ) (2.2)

Ar—o 0

Aqui, ff) queda expresada como una suma de impulsos; un impulso carac-
L

isti izado en t =7 tiene intensidad fr)A 7.
ﬁawmmawﬁmwwoww __m respuesta del sistema a un w:wﬂmo :E:EM 8(r), m:ﬁo__gwmwm_w
respuesta del sistema a [Ar) Ar] mﬁ.w \.u..v serd .AC AT h(t - ﬂ%. NQ:E.:OM
puesta total r(#) a la funcion de oxﬂ.ﬂmo_o: D mmﬁ.mmm amam.@g si
en cuenta el principio de superposicién en la ecuacion 2.2):

#(#) — lim MQ?EL% — 7

Ar=0

m%ab%a —7)dr 2.3)
= () % ho) (2:4)

Por medio del teorema de la convolucidn en el tiempo, se obtiene:
R(w) = Flw)H{w) (2.5a)

d
o donde r(f) & B{w), ft)y e Flw) y  hit) e H(w)

H(w) se canoce como la funcion de transferencia del sistemat. w
Si la sefial f(r) empieza en f=10y &8 cero en quw a:ﬂmzomm se _.wgmw
reemplazar el limite inferior de la Eﬁmmﬁ.% la ecuacion 2. - por omm&.o&.
ademds, A(1)=0 en <0 (lo cual se verifica en cualquier Eﬁoam_ e mm
entonces A(t — r)=0 cuando 7 >¢ Por _o tanto, woamBoM reemp .mﬂmamm
l{imite superior de la integral de la ecuacion 2.3 por £ Asi, para si

fisicos y cuando f(r)=0 en £<0.
7(t} Hﬁx (T)h(t — 7)d7 (2.5b)
0

Obsérvese que la ecuacion 2.3 es una forma general, mientras que la mocm_-
cion 2.5b es el caso especial en que tanto f{z) como h(ry son cero en << 0.

nvariante ¢n el tiempo.

i implici i ¢ lineal e i
* Aqui se supone implicitamente que el sisterma es gy

. . -, ia
En esos sistemas, los pardmetros no cambian con el :n:\_nc.m En ncwvocrzmmm_rvﬁlj.
respuesta del sistema a &4ty es h(f), cntonces _m. Hmww:nwﬂm.mc_ MTMUQ mswanov =,
i : siste lineales (sistemnas lineales variables e
Existe una clase de sisternas : zbles i el BemPS  westa @
i sus parametros pueden cambiar con el P >
e e O o ¢ — T). §i la respuesta de un sistema linea! a la funcidn de

§(¢ — 7) no es necesariamente A( e

excitacion 6(f — 7) es At — T), para iodoy los valores de T, entonce

. .. .. ,. o. :.E«
sjstema es invariante en cl tiemp . J
H % Se puede demostrur gque Ja respoosta el sistema @ una D:F_os.n_w_h.owwﬂwo_womumim

H.:Evmh_.ﬁﬂ Qi se quiere tener mis informacion vease B.P. Lathi, Hig , Sy 8
es .S ose

and Comtraunicatron, Johm Wiley and boms, New York, 1965.
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2.2 CARACTERISTICAS DE FILTRO DE LOS SISTEMAS
LINEALES

En un sistema dade, una sefial f{r) de entrada produce una sefial de
respuesta r(7) de manera caracterfstica del sistema. La funcién de densidad
espectral de la sefial de entrada es F{cs) mientras que la funcién de densi-
dad espectral de la respuesta es F(w)H(w). Por lo tanto, el sistema modifica la
funciéon de densidad espectral de la sefial de entrada. Es evidente que el
sistema actila como una especie de filtro de las diferentes componentes de
frecuencia. La intensidad de algunas componentes aumenta, la de otras se
atenlia y otras mds pueden quedar iguales. De manera semejante, cada com-
ponente sufre un cambio de fase diferente en el proceso de transmision. Por
lo tanto, el sistema modifica la funcién de densidad espectral de acuerdo
con sus caracteristicas de filtro. Esta modificacion depende de la funcion de
transferencia H(w), que representa la respuesta del sistema a las diferentes
componentes de frecuencia. Asi, H(w) actiia como una funcién de ponde-
racion segiin las diferentes frecuencias. La respuesta resultante tiene densidad
espectral F(w)H(w) (figura 2.1). La sefial de entrada tiene densidad espec-
tral f{w) y la funcién de transferencia estd dada por H(w). La densidad
espectral de la respuesta evidentemente es F{w)H(w).

r(t)
F(w)H{w)

Figura 2.1

Considérese el circuito R-C de la figura 2.2a. En las terminales de en-
trada a¢’ de este circuito, se aplica un pulso rectangular como el de la
figura 2.2c. La respuesta del circuito es el voltaje vo(t) que aparece en las
terminales de salida. La funcién de densidad espectral de la sefial de entrada
{pulso rectangular) estd representada en la figura 2.2d. La funcién de trans-
ferencia H(w) del circuito, que relaciona el voltaje de salida con el de
entrada, es obviamente 1/(jeo + 1). Por lo tanto, H{cw) = /{w + 1).

En la figura 2.2b se muestra la grifica de la magnitud |H{w)l correspon-
diente a las caracteristicas de fittro del circuito. Por el momento, haremos
caso omiso de las caracteristicas de fase. Obsérvese que este circuito atenua
les frecuencias altas y permite que las bajas pasen con atenuacién rela-
tivamente pequefia. Asi, este circuito es la forma més stmple de un filtro de
paso bajo. Las componentes de frecuencia alta del espectro de entrada ex-
perimentan una atenuacion severa si las comparamos con las de frecuencia
baja. La funcion de densidad espectral de la respuesta es el producto
Flw)H(w). En la figura 2.2f se ve la magnitud [F{w)H(w)| de esta funcién.
La comparacion entre las figuras 2.24 v 2.2f muestra claramente la atenua-
cién causada por el circuito a las frecuencias altas. La funcién de respuesta
vo(t) (figura 2.2e) es obviamente una réplica distorsionada de la sefial de
entrada, debido a que el circuito no permite ¢l mismo acceso a la transmi-
sion de todas las componentes de frecuencia de la sefial de entrada. En
particular, las*componentes de frecuencia alta resultan muy afectadas. Esto

]
”
¢
.
f

—eirird -
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Figura 2.2

se manifiesta en las caracteristicas de elevacién y caida del voltaje de res
puesta. La sefial de entrada sube abruptamente en ¢=0, La elevacion si-
bita, que significa un cambio rdpido, implica componentes de frecuencia
muy alta. Ya que el circuito no permite el paso a las componentes de
frecuencia alta, el voltaje de salida no puede cambiar con esa rapidez, por
lo que sube y baja menos abruptamente en comparacion con la sefial de
entrada.

2.3 TRANSMISION SIN DISTORSION

El eswudio anterior nos sugiere inmediatamente los requisitos con que un
sistema debe cumplir para transmitir sin distorsién una sefial. Un sistema
debe atenuar igualmente todas las componentes de frecuencia, es decirt,
H{w) deberi tener una magnitud constante para todas las frecuencias. Esa
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condicion no es suficiente para garantizar la transmisidn sin distorsion; el
cambio de fase de cada componente también debe satisfacer ciertas rela-
ciones y, hasta el momento, no hemos tomado en cuenta su efecto. Es
posible imaginar que, aun cuando todas las componentes de una sefial se
atenuaran en la misma medida, no se obtendria la misma sefial si, en el
proceso de transmision, las componentes han adquirido defasamientos dife-
rentes. Investigaremos la condicién de los cambios relatives de fase de las
diferentes componentes, de una transmisién sin distorsion.

En una transmisién sin distorsién es necesario que la respuesta sea una
réplica exacta de la sefial de entrada. Por supuesto, la réplica puede tener
magnitud diferente; lo que importa es la forma de la onda y no su mag-
nitud relativa. En general, puede haber algiin retraso de tiempo asociado con esta
réplica. Por lo tanto, podemos decir que se transmite sin distorsién una
sefial flr) si la respuesta es kf{t— #). Es evidente que la respuesta es la
réplica exacta de la entrada con una magnitud de X veces la sefial original y
un retraso de #, segundos.

Asi, si f{t) es la sefial de entrada, necesitamos que la respuesta (1) sea,
en una transmision sin distorsion,

r{t) = kf (t — t,)
Por la propiedad de desplazamiento en el tiempo (ecuacién 1.117) tenemos
Rlw) = EF(w)e @b
De la ecuacién 2.5a tenemos
R(w) = F(w)H(w) = kF(w)e
Entonces, en un sistema sin distorsién
H{w) = ke~'o% (2.6)

Por lo tanto, para lograr una transmision sin distorsion a través de un
sistema, la funcion de transferencia del sistema debe ser de la forma ex-
presada por la ecuacion 2.6 (figura 2.3a). Es evidente que |H(w)l, 1a mag-
nitud de la funcién de transferencia, es k, que es constante para todas las
frecuencias. Por otra parte, el defasamiento es proporcional a la frecuencia,

es decir,

Hw) = —wly (2.7

La razén de esto es obvia: si dos componentes de frecuencias diferentes se
defasan el mismo intervalo de tiempo, los cambios de fase correspondientes
son proporcionales a la frecuencia. Por ejemplo, si una sefial cos wr se
defasa 7y segundos, la sefial resultante puede expresarse como

cos w(t — 1) = cos {wt — wiy)

Es evidente que el cambio de fase de la nueva sefial es — wtq, proporcional
a la frecuencia w.
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Figura 2.3 a) Caracteristicas de magnitud y fase de un sistema de transmisién sin

distorsidn.

En un sentido estricto, la ecuacidn 2.7 deberia ser:
#Hw) = nr — wt, (n entero positivo o negativo) {2.8)

ya que la adicion de la fase nm radianes no puede tener méis efecto que
cambiar el signo de la sefial. Por lo tanto, la funcién de fase de un sistema
sin distorsion debe ser de la forma mostrada en la ecuacion 2.8 (figura 2.3a).

Ancho de banda de un sistema

En general, la constancia de la magnitud [H(w)l de un sistema queda
especificada por su ancho de banda. Se define arbitrariamente el ancho de banda
del sistema como el intervalo de frecuencia en el cual la magnitud [F{w)| es
mayor que 1{y/2 multiplicado (dentro de 3 db) por su valor en la mitad del
intervalo. El ancho de banda de un sistema, cuya grafica |H(cw) se ilustra
en la figura 2.3b, es w; — ;.

Para que una transmision no tenga distorsidn, necesitamos obviamente
que el ancho de banda del sistema sea infinito. Debido a las limitaciones
fisicas, es imposible realizar tal sistema. En realidad, se puede obtener una
transmision satisfactoria sin distorsion mediante sistemas con anchos de ban-
da muy grandes, pero finitos. El contenido de energia de cualquier sefial
fisica decrece con la frecuencia. Por lo tanto, s6lo es necesario construir un
sistema que transmita las componentes de frecuencia que contengan la mg.
yor parte de la energia de la sefial. La atenuacidon de componentes de
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frecuencia extremadamente alta tenderia a causar una distorsibn muy pe-
quefia, pues esas componentes contienen muy poca energia.

24 FILTROS IDEALES

Un filtro ideal de paso bajo transmite, sin distorsion alguna, todas las
sefiales de frecuencias menores que una determinada frecuencia de W ra-
dianes por segundo. Las sefiales de frecuencia superior a W se atenfan
completamente (figura 2.4a). Por consiguiente, la respuesta en frecuencia
(caracteristica de magnitud) de ese filtro es una funcidén pulso rectangular
Gy (). La funcién de fase correspondiente a la transmision sin distorsion
es —wlo; entonces la funcidn de transferencia de ese filtro es

H{w) = [H{w)|

= Gyp{w)e

[ H(w)] k(Y

\f........eﬂ.... ﬂ o | t—=
W

a) bh)

Figura 2.4 Caracteristicas de un filtro ideal de paso bajo y su respuesta al impulso.

Hlw) = —wity

Se puede encontrar la respuesta A7) al impulso unitario de este riltro si se
calcula la transformada inversa de H{(w)

bty == F [ H(w)]

= F Gy (w)e "]

Al usar el par 12 de la tabla 1.18 y la propiedad de desplazamiento en el
tiempo, obtenemos
W
Aty = — Sa| Wt — £)]
T

7

La figura 2.4b nos ensefia que la respuesta al impulso existe en los valores
negativos de ¢ En vista de que se aplicd la funcidén de excitacion {impulso
unitario) en ¢ =0, el resultado anterior parece extrafio, es decir, se produce
la respuesta antes de que se aplique la funcion de excitacion; el sistema
parece anticiparse a la funcién de excitacion, Pricticamente es imposible
construir un sistema con esa propiedad. Por lo tanto, se debe concluir que,
aun cuando seria muy conveniente tener un filtro ideal de paso bajo, no es
fisicamente rkalizable. Se puede demostrar de manera parecida, que tampoco
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Figura 2.6 a) y b) Filtro sencillo y realizable de paso bajo y su funcién de transfe-
rencia, ¢} Respuesta al impulso del filrto de paso bajo mostrado en a,
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son realizables fisicamente otros filtros ideales como los de paso alto y de
paso de banda que vemos en la figura 2.5).

En la prictica, es suficiente tener filtros cuyas caracteristicas se apro-
ximen a las de los filtros ideales. En la figura 2.6a se ilustra un filtro
sencillo de paso bajo. Su funcién de transferencia estd dada por
_ V(YR + jeC)

CjoL 4+ 1J(1}R + juC)
1
"1 — wtLC T jwL/R

Puesto que 1 L
VIO Y

V3
2
2

H{w)

oW i
vV3iw V3
5 Tl T W

La respuesta A(r) al impulso es (par 11, tabla 1.1B)
oW V3
ht) = FUH(w)] = — e W2 gen | —
e 2
En la figura 2.6b, se muestra la magnitud y la fase de la respuesta en
frecuencia H(w) y en la figura 2.6¢c la respuesta h(f). Compérense estas
caracteristicas de magnitud y fase con las del filtro ideal. La respuesta al
impulso es similar a 1a de un filtro ideal con la salvedad que empieza en
t=0
Serfa conveniente encontrar un criterio para distinguir entre las caracte-
risticas fisicamente realizables e irrealizables. Ese es el criterio de Paley-
Wiener, que se estudiard a continuacion.

H(w)

Wt

25 CAUSALIDAD Y POSIBILIDAD
DE REALIZACION FISICA:
CRITERIO DE PALEY-WIENER

En diversas publicaciones se ha definido la posibilidad de realizacién fi-
sica de diferentes maneras. Aqui emplearemos la definicion que hace menos
restricciones y distingue a los sistemas que son fisicamente viables de los
que no lo son. Es intuitivamente evidente que un sistema fisicamente reali-
zable no podri tener una respuesta que se adelante a la aplicacion de la
funcion de excitacion. Esto se conoce como la condicién de causalidad.
Existe otra manera de expresar la misma condicion: la respuesta A(f) a un
impulso unitario de un sistema fisicamente realizable debe ser causal. Se
dice gue una sefial es causal si es cero en #<C0. Asi, la respuesta h(z) al
impulso de un sistema fisicamente realizable debe ser cero en < 0. Este es
el crterio para la posibilidad de realizacién fisica en ¢l dominio del tiempo.
En el dominio*de la frecuencia, el criterio implica que es condicién necesa-
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ria y suficiente para que una funcién de magnitud |H(w)| sea fisicamente
realizable que*®

,_.s E&SA o (2.9)

_e 1+ w?

Sin embargo, la funcién de magnitud {H(w) al cuadrado tiene que ser
integrable para que valga el criterio de Paley-Wiener; es decir,

%8 H(o)2do < o

-0

Si un sistema tiene funcién de magnitua que no cumple con el criterio
de Paley-Wiener (ecuacién 2.9) su respuesta al impulso es no causal, es
decir, existe una respuesta que se adelanta a la aplicacién de la funcién de
excitacion.

Podemos sacar algunas conclusiones significativas del criterio de Paley-
Wiener. Obviamente, la funcion de magnitud |H(w)i puede ser cero en algu-
nas frecuencias discretas, pero no lo puede ser en una banda finita de
frecuencias pues esto implicaria que la integral de la ecuacidon 2.9 fuese
infinita. Es, por lo tanto, evidente que los filtros ideales indicados en las
figuras 2.4 y 2.5 no son fisicamente realizables. De la ecuacion 2.9 se
concluye que la funcién de amplitud no disminuye hacia cero con rapidez
mayor quée la de una funcién de orden exponencial. Asf

H(w)| = kel
es admisible. Pero la tuncién de Gauss
|H{w)| = ke

no es realizable, pues viola la ecuacién 2.9. En resumen, la caracteristica de
magnitud realizable no puede tener una atenuacién total demasiado grande.
Es interesante observar que, aungue las caracteristicas de filtro ideales mos-
tradas en las figuras 2.4 y 2.5 no son realizables, es posible aproximarnos a
ellas tanto como se quiera. Asi, la caracteristica de tiltro de paso bajo que
se ilustra en la figura 2.7 es fisicamente realizable para valores arbitraria-
mente pequefios de €. El lector puede verificar que esta caracteristica cum-
ple con el criterio de Paley-Wiener.

* Raymond E.A.C. Paley and Notrbert Wiener, Fourier Transforms in the Complex
Domain, American Mathematical Society Colloquium Publication 19, New York, 1934.
1 8i la magnitud de la funcidén H(w) satisface el criterio de Paley Wiener (ecua-
cién 2.9), eso no significa que el sistema sea fisicamente realizable. Dicho criterio
inicamente establece gue puede asociarse una funcidon de fase adecuada v() con
F(w), de manera que la funcidon de transferencia resultante sea fisicamente realizable.
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& —

Figura 2.7 Caracteristice de filiro fisicamente realizable,

26 RELACION ENTRE EL ANCHO DE BANDA
Y EL TIEMPO DE SUBIDA

Un cambio pronunciado en la amplitud de una sefial implica variaciones
ripidas de dicha sefial con el tiempo; esto da lugar a componentes de
frecuencia alta. La sefial con cambios relativamente leves contiene sobre
todo frecuencias bajas. Se ha observado (figura 2.2) que, si se transmite una
sefial con una discontinuidad pronunciada por un filtro de paso bajo, la dis-
continuidad desaparece a la salida, es decir el cambio es gradual. Si, a la en-
trada de un filtro ideal de paso bajo, se aplica una funcién escalén unitario
u(t), la salida presentard una elevacion gradual (en lugar de la elevacion
abrupta de la entrada). El tiempo de elevacion a la salida dependera de la fre-
cuencia de corte del filtro. A continuacién, demostraremos que el tiempo de
subida es inversamente proporcional a la frecuencia de corte del filtro, A me-
dida que la frecuencia de corte es mds pequefia, mas gradual se vuelve la su-
bida de la sefial a la salida.

Esto se ve ficilmente al considerar la respuesta del filtro de paso bajo a
la funcion escaldn unitario u(f). Si H(w) es la funcion de transferencia del
filtro ideal de paso bajo, entonces (figura 2.4a)

H(w) = Gyp(w)eioto
Ademis,

) o> 7 8(w) + —
.ue

Si #(z) es la respuesta del filtro de paso bajo a wu(t), entonces,
1 .
R(w) = 78(0) + | Gup(age-son
jo
Notese que A(0) = 1. En consecuencia, §(w)(w) = H(0) 8(w) vy

H .
Bl{w) = = d(w) +Lﬁ Gop{w)e7et

1
. orif) = ..m\.«..lu‘uﬁ 8(w) + — Qﬁlevm!u.sa“_

Jw

. 3 . _ BN} ]

MWL L WS

Lt m
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= W + .wwiﬁ.lw Qﬁisdmi.eﬂ@
— W +- mW.‘.IH Qﬁ%smev efoli=to) 4.,
1 1w gloli—ty
=37 %, %ﬂw de
.Hw n W ,‘é\ cos [w(t — t4)] do + P W osen [w(f — £,)] do
2 27y Jw 27w 1)

Obsérvese que la primera integral desaparece debido a que el integrando

{cos [w(f — to)];
w

es funcidn impar de w. El integrando de la segunda integral es funcion par de
w. Por lo tanto, obtenemos

1
r{f) Hm+ﬂﬂ " dw

1 ,‘,S sen {w(t — t3)]

+ — dx

1 ,‘,ﬂw:\;u sen x
™ Jo

[N

x
1 1 Wity

=—4 - .‘, Sa(z) dx
2 aJo

La integral que aparece en el segundo miembro puede determinarse desarro-
llando la funcién de muestreo en una serie de potencias. Esta integral, que
se encuentra tabulada* tiene el nombre especial de integral seno y se le
denota por Si(x)

Si(z) = % “Sa(r) dr (2.10)

La grifica de la funcion Si(x) estd en la figura 2.8a. Entonces, se puede
expresar la respuesta 7(f) como

1 1
r(f) = 3 + - Si[W{t — t,)]

Las figuras 2.8b y c representan, respectivamente, la funcién escalén unita-
rio u(f) y su respuesta #(¢). La frecuencia de corte del filtro ideal de paso
bajo es W (figura 2.4a)

*E. Jahnke and F. Emde, Tables of Functions, Dover Publications, New York,
1945,
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Figura 2.8

A partir de ia figura 2.8¢c, es evidente i ismni
. 8c, que, a medida que disminuye la
»,.Hmocgo_m de corte W, la salida 7(r) se eleva mas lentamente. Si se %mw_m el
tiempo am subida m« como el tiempo necesario para que la salida varfe del
valor minimo al méximo* (figura 2.8¢), entonces, de la figura 2.8¢

*muaﬁm.s diversas definiciones del tiempo de subida ¢, Algunos autores lo defin
como el cﬁ:wm. necesarlo para que la respuesta aurnente desde su valor cero (el EM_M
cercano &.E\ES._S hasta su \E._o_. méximo. Se puede demostrar que esto es 0.8/B, E
otra definicién, #, es el reciproco de ia pendiente de r{f) en =¢,. En .m caso
5, =0.5/B. En los circuitos electrénicos, el tiempo de subida ¢, se omamn Soome ol
tiempo requerido para gue la salida se eleve desde el 10% al WON.WQ de su om.—ocﬂ.m..o h~
En la mm:.Hm 2.8¢c, esto es aproximadamente 0.44/B. En todas estas %mﬂ&< nom_. e ve
que % es inversamente proporcional a la frecuencia de corte. ones, se ve

"
8
a
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27 1
t, = == (2.11)

T I.Sl\ - B
en donde B es el ancho de banda del filtro en Hz. Asi, vemos que el

tiempo de elevacidon es inversamente proporcional a la frecuencia de corte

(en Hz) del filtro.
A partir de estos resultados, se obtiene facilmente la tespuesta de un

filtro de paso bajo a un pulso rectangular p(?), como el de la figura 2.%9a
p(t) = w(t) — u(t —7)

Obtenemos la respuesta del filtro a este pulso, r,(2), a partir de la ecuacidon
2-10b por medio del principio de superposicion.

1
rolf) = — A8 (W — t)] — Si[W(t —t, — 7}

Esta respuesta se ilustra en la figura 2.9b. La figura 2.9c nos ensefia una
aproximacién razonable a esa respuesta mediante un pulso trapezoidal. Se
puede ver ficilmente que la transmision de un pulso por un filtro de paso
bajo provoca la dispersion del pulso.

2.7 ESPECTRO DE DENSIDAD DE ENERGIA

Un pardmetro Gitil de una sefial f{r) es su energia normalizada. Se define
la energia normalizada E (o simplemente energia) de una sefial f{¢) como la
energfa disipada por un resistor de 1 ohm cuando se le aplica el voltaje f(f)
{o por una corriente f{¢) que pasa por un resistor de 1 ohm). Asi

E=| (2.12)

—

El concepto de energia de sefal sélo tiene significado si la integral de la
ecuacién 2.12 es finita. Las sefiales que la energia E es finita se llaman
sefigles de energia. Con algunas sefiales, como por ejemplo, las sefales peri&-
dicas, la integral (2.12) es cbviamente infinita y el concepto de energia no
tiene sentido. En esos casos, consideramos el promedio en el tiempo de la
energia que es evidentemente el promedio de la potencia de Ia sefial. A esas
sefiales se les da el nombre de sefiales de potencia, y las estudiaremos

posteriormente.
Si F(w) es la transformada de Fourier de Ke),
1 el
fey=—1_11 F{w)e' dw
2 Jow

y la energfa £ de f{r) estd dada por

E nﬁ“}s dt uhoicmﬂ ..MEE%&& dt
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p{t)

t-——
a)

Figura 2.9

Al intercambiar el orden de integracion en el segundo miembro, obtenemos

E nhass dt — mwhwﬁev:”&:xg & do

Hlm ~:HQWHN— Q@:ﬂHO Q. . )
0~ arent v temente { W mﬁ_ consecuencia
Hu €8IS €5 e Ham: 1T A v

[[rom- =

27 )

Flw)F(-o)do

Ya hemos demostrado (véase la ecuacién 1.78} que, cuando f{r) es real

. NASK.“AFSV = [F(w)|?

I

- o amm

TT  aTmass me

LExS
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¥
%S%S dt = W s_Eé_w&e (2.13a)
H%SES:M&, (2.18b)

Esta ecuacién* establece que la energia de una sefial estd dada por el drea
bajo la curva |F{w)[* (integrada con respecto a la variable f= w/2n).

Interpretacion de la densidad de energia

Es interesante considerar la interpretacién fisica de la densidad de energia
de una sefial. Tenemos

1 w0
E=—| |Fo)de

27 )

Consideremos la sefial Ft) aplicada a la entrada de un filtro ideal de paso
de banda cuya funcién de transferencia H{w) es la de la figura 2.10. Este
filtro suprime todas las frecuencias con la excepcion de las que estin com-
prendidas dentiro de una banda angosta Aw (Aw - 0) cuya frecuencia cen-

tral es wy. Si R(w) es la transformada de Fourier de Ia tespuesta #(7) de
este filtro, entonces

R(w) = Fw)H(w)

y la energia £, de la sefial de salida r(¢) estd dada por la ecuacion 2.13,

B, == " o) H o) do

wﬂ. —

Ya que H(w)=0 en cualquier punto excepto en una banda angosta Aw en
donde vale uno, tenemos (cuando Acs — 0)

1
E =2 [Flwy)|? Aw
2

Asf, la energia de la sefial de salida es 2F(wo )1 Af. Como puede verse en
la figura 2.10, sélo se transmiten sin alteracion por el filtro las componentes
de f(r) que quedan dentro de la banda angosta Acw. Las demds componentes
quedan  totalmente suprimidas. Fs evidente que 2)F(wo N2 Af representa la
aportacion, a la energia de A1), de las componentes de i) que quedan
dentro de la banda angosta Af con centro en wq. Por lo tanto, 2IF(w)[? es
la energia por ancho de banda unitario (en Hz) aportada por las componen-
tes de frecuencia con centro en w. Obsérvese que las unidades del espectro
de densidad de energfa son joules por Hz,

*La ecuacion 2.13, que cortesponde al teorema de Parseval (ecuaciéon 1.34) para
sefiales no periddicas;? se conoce también com¢ teorema de Plancharel.

s 3 M

o eays ==
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Debe notarse que la aportacion de energia procede de componentes de
frecuencia negativa y positiva. Ademds, esta aportacion es igual en ambas,

puesto que
|F(w)]* = [F(—w)®

Por lo tanto, podemos interpretar que la cantidad |F{ew)? [mitad de la
energia 2JF(w)?] ha sido aportada por las componentes de frecuencia posi-
tiva y la cantidad restante |F(cw)* es la aportacion de las componentes de
frecuencia negativa.* Por esa razén, \F(w)l* se llama espectro de densidad
de enecrgia. Representa la energia por ancho de banda unitario (ya sea
positivo o negativo). Entonces, el espectro de densidad de energia WHw) se

define comof

Y () = | F(o)? (2.14)

Del espectro de densidad de energia procede la aportacion relativa de ener-
gia de las diferentes componentes de frecuencia. La figura 2.11 muestra la
funcién pulso rectangular, asi como su transformada de Fourier y ¢l espec-
tro de densidad de energia |[F{w)?.

La energfa total £ estd dada por

1 0
E— wﬂﬁs_ﬁev_&e (2.15)
H,‘,ls [F{w)|? df (2.16)
Hﬁo W (w) df (2.17)

Por la ecuacidn
| F{w)]? = |F(—w)|?

es evidente que la funcion de densidad de energia es funcion real y par de
. En consecuencia, se puede expresar la ecuacion 2.15 como

E .IW.‘ASE?&M dw (2.18)
0

- M%SEE:N df (2.19)
o

* Esta distincion, no es muy natural, pero si conveniente. En la realidad, una com-
binacién de frecuencias negativas y positivas aporta la energia asociada con cualquier
banda de frecuencia particular.

+ Las publicaciones al respecto contienen diferentes definiciones de Vi), Una de
ellas es G.ko& = 2|F(t)|2. En este caso debe tomarse en cuenta conjuntamente la ener-
gia correspondiente a las frecuencias positivas y negativas. Se determina la energia total
E al integrar AQASV s6lo desde O hasta oo o desde O hasta — oo, también se ha definido
@\Ao& como (L/mIF(es)|?, En este caso, la densidad de energfa se define como la ener-

gia por radidn de ancho de banda en lugar de hertz de ancho de banda.
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Densidades de energia de la entrada y la respuesta

Si \H.& y AQ son la funcién de excitacién y su respuesta correspondiente
de un sistema lineal con funcién de transferencia H(w), entonces

Rlo) = Hw)F(w)

El espectro de densidad de energfa de la funcién de excitacién es JF(w)i? vy
el de la respuesta es |R(w)I. Evidentemente, se tiene que

|B(0)|* = |H(0)i* |F(0)]? = |H(w)]2¥,{w) (2.20)

Hm.—wﬁou @w Gmﬁﬁnnno Q@ Qm:mﬂama QO energia QO —m Hmmmvﬁ—ﬂm_m Om_m _—mn—:
HOH —O W
m

2.8 ESPECTRO DE DENSIDAD DE POTENCIA

Se Em:mho_so antes que algunas sefiales (por ejemplo, las periddicas) tie-
nen energia infinita. A éstas se les conoce como sefiales de potencia. El
parimetro mwm.imom%o de una sefial de potencia f{r) es la potencia Emn_m-
Qm P. Definimos la potencia promedio (o simplemente potencia) de una
sefial \Qv como el promedic de la potencia disipada por un resistor de 1 ohm
al mvromam_m un voltaje f{t) (o al circular la corriente A7) por dicho resistor)
Asf, la potencia promedio P de la sefial f{¢) estd dada por .

P 1 rrie
= lim — 2(t) dt :
tim |0 (2.21a)
ft}

e vV ana
| |
_ a) m
| _
| _ -
| fr(®) ”
; |
| |
N o UV B !
T
b}
Figura 2.12
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Obsérvese que la potencia promedio, definida por la ecuacion 2.21a, tam-
bién es el valor cuadritico medio de f{r). Si denotamos este valor por f2(¢),
entonces

P 1 /e
P =f3t) = lim — f2t) dt (2.21b)
= T -T/2

A continuacién, podemos utilizar el procedimiento que empleamos para

obtener la densidad de energia.
Al truncar la funcién f(r) fuera del intervalo |t > T/2, formamos una

nueva funcion fr(¢) (figura 2.12b}, que podemos expresar como:

T
fey k<3
Jfrlt) =

{0  para cualquier otro valor de ¢

Siempre y cuando 7T sea finito, f7(¢) tiene energia finita. Sea
fr(t) & Fplew)

Entonces, la energia Ey de fo{¢) estd dada por

B = po0a =[Py a

Pero
T/2

% - [t dt = JEO) dE

-7/

De ahi que, la potencia promedio P sea

1 Tz ] ¥ 2
P=tm=| fpd-— % lim ! ammc: df

Tom T J_gs —® Pow

A medida que se incrementa 7, la energia de fr(?) también se incrementa.
Ast, |[Fp(w)|? crece junto con 7. En el limite, cuando T oo, ¢l valor de
|[Fr(w)I?/T se aproxima a un limite. Suponiendo que el limite existe, defi-
nimos S{w), el espectro de densidad de potencia de f(r}, como

| F ()]

7 (2.22)

8w} = lim

T

S w) se le conoce como espectro de densidad de potencia promedio, o
simplemente espectro de densidad de potencia (también densidad de poten-
cia espectral) de f{¢). Por lo tanto.
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R 1 72
Potencia promedio P = f2(t) = Iim — A 4t
Tow 4 J-T2
1 @
=— .‘, S{w)dw {2.23h)
27 J

Noétese que

| p(w)]? ﬁiéﬁilé

I

De la ecuacion anterior y de la ecuacion 2.22 se deduce obviamente que la
densidad de potencia es funcién par de w. Por lo anterior, podemos expre-
sar las ecuaciones 2.232 y b como

Potencia promedio = f2(f) = w.‘.smksv df (2.23¢)
0

1 (=
= 1% Sw)dw (2.23d)
0

T

Se deduce de la ecuacidn 2.22 que el espectro de densidad de potencia de
una sefial contiene solamente la informacién de magnitud del espectro de
frecuencia Fp(w), y pierde la informacion de fase. Se infiere que todas fas
seflales con espectro de igual magnitud y diferentes funciones de fase ten-
drin idénticos espectros de densidad de potencia. Asf, para una sefial dada,
existe un solo espectro de densidad de potencia; sin embargo, o reciproco
no es cierto; puede existir un gran nimero de sefiales (de hecho, un nimero
infinito de ellas) que tengan el mismo espectro de densidad de potencia.
Hemos demostrado que, en las sefiales de energia, si

Ft) > Flw)
entonces

J8) c0s gt o §[Fe0 + wo) + Flw — w,)]

FOsen ot > [P+ 09 — Flo — wy)

Podemos extender estos resultados a las sefiales de potencia.
Considérese una sefial de potencia A1) con un espectro de densidad de
potencia 84{cw):

F 2
S/(w) — Iim | amm,e:
T

Consideremos la sefial ¢(r) dada por

@(t) = f(t) cos wel

= ——1 h EE Ty

="t ===
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Si m&ﬁv es el espectro de densidad de potencia de ¢(f), entonces por
definicidn

_eisv_m
T

8,(w) = lim
T—w

en donde
fr(t) cos wyt = @p(t) & Pp{w)

Del teorema de modulacidn (ecuacidn 1.116a) se deduce que
Cp(w) = $H{Fr(o + @) + Fpleo — w)]

[Fplw + w) + Fplor — o)
T

[F (o + wo)i* 4 [Frlw — wo)l®
T

I
T—cw

@
&

f
W |
g

lim (2.24a)
T m

Ha |

Notese que el doble producto 2Fp{w + we WFp{w — wo) desaparece, debido
a que los dos espectros no se traslapan (véase la figura 2.13).

La ecuacién 2.22 resulta aqui en®
S (w) = {80 + we) + 8w —- w)] {2.24b)

Se ve ficilmente que, si

() = f(t) sen wyt

entonces
.w. 2
3 [Fr(@ + @) — Fp(w — )]
= T
L Pl @il + [ Fr(o — o)l
4 T-x Q._
= H8H{w + wo) + 84{w — wy)] (2.24¢)

* Los resultados obtenidos aqui se aplican a sefiales de paso bajo f{¢), en donde
Frltw+Wp) ¥ Fp(t? - Wp) no se traslapan. Si p(f) es una senal de paso de banda, se ve
facilmente que Fp{w+wy) y Fp{tw— p) se traslapan alrededor del origen y, en un
sentido estricto no se aplican estos resultados (ecuaciones 2.24b y 2.24¢). Sin embargo,
si f(t) es una sefial aleatoria, los resultados si se aplican. Si una fuente genera sefiales
aleatorias, cada vez que inicie su operacion, genera una forma de onda diferente. Por
esta razdn se define el espectro de densidad de potencia de una sefial aleatoria (pro-
ceso aleatorio) como la media de los espectros de densidad de potencia de todas las
formas posibles de onda generadas por la fuente. En ese caso se puede demostrar que,
aunque se traslapen Fr{w+ W) ¥y #7{w — wyp) ia media de su producto es cero y los
resultados de las ecuaciones 2.24b y 2.24c son vilidos. Esto se comprende mejor si se
tienen algunos conocimientos acerca de los procesos aleatotios.
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Es evidente que f(¢) cos wot y flt) sen wy? tienen espectros de potencia idénti-
cos. Los espectros de densidad de potencia de f{t) y ¢(f) estdn representados en
la figura 2.13. Las ecuaciones 2.24b y 2.24c representan la extension del teo-
rema de modulacion (ecuacién 1.116) a las sefiales de potencia.

Ejemplo 2.1 Potencia de una sefial modulada en amplitud

Calcular la potencia (valor cuadritico medio) de la sefial modulada @(t) = f(#) cos Wyf,
en donde fir) es una sefal de potencia de banda angosta (paso bajo) con el valor cuadrd-
tico medio f2(f).

La potencia de una sefial es 1/27 multiplicado por el drea bajo su espectro de
densidad de potencia;

1 @
@it) = — .‘, 8, (w}dw

27 ) o

Sy

JU—— 1 -]
) = — ‘, 8 (w)dw

20 )5

)

/T

|

a)

@(t) =) cos wet O f(t) SENw.t

e \ RN S TR

A
R

¢!

Figura 2.13

El MH.mm bajo §(w) es 2mf2(r) (figura 2.13). De la ecuacién 2.24b se deduce que el
area bajo § ,(w) es la mitad del drea bajo Sp(w). Esto también se ve claramente en la
figura 2.13. En consecuencia

22(t) = 1f(t) (2.25a)

Asi, el valor cuadrdtico medio de la sefial modulada f(#) cos Lpf es la mitad del valer
cuadritico medio de la seflal moduladora f{r):

. [f{f) cos w T = Lf3(2) (2.25b)

- =t

R= v PR =X T
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Con un procedimiento parecido, el lector puede demostrar ficilmente que

B s wfF = 4f3(1) (2.250)

Al derivar estos resultados, hemos supuesto implicitamente que ¢, 2wy, Si W, <oy,
entonces ma:t+€nv y MHAS! W) de la figura u.ﬁmw. quedan qmw_muwnmm ¥y la ecua-
cion 2,24 no es vdlida. ‘Asi, la ecuacidn 2.25 es vilida solamente si Wy > Wy, [la
frecuencia mdxima de f(5)].

Ejemplo 2.2 Valor cuadritico medio de una senal limitada en banda en
términos de sus muestras

Determinar la potencia (valor cuadritico medio) de una sefal limitada en banda en
términos de sus muestras.

Se puede expresar una sefial f(¢), limitada en banda a Gy, tadianes por segundo en
términos de sus muestras como (ecuacién 1.140)

@)= fSalaft - kT)] (2.26)
k
en donde fi es la k-ésima muestra, Ji =Sf(kT), v T es el intervalo de muestreo.
1 ™
== (2.27)
A 0

Et valor coadritico medio de f(r) estd dado por

PG = i = [ gy a

roew0 T Jogse

Al substituir la ecuacién 2.26 en la ecuacién anterior e intercambiar la suma con la
integracion obtenemos:

ri2 2
3 = li 1 .% \ M fiSalw,, (t— kT)] | dt (2.28)
k

r—o T J /2

S¢ puede demostrar que las diferentes funciones de muestrec que aparecen en la
ecuacién 2.28 son ortogonales, es decir, que
T
_— m = n

,‘,smg?a: — nT)]Salw,, (— mT)]dt = { @, (2.29)
o 0 mFEn

Por lo tante, la integral de todos los términos de doble producto en la ecuacidn 2.28
vale cero y (al intercambiar las operaciones de suma e integracién) obienemos

1 {r/2
fi2Sa2 (o, (t — kT)) dt

oy T —1/2
% T

_ .hnu . /2 . _
= £ lim Sa?lw, (t — kT dt

k T s &—7/2
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Si aplicamos el resultado de la ecuacién 2.29 en la ecuacién anterior, tendremos

k

—_— T ..—.
At HMMM Sl = T Mbw (2.30)
mtog

Obsérvese que 7 es el intervalo en el cual se determina el promedio. Como la velocidad
de muestreo es de 2fm muestras por segundo, 2fmT es el mimero total de muestras en
el intervalo 7. El segundo miembio de la ecuacion 2.30 es obviamente la media del
cuadrado de las muesiras (valor cuadritico medio de las amplitudes de las muestras),
Por lo tanto, la ecuacién 2.30 nos hace ver que el valor cuadritico medio de una sefial
limitada en banda es igual al valor cuadritico medio de sus muestras, Fste resultado
también se puede expresar como

20 =fz (2.31)

Espectro de densidad de potencia de una seiial periddica

Consideremos una sefial periodica A7) y su representacion como serie de
Fourier

0= > B

n=—0n

F(w), 1a transformada de Fourier de A1), estd dada por la ecuacién 1.102,

Flw) = 27 M F, 8w — nay)

n=—un

Se puede obtener la funcién fr(#) al multiplicar f{r) por una funcién pulso
rectangular

Jelt) = Gr(t)f (1)

Al recurrir al teorema de la convolucién en frecuencia, obtenemos

o & 1) e
BN T
3 e o e

RS S

1 ez m =

ST oW =k
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Por lo tanto,

F p(w)|? =
i T2 > IR, St

T—w T Toow .

_H?c — newy)T

5 ; (2.32)

Notese que, cuando T <o, la funcion Sa{[(w — nwe)T]/2} tiende a concen-
trarse en w = nwo {véase la ecuacién 1.86). En consecuencia, la expresion
de |Fr(w)? en la ecuacién 2.32 no tiene ningin término doble producto,
ya que cada componente existe en donde las otras son cero. Por medio de
las ecuaciones 1.87 y 2.32, obtenemos

8,(w) = lim Fﬂé_w - M |F. |2 8(w —nowy)  (2.33)

T Te=— 0
Deducimos que, si

ft) = a cos (wet + 6)

@&
— - mmiezuwe + m\i&i.fmvu_

2

(G (G o

entonces, por la ecuaciéon 2.33,

m u
miavu mam REISQI W&e + s&

[8(w — mg) + (o + o] (2.34)

mo®
2

Asi, el espectro de densidad de potencia de una sefial sinusoidal ¢ cos
(wot +8) estd dado por dos impulscs en *wg, cada uno de intensidad
ma?[2. Obsérvese que el espectro de densidad de potencia es independiente
de 0.

La potencia de una sefial es su valor cuadritico medio. Por lo tanto la
potencia P de una sefial sinusoidal

.WS = acos (wgt + 0)
estd dada por

2
P - =5 (2.35)

Esto se deduce del hecho de que el valor cuadritico medio de cualquier
sefial sinusoidal de amplitud ¢ es 4?/2. O, también, la potencia P es 1/2¢
multiplicado por el area bajo § (w) en la ecuacién 2.34. Se ve con facilidad
que es a?/2,
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Ejemplo 2.3

Encontrar la potencia de una sefial A 4f{r), en donde 4 es una constante ¥ la sefial
f(¢) es una sefial de potencia con valor medio cero. Sea P la potencia de 4 + f(#). Entonces,
por definicibn,

Hea
wH__.a |% [4 + f(5)1*dt
P-m T —-T/2

_ﬁm m__.m Em
H:s| ﬁ % %&+33&+§>: &
row T W_rr2 —T/2 T
— 1 (712
= A%+ f3(!) + lim — f(g) dt

T—w T -T/2

La integral del segundo miembro es el valor medio de f(#), el cual es cero. Entonces, _

P =T[4 +fOF = 4+ [*0) (2.36) i

Densidades de potencia de la entrada y de la respuesta.

Apliquemos una sefial de potencia f{r) a la entrada de un sistema lineal .
con funcion de transferencia H(w) y sea r(z) la sefial de salida. Expresa- "
remoes esto simbélicamente como

) —r(t)

Las sefiales fr(r) y rr(f) representan respectivamente sefiales f{r) y r(¢) que
valen cero fuera del intervalo |f| = T/2.

A continuacién apliquemos la sefial fr(¢f) a la entrada. Eso equivale a
aplicar la seflal f{z) sdlo en el intervalo | < 7/2. En general, la respuesta no
serd ro{f) sino que se extenderd més alli de 7= T/2. Sin embargo puesto
que la entrada es cero para t> T/2, la respuesta en ¢>7/2,de un sisterna
estable debe disminuir con el paso del tiempo. En el limite, cuando T — o=,
su aportacion (mds alld de # = 7/2) es insignificante, desde el punto de vista
de una sefial de duracion infinita.*®

Entonces, cuando 7T'— o, cometemos un error muy pequefio al tomar
re(f) como la respuesta a (7). Asi,

im fp(t} — rp(t)

T-x

m Rp(w) = H(w)Fp{w)

T—~oo

* Hacemos una argumentacién parecida cuando ¢ < — 7/2. La respuesta en ¢ >— T/2,
que produce la sefial de entrada f(r), aplicada antes de ¢t = — T/2, disminuird a medida
que I ~ro0,
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Ademds, por definicidn, el espectro de densidad de potencia $,(w) corres-
pondiente a la sefial de salida r{¢), estd dado por:

1
() = lim 7 |Ry(o)l
1
= lim — |H{w)Fr(o)]?
T m:

= |H(w})|* Hm W_m_iev_n

T—-w

= |H(w)[* §{w) (2.37)

Por lo tanto, es evidente que la densidad de potencia de la sefial de salida
estd dada por [H(w)* multiplicado por la densidad de potencia de la sefial
de entrada.

El valor cuadritico medio de una sefial estd dado por 1/27 multiplicado
por el drea bajo su espectro de densidad de potencia. En consecuencia, el
valor cuadritico medio de la respuesta (¢} es

R 1 o

) =5 | H(o)]? §{w)dw

Notese que 7%(r) es, por definicion, la potencia de (7).

Interpretacion del espectro de densidad de potencia

El espectro de densidad de potencia tiene una interpretacién fisica muy
similar a la de la densidad de energia. Considere una sefial de potencia f{f)
aplicada a la entrada de un filtro jdeal de paso de banda cuya funcién de
transferencia H(w) es la de la figura 2.10. Este filtro suprime todas las
frecuencias, excepto una banda angosta A w( Aw ~ 0) cuya frecuencia central
es wq. El espectro de densidad de potencia de la sefial de salida estard dado
por 8,(wy) sobre la banda angosta Aw centrada en +w, como nos ensefia
la figura 2.14.

La potencia Py de la sefial de salida, de acuerdo con la ecuacion 2.23,
estd expresada por:

P, = 28 (w,) Af (2.38)
Puede verse que ésta es la aportacion ae potencia de las componentes de
frecuencia de f{r) que estin dentro de la banda Af centrada en w,. De
nuevo, tenemos componentes de frecuencia positivas v negativas. Por lo
tanto, atribuimos §;(cwe) Af a las frecuencias positivas y una cantidad igual
a las negativas. Asi, 8,(c2) es la potencia por ancho de banda unitario (en
Hz) debida a las componentes de frecuencia centradas en la frecuencia ).
Las unidades del espectro de densidad de potencia son watts por Hz.
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im__. {wo)

Figura 2.14

Ejemplo 2.4 Densidad de potencia de dfjdt

Una sefial de potenciz f(#) tiene una potencia %.%n&. Encontrar el espectro de
densidad de potencia de la sefial dffdr.
5i se transmite una sefial f(r) a través de un diferenciador ideal, la salida sera dffdr.
La funcion de transferencia del diferenciador es jw, Esto se deduce de la propiedad de
diferenciacion en el tiempo (ecuacién 1.119a), que establece que, si
df

J{t)<> F{w), entonces Mmi%.&@._?&

Asf, para un diferenciador ideal
[H{w)[? = |jol* = o
y el espectro de densidad de potencia @ASH de dffds, queda dado por:

S;{w) = w8, (w) {2.39)

PROBLEMAS

1. Considérese un filtro ideal de paso bajo como el de la figura 2.4a Demudstrese
que la respuesta de este filtro a las sefiales (M/W) 8(r) v Sa(Wt} es la misma. Coméntese
el resultado.

2. Un circuito resistivo formado per dos resistores R; v R, se emplea como
atenuador para reducir el voltaje aplicado a las terminales ab. Los Tesistores R; y R,
tierten capacitancias distribuidas ¢ ¥ Cy como ilustra la figura P-2.2. ;Cudl debe ser
la relacidn entre los valores R y C para lograr una atenuacidén sin distorsion?

(6]

R p © vp(d)
2
bo— H M,

Figura P-2.2
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3. Determinar la funcidn de transferencia que relaciona al voltaje de salida con el
de entrada en el circuito R-C de la figura P-2.3. Representar grificamente las caracte-
risticas de magnitud y fase de la funcidn de transferencia. Indicar las sefiales que se
pueden transmitir con una fidelidad razonable a través de este circuito v cudnto es el

retardo de la onda de salida.

1k

vift) 107% 1 olt)

» Q

Figura P-2.3

4. La caracteristica de ganancia de un amplificador esté dada por

K

\.u.S +

H(w)

a) Representar prificamente las caracteristicas de magnitud y fase del amplificador.
b) Determinar el tipo de sefiales que serin amplificadas con fidelidad razonable y
explicar el motivo. Encontrar el tiempo de retardo en la transmisién de dichas sefiales.

5. Encontrar la funcién de transferencia del circuito de la figura P-2.5

L

vift) volt) R=- /&

L
Figura P-2.5

@) Encontrar la funcién de transferencia que relaciona a vg{t) con wi{r).

b} Construir las graficas de las funciones de magnitud y de fase.

¢) Determinar si, en general, se puede emplear este circuito para transmitir sefiales
sin distorsién. Enfnciense las condicicnes de las sefiales que pueden transmitirse por el

misma con fidelidad razonable.

d) Encontrar la impedancia de entrada del circuito.

e} Establecer si puede formarse una linea de retardo empleando un gran namero de
tales secciones en serie, asi como la condicion impuesta a las sefiales que puedan
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tetardarse (con fidelidad razonable} i i
: mediante esas secciones. En
se obtiene cuando se emplean » secciones en serie, Fontrar el retardo e
N nwn.lcmmﬁm:smn ﬁnmn?sﬁmn de transferencia que relaciona al voltaje de salida vo(6) vy
ente de entrada i(f) en el circuito de la fi j
. gura P-2.6. El voltaje d i
oo : fig je de salida debe
4 misma forma de onda que i(y) (transmision sin distorsidn). Determinense los

valores de los elementos des i i ;
conocidos. Determ i I .,
misidn. mar si existe alglin retardo en I trans-

my H«.w
i vt
1h 1 *..H
FiguraP-2.6

7. La funcién de transferencia de un filtro ideal de paso de banda estd dada por:
H{w) = k[Gp(w — W) + Gp(w + wy)le—ioto

a) Representar grificamente ias i i

e pres funciones de magnitud y de fase de esta funcién de
b) Evaluar la respuesta de este filtro al impulso,
¢) Elaborar la grifica de Ia respuesta e indicar si el filtro es fisicamente realizable

8. Encontrar la respuesta del filtro de
8. F s Paso de bandz del problema 7 a 1 i
axommnhc: .n8 Lot Uit} Am.svo:mm que el filtro es de banda %bmo&m de M.owom@:m_ a_m
funcion :;E+€%R:H€o en toda la banda de pPasc en Elﬁm y itw Mw_ou ¢
= — ) ~

—1/2jwy en toda 1a banda de paso en W= - wy.)

@ 9. Encontrar w.oo:mﬁﬁn la grifica de la respuesta de un filtro ideal de paso bajo
gura 2.42) a _m. seflal f(¢) mostrada en la figura P-2.9, La frecuencia de corte del fi X
es 1 MHz y el tiempo de retardo to es lus, ° del Hltro

ft)

-1 t(us)—-»

FiguraP-2.9

10. Encontrar la respuesta, al j itari
, mpulso unitario y al 6 itarj i
de paso alto cuya funcién de transferencia ests &EM _uoao.mom__on rterio, det Blro ideal

Ly

H(w) = [1 — Gy (w)Jor st
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11, El circuito equivalente de un amplificador con tubos al vacio se muestra en la
figura P-2.11.

@) Encontrar la funcién de transferencia H(w) que relaciona al voltaje de satida con
el voltaje de entrada y determinar el ancho de banda de la ganancia en voltaje.

b} Calcular y dibujar el voltaje de salida vo(f) cuando se aplica un voltaje unitario
en las terminales de entrada gk.

¢) Si se define el tiempo de subida como el tiempo que se requiere para que la
respuesta obtenida en b) se eleve del 10 al 30 por ciento de su valor final, demusgs-

£ I

w.h Emeg r % Cpr Ry :Hc
> : +

|

|

FiguraP-2,11

trese que el ancho de banda (en radianes por segundo) multiplicado por el tiempo de
subida, es una constante independiente de los parimetros del tubo. Demostrar que la
constante es 2.2,

d) Demostrar que el producto de la ganancia de corriente directa [H(0)] ¥ el ancho
de banda encontrado en a) es igual a wi\nvw.

12. Supongamos gue una sefial f(f) es limitada en banda, es decir, que la funcidén
de densidad espectral F(Ww) no tiene componentes de frecuencia mas alli de una fre-
cuencia W, En otras palabras, F(c) =0 en |wl > W. Se puede amplificar esa sefal, sin
distorsién, mediante un amplificador cuya funcién de transferenciz H(Ww) tenga una
caracteristica de filtro ideal de paso bajo:

H(w) = kGy(w)eob

La desviacidn de la caracteristica de magnitud o de fase con respecto a la que se da
en esta ecuacidn, produce distersion de eco. Supongamos que la caracteristica de fase
del amplificador es ideal, es decir, que 0(w)=— wiy, pero que la caracteristica de
magnitud disminuye en frecuencias superiores,

| H(w)l k(1 + a cos wiyUow (w) 6(w)

—wip

al b
Figura P-2.12

como se ve en la figura P-2.12, Fsto puede expresarse como

H{ew) = k(1 + « cos TGy 5-{w)
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_x.u:mo:ﬁﬁ la salida del amplificador cuando sc aplica a la entrada una sefial pulso f()
limitada en banda a W radianes por segundo. (Sugerencig; apliquese la ecuacidn 1.118).

[H(w)|

#{w)

AN L) —

8w} = —wiy + o senwT ~

b}
Figura P-2,13

; m.m. En el amplificador mencionado en el problema 12, supongamos que la caracte-
ristica de magnitud del amplificador es ideal, es decir, que H(w) =kGyplw), v que,
en cambio, la caracterfstica de fase (figura P-2.13) esti dada por:

Blw) = —wty + « sen T
m:noH.E.E la salida del amplificador cuando se aplica a la entrada la misma sefial pulso
fi) limitada en banda (Sugerenciz: témense & y T muy bequeiias, y exprésese pfasen
@7 mediante los primeros dos términos de su serie de Taylor:

mmnmmbﬂ.an 1 |T.won senn wT

=1 + Wﬁmmsuﬂ. _ mlmeﬂv

14. Se Qm:m:.:m una sefial f(r) =2¢~"u(#) a través de un filtro ideal de paso bajo
con mmmnzoaﬁm de corte de I radidn por segundo. Encontrar el espectro de la densidad de
energiz de la sefial de salida. Determinar la energia de las sefiales de entrada y de salida.
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15. En una sefial de energia f(¢), demostrar que la funcidn de densidad de energia
h g
AQAEV es la transformada de Fourier de la funcion ¢(7), donde

pir) = % "o~ ar
- % " ey + v de

16. Deducir el teorema de Parseval (ecuacion 2.13b) a partir del teorema de la
convolucién en el tiempo. [Sugerencia: 8i f(t) « F(w), entonces - Fl—w vy
f@) * f=0) & [P ]

17. En unu sefial real de potencia fi(f), demostrar que la densidad de potencia 8 (W)
es la transformada de Fourier de R (7), definida por:

1 [ose
Rylr) = im = f)fit — ) dt
T+ —r/2
1 [Tz
= lim — FOft + ) dt

T-w T —T/2

La funcidon m@AJ se llama funcidn de autocorrelacion en el tiempo de f(1).

18. En una sefial de potencia, se define la potencia como la que se disipa en un
resistor de 1 ohm. La ecuacién 2.21a expresa esto con rIespecto a una sefial real de
potencia f(f). Modifiquese la ecuacion para el caso de una sefial compleja de potencia
fie).

19. Encontrar la potencia (valor cuadratico medio) de las siguientes sefiales y dibu-
jar sus espectros de densidad de potencia.

a) A cos {20007t) + B sen (200mt).

b) [A -+ sen (2007f)] cos (2000xt).

¢) A cos (200mt) cos (2000m7t).

d} A sen {2007t) cos {20007t).

e} A sen {3007%) cos (2000x7).

f) A sen? (20078) cos (2000t).

20. Una sefial periddica f{f), como la que se muestra en la figura P-2.20a, se tras-
mite a través de un sistema con funcién de transferencia H(w). Encontrar el espectro

de densidad de potencia y la potencia (valor cuadratico medio} de la sefial de salida en
tres diferentes valores de 7 (T'=2nf3, 7/3 y 7/6). Calcular la potencia de la sefial de

entrada f(?).

f(t) H(w)

NIAY S VANYA _
<<<I< fr;

a} b
Figura P-2.20
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21 . .
1. Encontrar el valor cuadritico medio del voltaje de salida vo(f) del circuito R-C

HE Y3
AW
vilt) T volt)

&
&
Figura P-2.21

:r—mﬂmmﬂo en la mum_.:.m. P-2.21 si el voliaje de en trada tier € un espectro de den
’
v 1] de d sidad de

Qv maAva == .N

b) 8,(w) = G, (ew) (funcién pulso rectangular con frecuencia de corte en Ww=1)

¢} Sy(w) = nld(w + 1) + d(w — 1)].

En cada caso, calcular la potencia (valor cuadritico medio) de la sefial de entrada



CAPITULO

Sistemas de comunicacion:
Modulacion en amplitud

La ingenieria de comunicaciones se dedica a estudiar la transmision de se-
fiales de un punto a otro. Este problema se presenta en las emisiones de
radio y television, la comunicacion a larga distancia en lineas telefonicas, las
comunicaciones por satélite, los sistemas de control remoto, la telemedicion,
etc. En este capitulo, estudiaremos algunos sistemas de comunicacion.

Las sefiales se transmiten de un punto a otro por un canal que puede
tener la forma de linea de transmisidén {como un canal telefénico} o simple-
mente por el espacio abierto, en el cual se reciben las sefiales portadoras de
la informacidén deseada (como la difusion de radio y television, la comu-
nicacion por satélite, etc.). En general, cada una de las sefiales transmitidas
tienen ancho de banda finito y pequefio, comparado con el ancho de banda
del capnal mismo. Por lo tanto, si s6lo se transmite una sefial por canal, éste
no se aprovecha adecuadamente, pues se le hace funcionar muy por debajo
de st capacidad de transmitir informacion; sin embargo, no podemos trans-
mitir directamente méas de una sefial a la vez, porque esto causard interfe-
rencia entre las sefiales y éstas no las podrermos recuperar individualmente
en el extremo receptor. Eso significa que no es posible, mediante un mé-
todo directo, transmitir mds de una conversacion en una linea telefOnica ni
explotar simulidneamente, mis de una estacion de radio o de televi.idn. Se
verd que, empleando las técnicas de multicanalizacion por division de fre-
cuencia o de tiempo, se pueden transmitir varias sefiales simultineamente en
un mismo canal.

3.1 MULTICANALIZACION POR DIVISION DE FRECUENCIA
Y DE TIEMPO

Como s¢ menciond anteriormente, la transmision de una sola sefial por
un canal es una situacion de mal aprovechamiento. Sin embargo, esto se
mejorard si logramos trasladar los espectros de las diferentes sefiales para
que ocupen rangos diferentes de frecuencia sin traslaparse. Se ha visto en ¢!

. 153



154  Sistemas de comunicacion: Modulpcion en amplitud _
capitulo 1 (traslacion de frecuencia), que si modulamos una sefial (al mul-
tiplicar por una sefial sinusoidal) se traslada su espectro de frecuencia. En
consecuencia, empleando las técnicas de la modulacién, se puede transmitir
simultineamente por un canal un gran nimero de sefiales.

En el caso de varias sefiales, se traslada el espectro de cada una en una
cantidad adecuada, para evitar el traslapamiento de los diferentes espectros,
En el extremo receptor, se separan las diferentes sefiales mediante filtros
apropiados; sin embargo, los espectros individuales asi separados, no repre-
sentan la sefial original ya que han sufrido una traslacion. Asi, para obtener
la sefial original, se debe trasladar cada espectro en la cantidad adecuada, de
modo que recupere su forma original.

La modulacion cumple con otro importante propésito en los sistemas que
transmiten seflales por radiacién en el espacio. En la teoria de las ondas
electromagnéticas se demuestra que sdlo se puede radiar una sefial en forma
efectiva si la antena radiadora es del orden de un décimo o mis de la
longitud de onda correspondiente a las frecuencias de las sefiales radiadas.
En la voz humana, la frecuencia mixima es de aproximadamente 10,000
Hz., lo cual corresponde a una longitud de onda minima de 30,000 metros.
Asi, para radiar ondas electromagnéticas que correspondan al rango de fre-
cuencia de la voz humana, se necesitaria una antena de varios kilémetros de
longitud; esto, desde luego, no es nada practico. EI proceso de. modula-
cién traslada el espectro de frecuencia a cualquier rango de frecuencia su-
perior que resulte conveniente, haciendo mds ficil radiarlo mediante ondas
electromagnéticas. En la prictica, todas las sefiales de radio y de televisidn
estdn moduladas, es decir, el espectro de frecuencia estd trasladado a un
rango mas alto. Por consiguiente, la modulacién no solamente permite la
transmision simultinea de varias sefiales sin interferencia entre ellas, sino que
también hace posible su transmisién (radiacién) efectiva, _

El método de traslacién de frecuencia que hemos mencionado no es la
Unjca forma de transmitir simultineamente varias sefiales en un canal, En el
capitulo 1, se ha demostrado que una sefial limitada en banda (que no
contenga componentes eéspectrales superiores a una frecuencia fn Hz) queda
especificada en forma tnica por sus valores a intervalos de 1/(2f) segundos
(teorema de muestreo uniforme). Se demostrd que se puede reconstruir la
sefial completa a partir solamente del conocimiento de sus valores en estos
mmstantes. Por consiguiente, s6lo se tienen que transmitir las muestras de la
sefial en este nimero finito de instantes. Asi, el canal no queda ocupado
mis que en esos instantes y no se envian sefiales duranfe el resto del
tiempo. Entonces, se pueden intercalar las muestras de varias sefiales en el
canal. En el extremo receptor, las muestras se separan mediante un detector
sincrono adecuado.

Por lo tanto, es posible transmitir varias sefiales simultineamente por un
canal, siempre que se les pueda separar en el extremo receptor. Cada sefial
queda especificada en ¢l dominio del tiempo o el dominio de la frecuencia,
Asi, en el receptor, recuperamos individualmente las sefiales, ya sea en el
dominic del tiempo o de la frecuencia. En el método de la traslacién de
frecuencia, todas las sefiales se mezclan en el dominio del tiempo, pero sus
espectros estin separados de manera que ocupan diterentes bandas de fre-
cuencia. Se recuperan las sefiales en el receptor empleando filtros adecuados.

pﬁwm: el
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Obsérvese que se recuperan los espectros de las sefiales individuales, por lo
que este métedo de separacion se lleva a cabo en el dominio de la frecuen-
cia. Este procedimiento, en el que las diferentes sefiales comparten diferen-
tes intervalos de frecuencia, se conoce como sistema de multicanalizacién por
divisiéon de frecuencia. En el segundo método, se intercalan las muestras de
las diferentes sefiales y éstas se separan individualmente en el extremo recep-
tor mediante el detector sincrono adecuado. En este caso, recuperamos las
diferentes sefiales en el dominio del tiempo; los espectros de frecuencia de
todas las sefiales muestreadas estin mezclados ocupando el mismo rango
de frecuencia. Este sistema, en el que todas las seflales comparten los diferentes
intervalos de tiempo se conoce como sistema de multicanalizacién por di-
visién de tiempo. A continuacién, estudiaremos varios tipos de sistemas de
comunicacidon que emplean las técnicas de multicanalizacién mencionadas.

3.2 MODULACION EN AMPLITUD: SISTEMAS
DE PORTADORA SUPRIMIDA {AM-PS)

En esencia, en esta técnica se traslada el espectro de frecuencia de la
sefial que se va a transmitir, al multiplicarlo por una sefial sinusocidal cuya
frecuencia corresponde a la traslacion requerida. Por el teorema de la modu-
lacidn (ecuacién 1.116a) es evidente que el espectro de f{r} cos w,t es el
mismo que el de f{z), pero trasladado en+ w, radianes por segundo (figu-
ra 3.1e); es decir, si

() & F(w)
entonces

-

f(#&) cos wp = 3 F(w + o) + Flo — o,)] (3.1)

A la sefial cos w,t se le llama portadora. La multiplicacion de cos w,t por
f#) equivale a variar la amplitud de la portadora en proporcion a f{t). Se
dice que la sefial portadora cos w.t estd modulada por la sefial modulante
R1). Este modo de transmisién se conoce como modulacién en amplitud
con portadora suprimida (AM-PS), debido a que la sefial modulada f{(¢)
COS We! no contiene sefial portadora adicional; dicha portadora queda supri-
mida. Posteriormente estudiaremos la modulacién en amplitud con portadora
libre adicional, en donde la sefial modulada es f{f) cos wet + 4 cos w,z En
este caso se transmite la portadora adicional por tener algunas ventajas que
se estudiardn después. A tales sistemas se les llama simplemente sistemas de
amplitud modulada (AM).

Por lo tanto, la modulacion en amplitud (AM-PS) traslada el especiro de
frecuencia en +w, radianes por segundo, como se ve en la ecuacion 3.1.
Para recuperar la sefial original f{#) a partir de la sefial modulada, es nece-
sario retrasladar el espectro a su posicion original; a ese proceso de trasta-
¢idén se le conoce como demodulacién o deteccidn.

El espectro de la forma de onda modulada (figura 3.1e) se vuelve a
trasladar .convenientemente a la posicion original al multiplicar la sefial mo-
dulada por cos w,t en el extremo receptor. Puesto que la multiplicacién en
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Transmisor
,_nom @t
.|\@| Multipli- f(t) cos wot
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a}
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f(t) cos wet b) .
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1 iz,‘: ey
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NSSL

w—
A \. n mu
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—— liLJm\_n_:S de paso bajo
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— 2w, ‘ T3 w——s
NE_SL NE..:'L
)
Figura 3.1

el dominio del tiempo equivale a la convolucién de espectros en el dominio
de la frecuencia, es evidente que obtendremos el espectro de la sefial resul-
tante f{f) cos® w,.t mediante la convolucién del espectro de la sefial reci-
bida (figura 3.le} con el espectro de cos w,t (dos impulsos en * w,).
Obsérvese que esta convolucidn produce el espectro mostrado en la figu-
ra 3.1g (véase el ejemplo 1-12, figura 1.44). Este resultado también es con-
secuencia directa de la identidad

F(£) cos? wgt = FFENL + cos 2] = H[F() + £{t) cos 2] (3.2)
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Por lo tanto, si

J ) Flw)

entonces
F) cos? of > 4F(w) + HF(w + 2m,) + Flo — 2w,)]  (3.3)

Es evidente que, a partir del espectro de la figura 3.1g, se puede recuperar
la sefial original f(r) por medio de un filtro de paso bajo, el cual vmmEcE
el paso de F{w) y atenuari las componentes restantes centradas en + 2c,.

Una forma posible de la caracteristica del filtro de paso bajo se ilustra
(linea punteada) en la figura 3.1g. Fl sistema que se requiere en el extremo
receptor para recobrar la seffal f¢) a partir de la sefial modulada recibida
f(t) cos w,t se muestra en la figura 3.1f. Es interesante observar que la
multiplicaciéon de f{#) por cos w,t traslada su espectro en * w,. El nuevo
espectro puede volver a su posicién original mediante otra traslacién de
* We, que se lleva a cabo mediante la multiplicacién de la sefial modulada
por cos wet en el receptor. (En el proceso, se obtiene un espectro adicional
centrado en * 2w, que se elimina.} Por lo tanto, ¢l proceso en el receptor
es exactamente el mismo que el del transmisor. En consecuencia, este mé-
todo de recobrar la sefial original se !lama deteccién sincrona o deteccién
coherente.

De acuerdo con lo anterior, vemos claramente que, en este sistema, se
necesita generar localmente la portadora en el receptor. La frecuencia y la
fase de esta portadora son cuestiones extremadamente criticas. Supongamos,
por ejemplo, que la portadora local tiene un pequefio error de frecuencia,
Aw. La seflal que se recibe es f{¢) cos w,r y la portadora local es cos
(w, + Aw)r. El producto estd dado por

-

f(t) cos et cos (w, + Aw)t = Lf(t)[cos (Aw)t + cos (2, + Aw)i] (3.4)

El término Ar) cos (2w, + Aw)r tepresenta el espectro de f{¢) centrado
en (2w, + Aw) y se le puede eliminar mediante un filtro de paso bajo. La
salida de este filtro producird el término restante 3#f(#) cos (Aw)r de la
ecuacion 3.4. Asi, en lugar de recobrar la sefial original f{#), obtenemos la
sefial fr) cos (Aw)t. En general, Aw 0 y f(r) cos (Aw)t representa ft)
multiplicada por un factor que varia ligeramente. Esto, evidentemente, cons-
tituye un tipo muy poco conveniente de distorsiér. For lo tanto, es de
suma importancia tener frecuencias portadoras idénticus en el transmisor y
en el receptor. La fase del oscilador local también es critica. Estudiaremos
este tema con mds detalle en la seccién 3.3.

Para lograr la precision de la frecuencia y el control de ia fase del
oscilador local, en el aom?oH debe haber circuitos muy costosos vy comn-
plicados. En la mayoria de esos sistemas, se transmite una cantidad muy
pequefla de portadora adicional (portadora-piloto) con la sefial modulada. En
el receptor, la portadora-piloto se separa mediante un filtro, se amplifica y
s¢ emplea para sincronizar la fase del oscilador local, que genera la porta-
dora con Ja potencia adecuada y con la misma frecuencia que la del trans-
misor.
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Técnicas de traslacion de frecuencia

Segln el teorema de la modulacién, es obvio que se traslada el espectro
de cualquier sefial en i, radianes por segundo en el dominio de la fre-
cuencia cuando se le multiplica por una sefial sinusoidal de frecuencia We;
sin embargo, ésta no es la tnica forma de lograr la traslacion. Se demuestra
ficilmente que se puede trasladar el espectro en una cantidad + w, al mul-
tiplicar la sefial por cualquier sefial periddica de frecuencia e, sin importar
su forma. Esto es obvio, pues cualquier forma de onda periddica de frecuen-
cia w, contiene componentes sinusoidales de frecuencias O, We, 200,
3we, . .., etc. En consecuencia, la multiplicacion de la sefial f{¢) por cual-
quier forma de onda periddica de frecuencia w, trasladari el espectro de
fir) en 0, + w,, + 2w, + 3w, etc. Puesto que lo tnico que nos interesa es
la parte del espectro que estd centrado en * o, éste se puede separar por
medio de un filtro de paso de banda que permita el paso de las compo-
nentes de frecuencia centradas en  w, y atente las demas frecuencias.

Como ejemplo, considérese una sefial f{z) (figura 3.2a) cuyo espectro
F(w) se ilustra en la figura 3.2b. La multiplicacion de esta sefial por una
sefial sinusoidal cos w.! (figura 3.2e) traslada el espectro en * w, (figu-
ra 3.2f). Ahora bien, en lugar de una sefial sinusoida, multiplicaremos a ft)
por una onda rectangular (figura 3.2g) de frecuencia w,. El espectro P(w)
de una onda rectangular periddica p(f) representado en la figura 3.2h, es
una secuencia de impulsos localizados en w = 0, + cw,, # 3w,, * 5w, .. ., etc.
(véase la figura 1.34). Es evidente que el espectro de f{£)p(r) estd dado por
(1/2m)F(w) = P(w). El resultado de esta convolucidn, llevada a cabo grificamen-
te, se muestra en la figura 3.2j.

En la figura, se ve con facilidad que la multiplicacion de ) por p(d)
traslada el espectro de f{¢) en w=0, *w,, +3w,, + 5we, - - ., etc. Este
resultadb es vdlido para cualquier funcion periddica de frecuencia We, Sin
importar su forma. En el caso especial de una onda rectangular, las armo-
nicas pares * 2w., +4w,, ..., etc., son cero; pero en una sefial periddica
en general esto no sucede necesariamente. Por lo tanto, concluimos que la
multiplicacion de una sefial A¢) por cualquier seiial periddica de frecuencia
We, Sin importar su forma, traslada su espectro en w =0, * w,, t 2w,
* 3w, ..., etc. Se puede obtener ficilmente el resultado en forma anali-
tica. Sea ¢(f) una sefial periddica de, frecuencia f, Hz (w, = 2nf,). La trans-
formada de Fourier de una funcién periddica en general quedd determinada
en el capitulo | (ecuacion 1.102). Tenemos que

plt) > 2w > B, 3w — noy) (3.5)

R=—0a)

en donde @, representa el coeficiente de la enésima arménica en la serie
exponencial de Fourier de (7). Se infiere del teorema de convolucién que

H. f=el
WP g Flo) < 20 3 0, 80 — na) (3.6)
. o D B, F(w) * 8o — no,)

n=—o0
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N M @, F(w — nw,) (3.7)
n=—ao

Es evidente, por la ecuacion 3.7, que el espectro de f#)(f) contiene al
mismo espectro Flw) v a F{w) trasladado en + w,, + 2w,, ..., etc., obser-
vamos que las amplitudes de los ciclos sucesivos de F{w) estan multiplicados
por las constantes &, ¥, &,..., etc. Cuando ¢(f) es una onda rectan-
gular, se puede determinar &, a partir de la ecuacién 1.66a substituyendo
T=208yA=1 1w
357
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Entonces, de la ecuacién 3.5, obtenemos
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La figura 3.2j representa el espectro de la ecuacion 3.9.
Sin embargo, en amplitud modulada lo Gnico que interesa es el espectro
de frecuencia centrado en + w,, que se obtiene al emplear un filtro de paso

2

N A8 p(t) f f(t} cos wet

aflllh, il
T W=

Fiitro de N[
/ paso de \ ’

Entrada cw_w.mm Salida

Figura 3.3 Efecto de filtrar una onda rectangular modulada.

de banda que deje pasar a las componentes de frecuencia centradas en % w,
y atente las demds componentes. Un circuito resonante R-L-C simple, sin-
tonizado en w = ¢, dejard pasar una banda de frecuencias centrada en t ¢,
y eliminard las demdas componentes. Por consiguiente, es obvio que cuando la se-
fial AANp(7) (figura 3.2i) pasa a través de tal filtro de paso de banda centrado
en +w,, la salida resultante estard dada por flz} cos wc? ¢OMO nos ensefia
la figura 3.3. -
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Figura 3.4 ”b mﬁcnﬂﬁ de un modulador de interrupcién. b) Modulador balanceado de
+ interrupcion (modulador de diodos en puente), que emplea diodos como
intermuptores.
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Al proceso de la traslacién de frecuencia también se le llama conversion
o mezcla de frecuencia. Los sistemas que desempefian esa funcidn se llaman
conversores ¢ mezcladores de frecuencia. Tanto el modulador como el de-
modulador ejecutan la operacidn de trastadar la frecuencia, por lo que tam-
bién nos referimos a ellos como conversores o mezcladores de frecuencia.

En nuestro estudio de las técnicas de traslacion de frecuencia a menudo
nos referiremos a filtros de paso bajo, paso alto y paso de banda. Mediante
el empleo de un gran nimero de elementos, se pueden disefiar filtros con
caracteristicas de magnitud o de fase que se aproximen a la caracteristica
ideal tanto como sea posible; pero en muchos casos, las componentes de
frecuencia no requeridas (que se quieren eliminar) estin tan separadas de las
componentes de frecuencias itiles que se emplean formas muy simples de
filtros.

Sistemas de modulacion {conversores o mezcladores
de frecuencia)

Consideremos a continuacion algunos circuitos simples que llevan a cabo
la moduiacidon. Como el proceso de la modualacidn traslada el espectro de
frecuencia, la salida de un modulador tiene frecuencias diferentes de las que
componen la sefial de entrada. Por lo tanto, es imposible producir modu-
lacidn por medio de sistemas lineales invariantes en el tiempo, debido a que
la respuesta de esos sistemas no contiene frecuencias diferentes a las de la serial
de entrada; sin embargo, se puede efectuar la modulacion mediante sistemas
lineales variables en el tiempo (tales como circuitos de conmutacién o de
interrupcién) o con circuitos que utilizan elementos no lineales. La no li-
nealidad proporciona ¢l verdadero mecanismo de la modulacion, pero se
suele representar un sistema que produce modulacién como un sisiema lineal
variable en el tiempo.

El diagrama esquemdtico de un modulador de interrupcion se muestra en
la figura 3.4a. El interruptor s aiterna entre las terminales ¢ y b, con
frecuencia w,. Durante la mitad del periodo, el interruptor conecta la ter-
minal ¢ con la sefial f{r) y durante la otra mitad, la terminal ¢ esti conec-
tada con . En consecuencia, la onda de salida en la terminal ¢ se interrum-
pe con frecuencia w,. Se puede visualizar la operacién de interrupcion
como una multiplicacién de fA(f) por una onda rectangular p(r). Como ya
hemos explicado, esa forma de onda interrumpida contiene el espectro de
(1) trasladado en w =0, * w,, +2w,, +3w,, ..., etc., y 'a sefial modu-
lada que se quiere f{t) cos w,t se puede recuperar al transmitir la sefial
interrumpida a través de un filtro de paso de banda centrado en £ cw,
(figura 3.3)

En la practica se obtiene ese sistema con un circuito como el que se
ilustra en la figura 3.4b. En este circuito el arreglo de los diodos actia
como el interruptor necesario. Cuando la sefial cos w,! tiene una polaridad
tal que la terminal ¢ es positiva con respecto a la terminal d, todos los
diodos conducen, si suponemos que la sefial cos ¢w.f es mucho mayor que
la sefial f{f). En estas condiciones, el voltaje a través del diodo D, es el
mismo que el del diodo D; de manera que la terminal 2 queda al mismo
potencial que el de la terminal b, Asi, la terminal de salida @ queda conec-
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tada a tierra. Cuando la polaridad de la sefial cos w.f hace que la terminal
d sea positiva con respecto a la terminal ¢, todos los diodos quedan polari-
zados en forma inversa y actian como circuito abierto. En esa condicion, la
terminal ¢ estd conectada con la sefial flr) a través de la resistencia R, Es
evidente que los diodos conectan alternativamente la terminal & con la sefial
flt) y con tierra a una frecuencia «,. En la terminal de salida, un circuito
resonante paralelo sintonizado a la frecuencia w, actila como filtro de paso
de banda. El voltaje de salida constituye la sefial modulada que se busca,
proporcional a flf) cos w!. Notese que el circuito modulador que se ha
estudiado aqui es lineal puesto que la multiplicacion de f{) por una cons:
tante incrementa proporcionalmente la salida; sin embargo, el circuito es
variable en el tiempo, pues sus pardmetros cambian periédicamente. El mo-
dulador que vemos en la figura 3.4b se conoce como modulador de diodos
en puente.

En general, se describe un modulador lineal como un sistema cuya ganan-
cia (o funcién de transferencia) puede variar con el tiempo si se aplica una
sefial variable con el tiempo en algin punto. La ganancia G puede variar
proporcionalmente a la sefial f{7). Asi,

G = E7 )

La portadora cos w,! se aplica a la terminal de entrada (figura 3.52). En
esta forma, la salida seri una sefial modulada Kf{r) cos w7, También se
puede utilizar una portadora para variar el parimetro de ganancia (fige-
ra 3.5b) y f{r) se aplica a las terminales de entrada. El ejemplo del modu-
lador de anillo queda dentro de esta categorfa. Este tipo de modulador
actia como un sistema cuya ganancia varia eatre la unidad y cero, a la
frecuencia de la portadora. En este caso, la variacién de la ganancia en
funcion del tiempo no es sinusoidal sino rectangular. Esto, por supuesto,

f(ty {sefial que varia la ganancia)

COS Wt Kf(t) cos wet
—_— G=Kft -
Entrada ) Salida
a)
Kf(t) cos wt
anﬁnom wet F———
Entrada Salida

cos wt (sefial que varia la ganancia}
. b}

Figurz 3.5 Sistemas lineales de modulacion.
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produce traslaciones indeseables en armodnicas superiores de w,, que se eli-
minan mediante filtros.

En la préctica, los parimetros de ganancia de dispositivos activos, como
los tubos al vacio (u) y los transistores () dependen de los valores de
voltajes y corrientes de polarizacion. Asi, se puede hacer que la ganancia de
estos dispositivos varfe con el tiempo, al variar los potenciales de polari-
zacién, por medio de sefiales adecuadas. Las caracteristicas de esos sistemas
de modulacién {y de demodulacién), que emplean tubos al vacio y transis-
tores se describen en los textos acerca de circuitos electrénicos.

Come dijimos antes, también se puede lograr la modulacion si empleamos
dispositivos no lineales. En la fipura 3.6a, se muestra la caracteristica tipica
de un dispositive no lineal. Un buen ejemplo de ese dispositivo es el diodo
semiconductor.

e —
al
Eiemento na lineal
.*l —_— )
5
R Filtro de
paso de
Vo banda | Kf(t) cos wg
t we
xz |
iz
Pl —— .
Elemento no lineat
b)
¥ < T H —
R
Cos wt l—l
fty t H K(t) cos st
T 1
& ot . L

¢l
Figura 3.6
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Nos podemos aproximar a una caracteristica no lineal de esta clase me-
diante una serie de potencias:

i — ae | be?

Bajo condiciones de seflales prandes, los transistores y los tubos al vacio
también exhiben relaciones similares entre la entrada y la salida. En la
figura 3.6¢ tenemos un arreglo posible para llevar a cabo la modulacion que
emplea elementos no lineales.

Para analizar este circuito, consideremos la conexién en serie del elemen-
to no lineal con la resistencia R como elemento no lineal compuesto, cuyo
voltaje terminal e y corriente 7 se relacionan por la serie de potencias:

t = ae + be?
Los voltajes e; y e, (figura 3.6b): estin dados por
e = cos ot + f(f)

y
g, = co8 w,f — f(f)
Es evidente que las corrientes i; y i, estdn dadas por
1, = ae. + be,?
= afcos of + f{f)] - blecos ot + f{§)]? (3.10a)
: 1, = ajcos wtd — f{)] + bleos wt — f(H)]? {3.10b)

El voltaje de salida vq es:
- v, = 3 0 — iR
Si substituimos 3.10 en esta ecuacion obtenemos:

v,{t) = 2R[2Bf(t) cos w it + af ({)]

Se puede eliminar 1a sefial ¢f{¢) de esa ecuacidén mediante un filiro de paso
de banda sintonizado en <w,, en las terminales de salida. En este circuito, se
pueden emplear diodos semiconductores como elementos no lineales. En la
figura 3.6c, se muestra una versién prictica de ese modulador. Todos los
moduladores que hemos examinado generan sefiales moduladas en amplitud
con portadora suprimida y se llaman moduladores balanceados.

Demodulacion (deteccion) de sefiales moduladas en
amplitud con portadora suprimida

Para recobrar la sefial original f{#) en el extremo receptor, es necesario
demodular la sefal recibida f{¢) cos w,?. Como se ha visto, el proceso de
demodulacién equivale a la traslacion del espectro v se le realiza mediante
la multiplicacion de la sefial modulada f{r) cos w,.t por cos .t (deteccion
sincrona). ‘Por lo tanto, los mismos circuitos que se usaron en el proceso de
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modulacién se pueden emplear para el propdsito de la demodulacion. Sin
embargo, existe una diferencia entre los circuitos de modulacidn y de demo-
dulacion. El espectro de salida del modulador estd centrado en + w, por lo
que es necesario usar un filtro de paso de banda sintonizado en w, en la
salida de dicho circuito. En el caso del demodulador, el espectro de salida
es F(w) y estd centrado en w = 0. En consecuencia, se emplea un filtro de
paso bajo en la salida para eliminar las componentes indeseables de frecuen-
cia alta que estin centradas en *w,, +2w,, +3w,, ..., etc. El demodulador
de interrupcion y el de elementos no lineales se muestran en las figu-
ras 3.7a y 3.7b. Obsérvese que, en la salida de cada circuito, se utiliza una confi-
guraciéon R-C como filtro de paso bajo.

Se puede realizar la demodulacidn al multiplicar la sefial modulada [f(7)
cos w,f] por una sefial periddica de frecuencia w,. Si ¢{t) es una sefial
periddica de frecuencia w,, entonces su transformada de Fourier ®(cw) se
puede escribir como (ecuacién 3.5)

@)« 2m M D, o — nw,)
N=—un
Es obvio que si multiplicamos la sefial modulada f{f) cos w.t por ¢(t), el
espectro resultante estard dado por

F{8) cos w () <> T Flo — w,) -+ Flo + o] * M O e — nw,)

n=—0

o M O (Flw — (n + D,] + Flo —(n — Do,}

(3.11)

Es claro que este espectro contiene un término F{w) que se elimina con un
filtro de paso bajo.

Amplificador de interrupcion

El principio de la traslacion de frecuencia también resulta til en los
amplificadores de corriente directa y frecuencia baja. Por consideraciones
pricticas del tamafio de los capacitores de acoplamiento, es muy dificil
construir amplificadores para frecuencias muy bajas. Como un capacitor
actia como circuito abierto a frecuencias bajas, los capacitores de acopla-
miento, de los que se requicre en los amplificadores de varias etapas son de
gran tamafio. En consecuencia, para amplificar sefiales de corriente directa y
de frecuencias muy bajas, se utiliza el acoplamiento directo. Sin embargo,
este acoplamiento plantea un problema grave de desviacion del punto de
operacién estatica del amplificador. La desviacion causada por los cambios
ambientales hace variar la seiial de salida y la variacioén se confunde con la
que produce la misma seiial de entrada. El problema se resuelve con un
amplificador de interrupcion cuyo funcionamiento consiste, en esencia, en
trasladar el espectro de la sefial de entrada a un rango superior de trecuen-
cia apropisdo en donde la amplificacién se realiza ficilmente. Se demodula
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Figura 3.7 2) Demodulador de diodos en puente. b) Demodulador con elementos no
lineales.
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la sefial amplificada para recuperar la forma amplificada de la sefial original
de frecuencia baja.

Aungue puede emplearse cualquiera de los circuitos estudiados, general-
mente se utiliza un interruptor mecanico para la modulacién y la demodu-
lacién. El interruptor mecénico tiene un conmutador que vibra entre dos
terminales haciendo contacto alternativamente con ellas. Pueste que los pro-
cesos tanto de modulacién como de demodulacion requieren de una porta-
dora con la misma frecuencia, es necesario tener ¢l mismo interruptor para
modular v demodular, como se ilustra en la figura 3.8.

Considérense la seiial de baja frecuencia f{t) v su espectro F{w) de las
figuras 3.8b y 3.8¢c, respectivamente. Como muestra la figura 3.8a, se aplica
la sefial f{#} en las terminales de entrada del amplificador de interrupcién.
El interruptor de entrada pone a tierra a fir) en cada medio ciclo. La sefial
interrumpida que aparece en las terminales ez’ se indica en la figura 3.8d.
Esta sefial equivale a f{¢) multiplicada por una onda rectangular p(¢). El
espectro de la sefial interrumpida en las tenminales ad’ es F,,'(w) como
vemos en la figura 3.8¢ (véase la figura 3.29).

El capacitor de entrada bloquea el espectro centrado en w = 0. Por lo
tanto, el espectro Fpp'(w) de la sefial que aparece en las terminales bb', es
idéntico a F,4/(w) sin el espectro en w = 0. El espectro Fpp'(w) es el de la
figura 3.8g. La sefial que aparece en las terminales &d" es fup'(#) v es la
transformada inversa de Fourier de Fjp'(w). Obsérvese aqui que:

Folo) = F (o) — (o)
entonces

.&.vw\nmw H.\.na\ﬂmv - ‘W.\.Qv

Por lo tanto, obtenemos la seiial fi,+(f) al restar de la sefial interrumpida
Jae'() 1a mitad de los valores instantdneos de la sefial original f{z). Esto
resulta en la forma de onda bipolar fi,,4(¢) que se ilustra® en la figura 3.8f.
Fl resultado se vuelve obvio si se observa que el capacitor de entrada blo-
quea la componente promedio de f,,n(r) y convierte la sefial a la forma
bipolar f51(¢). La sefial fyp1(f) es la sefial de entrada del amplificador.
Notese que fp,(7) va no contiene componentes de frecuencia muy baja por
lo que se puede amplificar ficilmente. Se ha representado la salida del
amplificador en la figura 3.8h. A continuacion, se demodula la sefial por
medio del mismo interruptor; éste pone a tierra la sefial de salida cada
medio ciclo. Obsérvese que los semiciclos a tierra de la entrada y de la
salida son complementarios.

La sefial demodulada que aparece en dd' es fig'(t) y se indica en la
figura 3.8i. En realidad, esa sefial es una version amplificada e interrumpida

* En la realidad los pulsos de la figura 3.8f no seguirdn exactamente la envolvenie
sino presentardn pequehas desviaciones. Esto se debe a que el capacitor no puede
eliminar todo el espectro de frecuencia baja localizado en w=0. FI capacitor bloquea
la sefial =0, pero solamente puede suprimir parcialmente las demds componentes del
rango (U, €Jy). Sin cmbutgo, puesto que Yy ©f muy pequefia (sefisi de muy haia
frecuencia), se justitica el suponer la supresion completa del espectro en el rango (0,
Wy} ¥y la Losviacion de los pulsos resulta despreciable.
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Figura 3.8 (continuacion)

de la sefial original f{r). En consecuencia, se puede recobrar f{¢) si hacemos
pasar la sefial por un filtro de paso bajo (circuito R-C) como el que aparece
en la figura 3.8a. La salida final tiene una inversion de signo; sin embargo,
la mayorfa de los amplificadores también tienen una inversidon adicional de
signo (cambio de fase de 180°). En esos casos, la sefial de salida es una
forma amplificada de f{z} sin inversidn de signo.

3.3 MODULACION EN AMPLITUD CON PORTADORA
DE ALTA POTENCIA (AM)

Hemos vista.que en los sistemas de portadora suprimida se necesitan
circuitos complejos en el receptor para generar una portadora de la frecuen-
cia exacta que dé lugar a la deteccién sincrona; pero esos sistemas son muy
eficientes en lo que se refiere a los circuitos de potencia en el transmisor.
En las comunicaciones de punto a punto, en donde existe un transmisor por
cada receptor, tal complejidad del receptor, estard justificada cuando redun-
de en grandes ahorros en el costoso equipo transmisor de alta potencia. En
cambio, en un sistema de radiodifusion con una multitud de receptores por
cada transmisor, resulta mas econdmico tener un solo transmisor costoso de
alta potencia y receptores mas simples y econdmicos. En esas aplicaciones,
junto con la sefial modulada con portadora suprimida f{f) cos w,t se trans-
mite una sefial de portadora de alta potencia que elimina la necesidad de
generar la sefial portadora en el extremo receptor. Por lo tanto, la sefial
transmitida es aqui pap(£) ¥ estd dada por

waall) = F{t) cos ot + A cos et (3.12a)

Es obvio que el espectio de ¢ap(#) es el mismo que el de fir) cosw,t
excepto que existen dos impulsos adicionales en tw, (figura 3.9):

pax(t) ¢ g Flo + o) -+ Flo — o))
' e m AT = m) E o — w)] (3.12b)
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la sefial modulada wup(¢f) se ilustra en la figura 3.9. Esta sefial (ecua-
ciéon 3.12a) se puede escribir como:

wanlt) = [4 + f(£)}] cos w,t (3.13)
Es claro que se puede considerar la sefial modulada ¢, n(7) como sefial
portadora cos w.f, cuya amplitud estd dada por [A + f{#)]. La envolvente
de la sefial modulada es de la forma de onda de f{¢) aumentada en una
constante 4. Por lo tanto, en este caso la recuperacion de la sefial f{t) se
reduce simplemente a la deteccion de la envolvente. Notese que la constante
A debe ser suficientemente grande para conservar exactamente la forma de
la onda envolvente Ar); si A no es suficientemente grande (figura 3.9¢),
entonces la forma de onda envolvente no es igual a la de f{r), por lo que
ésta no se puede recobrar mediante un simple proceso de deteccién de la
envolvente, sino que se le detecta con el método de deteccion sincrona (al

f(t) ROy LF@)
N
/\l\ t—
a) b}
o (8 = [A + [{(t)) cos wt
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multiplicar por cos w,f). Entonces, 4 debe ser suficientemente grande para
que [4 + flt)] tenga siempre valor positivo. Esto es posible si

A > | f () mix (3.14)

Describiremos mas adelante la técnica de la deteccidn de la envolvente, en
esta misma seccion.

Las sefiales moduladas, que contienen portadoras de alta potencia tales
que satisfacen la condicion de la ecuacién 3.14, se liaman simplemente sefia-
les de amplitud modulada (AM). Asi, la sefial [4 + f(r}] cos w,’ (figu-
ra 3.9e) se llama sefial de AM mientras que se habla de A7) ¢ w,yt
(figura 3.1d) como sefial de AM-PS. Veremos a continuacién que las sefiales
de AM son mis ficiles de generar y demodular que las de AM-PS. Se
estudiardn algunos de los métodos empleados para la generacion y ta demo-
dulacion de las sefiales de AM.

La generacién de seiales de AM

Como en el caso de las sefiales de AM-PS, también las de AM se generan
mediante un modulador de interrupcién y moduladores que emplean dispo-
sitivos no lineales. En el modulador de interrupcion (figura 3.10a), la seiial
modulante f{¢) con la portadora en serie queda conectada por medio de un
conmutador que opera a la frecuencia w,. El funcionamiento del conmu-
tador equivale a la multiplicacion de la sefial de entrada por una onda
rectangular p(¢) de frecuencia w, Obtenemos el espectro de la sefial resul-
tante ¥(#) por la convolucion de los espectros de [fiz) + & cosw,.f] v plt),
como se indica en la figura 3.11. La convolucidn proporciona el espectro
requerido centrado en tw,, ademis de otras componentes indeseables de
frecuencia en w =0, + 3w,, +5w,,..., etc.,, que se eliminan mediante un
filtro de paso de banda sintonizado en w,. El desarrollo analitico de esto se
deja como ejercicio para el lector.

Se puede construir un conmutador con un diodo, como nos muestra la
figura 3.10c. Si suponemos que el diodo es ideal (resistencia directa cero y
resistencia inversa infinita) y si la magnitud de la portadora es mucho mids
grande que el valor pico de f{r), entonces el diodo actia justamente como
conmutador que se cierra cuando la sefial portadora es positiva y se abre
cuando es negativa. En consecuencia, el diodo interrumpe la sefial de entra-
da a una frecuencia w, obteniéndose una sefial v(¢) cuyo espectro se mues-
tra en la figura 3.11c. Cuando se transmite esta sefial por un filtro de paso
de banda sintonizado en w,, se obtiene la seiial requerida. Obsérvese que el
diodo elimina la parte negativa de la sefial compuesta [f{(r) + k cos w,t]. Se
tiene una rectificacién de media onda de la sefial de entrada, por lo cual
este tipo de modulador también se conoce como modulador det tipo recti-
ficador.

Cuando en un sistema modulador se emplea un dispositive no lineal, este
iiltime proporciona el mecanismo de medulacion (figura 3.10b). Si supo-
nemos que para la configuracion formada por el dispositivo no lineal y la
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Figura 3.10 Generacién de una sefial de AM.
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Figura 3.11
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resistencia R, de la figura 3.10b, se cumple una relacion de seric de poten-
cias entre el voltaje y la corriente,

t = ae + be? (3.15)

entonces se puede demostrar ficilmente que la sefial v(¢) consta de términos
que representan la sefial modulada y téminos indeseables que se eliminan
mediante un filtro de paso de banda sintonizado en w,. Un diodo semicon-

ductor se asemeja mds al elemento no lineal que satisface la ecuacion 3.15,
que el diodo ideal.

Demodulacion de las sefales de AM

Se pueden detectar las sefiales de AM con las técnicas de deteccidn sin-
crona que se examinaron en las seilales de AM-PS. Sin embargo, para demo-
dular las sefiales de AM, se pueden usar técnicas mds simples. Clasificaremos
los detectores de sefiales de AM en detectores rectificadores y detectores de
envolvente. Ambos detectores parecen equivalentes, pero funcionan con prin-
cipios enteramente diferentes, El detector rectificador opera bajo el principio
de deteccidn sincrona, mientras que el detector de envolvente es un circuito
no lineal cuya salida tiende a seguir a la envolvente de la seilal de entrada.
Vamos a considerar individualmente cada detector.

Detector rectificador

Este circuito (figura 3.12) es esencialmente igual al modulador rectifi-
cador con la diferencia de que no necesita la seflal portadora, El circuito
del detector rectifica simplemente la sefial modulada; la sefial rectificada es
la original sin los ciclos negativos. Esto equivale a multiplicar los valores

j;, / \ = 1A+ £(6)]
’ \ N / -
7] A J\ ,/ f /] A Kr 1
/ i L)
_, ) ,, /
il |

il N
= — T

Filtro de "
A + f(£)] cos wet Emo:wm_.o RZ L

Figura 3.12 Detector rectificador.
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positivos de la sefial por uno y los valores negativos por cero. Por consi-
guiente, la rectificacidn equivale evidentemente a la multiplicacion de la
sefial modulada por una onda rectangular p(r) de frecuencia w,. Por lo
tanto, se obtiene el espectro de la sefial rectificada por medio de la conve-
lucion del espectro de 1a sefial modulada con el de p(f). Vemos el resultado
de la convolucion grifica en la figura 3.13f. Es obvio, seghn la figura, que
se puede recuperar la sefial f{¢) si se hace pasar la sefial rectificada por un
filtro de paso bajo. La salida de un filtro de paso bajo todavia contiene un
término de corriente directa (impulso en el origen), al que se elimina colo-
cando un capacitor C a la salida del circuito (figura 3.12). La determinacion
analitica de la convolucion de los espectros de pap (¢} (ecuacion 3.12b) y
de p(7) (ecuacién 3.8) es sencilla. También podemos usar directamente el
resultado de la ecuacidén 3.9:

1 1 & —1)ér-1)2
Paullp(l) <> 5 Baylw) + - M Ailva| Ol — nw,) (3.16)

Por 1a ecuacion 3.12b, tenemos que
Dyplw) = HF(w + o) + Flo — o))
+ 7Ald(0 + @) + do — )] (3.17)

\?
\\ﬂca | /W./
—
111 — )
= 5
k ;\: b}
\
Plw)
() e U
- ~
e \\ ~ N
- N
\.\ N
S —_— | ~N
¢ — 200 —we _O W 2w
¢ d) w—>
’ v
/ ) .
/
7 \ _“
' _— - -
\ >
%j R
> =2w,
el

Figura 3.13
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Al substituir la ecuacién 3.17 en la ecuacién 3.16 se obtiene todo el es-
pectro que se muestra en la figura 3.13f. En este espectro, sdln nns interesa
la componente de frecuencia baja (el espectro centrado en w = 0), dada por
los términos correspondientes a n == 1 en la suma de la ecuacidon 3.16. El
lector puede comprobar ficilmente que ia salida e,(¥) estd dada por

mcSIW Flw) + 24 (o)

1
ety = —[4 + f(t)] (3.18)

Se puede duplicar la salida ey(f} de la ecuacion 3.18 por medio de un
rectificador de onda completa, en lugar del rectificador de media onda de la
figura 3.12.

Notese que la deteccion del tipo rectificador es esencialmente una detec-
cién sincrona, pues la operacion de rectificacion equivale a la multiplicacion
de la sefial modulada por una sefial periddica (onda rectangular) de frecuen-
cia w,. Es importante darse cuenta de que la multiplicacion se lleva a cabo
sin sefial portadora alguna. Esto es consecuencia del alto contenido de por-
tadora en la seflal modulada misma. Si no estuviera presente la portadora
(como en el caso de la portadora suprimida), entonces la operacion de
rectificacién no seria equivalente a la multiplicacién de la sefial de entrada
por p(t). En general, para una sefial de AM, si no se satisface la condicién
de la ecuacion 3.14, a saber:

4+ f(5)] >0

entonces no se puede usar el detector de tipo rectificador; si se satisface la
condicibn, los puntos en que la sefial recibida [4 + ff)] cos w,t cruza el
eje horizontal estan colocados peridédicamente y el proceso de rectificacion
equivale a multiplicar la sefial por p(r); sin embargo, si no se satisface la
condicion [4 + A7)0 para cualquier valor de 7, la amplitud 4 + f(f) cam-
bia del signo positivo al negativo y viceversa. De esta manera, existirin otros
puntos en que la sefial medulada cruza el eje horizontal no necesariamente
colocados periddicamente. Vermos que, con esa condicién, la rectificacién no
equivale a la multiplicacién por p(f) y el método de la rectificacion sirve
para demodular estas sefiales. En esos casos, se puede recobrar la sefial Ar)
mediante la deteccién sincrona, que requiere de una portadiora local para la
multiplicacion en el receptor.

Lo tratado anteriormente también nos sugiere otra posibilidad de detec-
cion de sefiales con portadora suprimida (en general, sefiales que no satis-
facen la condicién de la ecuacién 3.14). Podemos agregar a esas sefiales
determinada cantidad de potencia de portadora con el objeto de satisfacer

4 +fH]=>0

para rectificar y filtrar esa sefial y recobrar f{r). Asi, en lugar de usar Ia
portadora para multiplicar la sefial f{¥) cos w,?, agregamos a la sefial modu-
lada una portadora con potencia suficiente para hacer posible su deteccion

para cualquier valor de ¢

para cualquier valor de ¢
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con la técnica de deteccion por rectificacion. Estudiaremos en detalle este
topico en la seccidn 3.6,

Detector de envolvente

En este tipo de detector la salida sigue la envolvente de la sefial modu-
lada. El detector de envolvente es esencialmente un circuito rectificador con
un capacitor a través de las terminales de salida, como se muestra en la
figura 3.14.

En el ciclo positivo de la sefial de entrada, el capacitor C se carga al
voltaje pico de esta sefial. Cuando la sefial de entrada es menor que este
valor pico, hay un corte del diodo, debido a que el voltaje del capacitor
(aproximadamente el valor pico) es mayor que el voltaje de la sefial de
entrada. El capacitor se descarga lentamente a través de la resistencia R. En
el pico del siguiente ciclo positivo, 1a sefial de entrada es maés grande que el
voltaje del capacitor y el diodo conduce. El capacitor se carga al valor pico
de este nuevo ciclo y se descarga lentamente durante el periode de corte,
con un cambio muy pequefio en su voltaje de carga.

Constante de
> —— tiempo RC
H /NN::E grande

[A + f(t)] cos et c vo(t)

. » Figura3.14 Detector de envolvente.

Durante cada ciclo positivo, el capacitor se carga ai voltaje pico de la
seflai de entrada y permanece con este voltaje hasta el signiente ciclo posi-
tivo. La constante de tiempo RC del circuito de salida se ajusta para que la
disminucion exponencial del voltaje del capacitor, siga aproximadamente la
envoivente duranic <& periodo de descaiga (véase el problema 9); el voltaje
a través del capacitor ha adquirido un rizo indeseable de frecuencia We, QUE
se elimina con otro filtro de paso bajo.

Aparentemente, el detector de envolvente es un detector rectificador con
un filtro de paso bajo proporcionado mediante el circuito R-C. Eso no es
cierto. El detector rectificador es un sisterna lineal de pardmetros variables
en el tiempo, mientras que el detector de envolvente es un sisterna no
lineal. Tos dos sistemas funcionan a partir de principios completamente
diferentes, aunque la salida final sea la misma. Se entiende ficilmente el
motivo por el cual el rectificador seguido de un filtro produce la envolvente
de la sefial nodulada. La rectificacion corta los ciclos positivos y el filtro de
paso pajo produce la componente de frecuencia baja, que es el promedio
de la sefial restante {ciclos positivos). Se trata obviamente, de la envolverite de
la sefial modulada.
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De lo que hemos estudiado, podemos deducir claramente que _mme_mmm
del detector de envolvente es 7 multiplicado por la del detector ._.woﬁ icador
(ecuacién 3.18). Por lo tanto, el am\a&oﬁz% wio.Eo:ﬂm no solo es Em_m
simple que el detector rectificador, sino ESEa:.Emm.aQO:S. En naonmmnﬂm:nam
el empleo del detector de envolvente es casi universal en ._m maoeow
sefiales de AM. Todos los receptores comerciales de AM tienen detectores

de envolvente.
Contenido de potencia de las bandas laterales

y de la portadora en AM

En las sefiales de AM, la informacién no estd contenida en la portadora
de modo que la potencia transmitida en dicha sefial representa un desper-
dicio. Resulta interesante encontrar el contenido relativo am\voazo_.m en la
portadora y las bandas laterales (que contienen la informacion efectiva). La
sefial modulada estd dada por:

warlf) = A cos wf + fit) cos o
o portadora bandas
laterales
La potencia P, en la portadora es el valor cuadritico medio de A cos w,?
y es claramente A2/2: "

c S

La potencia P; de las bandas laterales es el valor o:mm;\_.mno medio @m it
cos w,t, que es igual a la mitad del valor cuadritico medio de A1) (véase el
ejemplo 2.1, ecuacion 2.25):

P, =31
La potencia total Py es P, + Py

LC« = P, P, = 4[4F -T.\_NQZ

El porcentaje de la potencia towal contenida en las bandas laterales es 0,
dado por

[ .mw . )
i ¥ L00RY |t:|u.[ > 1009, (3.1%)

P A2 fRt)

=

Notese que para AM, [{Olna <A. In el caso especial en que f(¢) es,
serial sinusoidal,
fiy = wmd cos o f

m se llama indice de modulacién, y debe ser menor o igual a la unidad
(m = 1). En la figura 3.15 vemos dos sefiales con m = 0.5 y m = 1. En este
¢aso,

— ()2

Pl IR

o
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N =— x 1009 (3.20)
Con la condicién de que m < 1, se ve ficilmente gue

Nmdx == § X 1009, = 33.39

Entonces, en el méiximo indice de modulacién (m = 1), la eficiencia de Ia
transmision es del 33 %. Con esta condicidén, el 67% de la potencia esti
contenide en la portadora ¥, como tal, representa un desperdicio. En valores
de m menores que la unidad, la cficiencia es menor del 33 %. Notese que,
para AM-PS, no existe la portadora y la eficiencia es del 100 %.

m

hY

it
i

A
e

d

WS b) /

Figura 3.15

34 TRANSMISION DE BANDA LATERAL UNICA

En ¢l proceso de modulacién en amplitud, ¢l espectro original F(w) se
traslada en + w,, como se muestra en la figura 3.16b. La sefial modulante
ocupa el ancho de banda w,, (figura 2.16a), mientras que la sefial modu-
lada ocupa un ancho de banda 2w,,. Por lo tanto el pIecio que se paga por
la traslaciéon de frecuencia que hasta aqui hemos estudiado, implica un
ancho de banda doble. Sin embargo, la situacién no es irremediable,

La figura 3.16b nos muestra que, al transmitir el ¢spectro completo, se
transmite informacion redundante. El espectro F(es) se ha trasladado a Wy
4 —w,. Estos dos espectros son idénticos, y cada uno de ellos contiene
toda la informacion acerca de F(w). Se podifa pensar entonces en transmitir
sOlo uno de ellos; sin embargo, esto es imposible pues, como se ha demos-
trado en el capitulo 1, el espectro de cualquier sefial fisica, es funcién par
de ¢. Un espectro que no es simétrico con respecto al eje vertical que pasa
por el origen no representa a una sefial real Y. en consecuencia, no se puede
transmitir. Existe otra forma de resolver este problema.

Observamos que el espectro centrado en w, esta compuesto por dos
partes: una porcién queda por encima de w, y se conoce como banda
lateral superior y la otra queda por debajo de W, ¥ se conoce como banda lateral
inferior. De. igual manera, el espectro centrado en - w, contiene bandas
laterales superior e inferior (figura 3.16b); obsérvese en la figura 3.16b
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que las dos bandas laterales superiores {0 las ao.m inferiores) MQEMQMMM
la informacion completa de F{w). En consecuencia, en Emmh. le W.os
mitir el espectro completo de la figura w.#mc, es m:moa:ﬁ anm:::M M ﬂﬁ “
las bandas laterales superiores o las inferiores (como se ilustra en la ﬂwmmo
ras 3.16c y d). Notese que cada una de las dos bandas laterales superiore

Flw)

Banda lateral Banda lateral Banda latera| Banda lateral
superior inferior inferigr

]
e
(2]
—

g
d)

Figura 3.16

inferiores es funcién par de w y por lo tanto, representa una %EM real. Se
puede recobrar la sefial original fir) a partir de _mm. bandas later es. EM@-
riores o inferiores por medio de la Qmm_mﬁo:. apropiada de ?wo:a:ﬂﬂ : M
este caso, para transmitir dichas bandas, :mnmmjm.ﬁom solamente la mi mH et
ancho de banda (w,,). Este modo de transmision se conoce como Ir >
misién de banda lateral tnica (BLU), en 8:.558 con la transmision
banda lateral doble (BLD) que se estudio anteriormente.

o -
Generacion de seiiales de banda lateral Gnica

Para generar una sefial de BLU solo tenemos que eliminar una de las bandas
laterales de las seiiales moduladas que obtuvimos con los moduladores balancea-

5 1 io : : {eni BLU, se puede consultar una
* Pary mas informacion acerca de las .ﬁwnEomm de U, :
mn:QM.,“EcmvncE del IRE sobre la transmisidén de BLU. Single Sideband Issue, Proc.

IRE, Vol. 44, N.° 12, diciembre, 1956.
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dos mencionados anteriormente. Se hace pasar la sefial de amplitud modulada
con portadora suprimida que se obtuvo con el modulador balanceado, por un
filtro de paso de banda apropiado, que transmitird las bandas laterales
deseadas e impedirz el paso de las demas bandas laterales. Para que un
filtro pueda desempefiar esta funcion deberd tener en la frecuencia w,,
una caracteristica muy cercana 2 la de un filtro ideal, es decir, una carac-
teristica de corte pronunciada en w, con el objeto de rechazar todas las
frecuencias situadas a un lado de Wy ¥ admitir todas las del otro lado.
Desde un punto de vista prictico, es ficil disefiar un filtro con esa caracte-
ristica en frecuencias bajas. Por esta razén, se traslada el espectro F{w)
primero a una frecuencia menor twe,, en donde se elimina una de las
bandas laterales; después de esto el espectro se traslada desde tw,, a la
frecuencia superior que se busca =+ wy. La traslacion se puede llevar a cabo
en pasos sucesivos. Se traslada el espectro F{ew) a una primera frecuencia
baja £ w, , en donde se atentia una de las bandas laterales. Debido a que la
accién del filtro no es perfecta, el espectro con una sola banda en + we,
ain contiene algunas bandas laterales residuales indeseables; entonces, este
espectro se cambia a una frecuencia intermedia We,» en donde se le vuelve
a filtrar para eliminar las bandas residuales. Finalmente, el espectro se lleva
a la frecuencia superior descada co,.

Se simplifica mucho el problema de fittrar cuando la sefial modulante no
tiene un contenido importante de componentes de frecuencia baja. En esos
casos los filtros de BLU no necesitan tener una caracteristica pronunciada a
la frecuencia de corte, pues la potencia de las componentes que se encuen-
tran en la region de transicion (centradas en la portadora) es despreciable.
Las sefiales de voz es un ejemplo de lo anterior en donde las componentes
de baja frecuencia son de potencia relativamente baja. En cambio, eso no
sucede con las sefiales de televisién.

Método de desviacion de fase

También se pueden generar sefiales de BLU con un método indirecto de
desviacién del espectro de fase. Para entender mejor, considérese primero el
caso de una sefial sinusoidal A7) = cos w,t. Aqui F(w) estd representada por
dos impulsos en g (figura 3.17a). La seftal modulada, cuya portadora es
Cos W, estd dada por cos wef cos w,yf y su espectro F(w) estd desplazado
en tw. (figura 3.17b). El espectro de BLU (banda lateral inferior) estd
dado por dos impulsos en * (w, —~ W), como vemos en la figura 3.17¢. Es
evidente que la sefial que corresponde a este espectro de BLU (figura 3.17¢)
esta dada por cos(w, — wy)t. Por lo tanto, la generacion de una sefial de
BLU, para el caso especial de f{f) = cos st equivale a la generacion de la
sefial cos (w, — wyt.

De la identidad trigonométrica, tenemos:

€os (w, — @)t = cos wf cos mt 1 sen mt sen w,it

Asi, se produce la sefial de BLU deseada al sumar cos el COS ! Y sen
wsl sen wgt. Se genera ficilmente la funcién cos Gt cos we! con cualquier
modulador balanceado de los estudiados anteriormente. Podemos expresar la
funcién sen wyr sen w.t como cos (gt — 7/2} cos (wet — wf2).
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Flw)

-y 0wy W —
a)
Espectro BLD
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—{we + wy) —we (o — wy) 0 (we—ws) we (e + ws)
b} w—>
Espectro BLU

—{we — wy) 0 (we—w) ©—>
c)
Figura 3.17

En consecuencia, esta sefial puede producirse con un modulador balan-
ceado siempre que se desplacen las fases de la sefial coswgt y de la porta-
dora en — @2 (figura 3.18). Aunque se ha deducido este resultado para el
caso especial de f(r) = coswyl, también es vilido para cualquier forma de
onda. Esto se debe al hecho de que podemos expresar cualquier forma de
onda como suma continua de sefiales sinusoidales (o exponenciales). Por lo
tanto, la sefial de BLUPS que corresponde a f{f) estd dada por (figu-
ra 3.18)

epult) = f(t) cos wt + fu(l) sen wf

en donde fn(f) es la sefial que se obtiene al desviar la fase de cada
componente de f{r) en — /2. El esquema de ese arreglo se muestra en la
figura 3.18.

Modulador | f(t) €08 @t
balanceado

\ COS wet o————9

fit)

T
Ot =3

Sefial BLU
O
5N et
Modalador £t sen e
\i‘_lw_ﬂﬂl_ bhalanceado

Figura 3.18 Método de desviacion de fase para generaf sefiales de BLU,

[SE
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| H{w) #cw)
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0 W 0 o —
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a) h)
Figura 3.19

A continuacion, se demostrard en forma rigurosa este resultado para cual-
quier sefial f7). Un sistema que se emplea para desviar en — /2 la fase de
las componentes de frecuencia tiene una funcion de magnitud unitaria. Por
tanto, las magnitudes de las componentes de frecuencia no se alteran, pero la
fase de todas las componentes de frecuencia positiva queda desplazada
en — a/2, Puesto que el espectro de fase es una funcién impar de w, las
fases de todas las componentes de frecuencia negativa estin desplazadas
en + m/2. Vemos el espectro de magnitud y de fase de un sistema de desviacion
de fase en la figura 3.19.

Por lo tanto, la funcién de transferencia H(w) de este sistema de desviacién
de fase estd dada por:

. *

H(w) = |H(w)|

— pilr/e—vulw)] ”.u..ml.niav {3.22)
y, si
J{t) > Flo)
Entonces
fult) = jF{w)e i (3.23)

Del teorema de la modulacién se deduce que:

ft) cos ot H[Flw + o) + Flo — w,)] (3.24a)

y, de las ecuaciones 3.23 y 1.116b:
fult)sen wd«s — L[ Flo + w)e/m@red _ By — @ e imse—od] (3 24h)
y
[f () cos et + fr(t) sen w ]« $F (o — w)[1 + e imuto—oc
) + 1F(w + ol — ¢ Tuleted] (3 a5)
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Notese que
0 w < W,
ww — w,) =
¢ 1 W > w,
En consecuencia,
2 W < W,
i+ mluq:ﬁ.c\énv .
i

0 W > W,

Pero esto, por definicion es 2u(w, — w). Por lo tanto,

1+ mlu.u:?clel _ w?Aﬁcn — ocv AwMQQ\V
De igual manera
1 — @Imn:ﬁs‘fen_ — Wﬂﬁﬁﬁcn + SV Awwmvv

Al substituir la ecuacién 3.26 en la ecuacién 3.25, obtenentos:
f(t) cos wt + [filt) sen wf > [Flo — wjule, — o)
A4 Flo + oJu(o + o)] (3.27)

El espectro del segundo miembro de la ecuacidn 3.27 representa precisa-
mente las bandas laterales infedores de [F{w — w,) + Flw + w,)]. El tér-
mino Aw - weN(w, —) representa las bandas laterales inferiores de
Fw — w,) debido a que u(w, —w)=0 para w>w,, de .Boao que se
suprime la banda lateral superior de F{w —w,). De igual manera,
Flw + w, u(w + w,) representa la banda lateral inferior de Flw + w,), de-
bido a que u(w +w;)=0 en w<—w, con lo cual se suprime la banda
lateral superior de F{w + w,). Asi, la sefial de la ecuacion 3.25 expresa E
banda lateral inferior de la sefial de BLU. El lector puede demostrar que, si
en lugar de sumar, se resta fj(7) sen w.t de fir) coswet, la sefial resultante
es la banda lateral superior de la sefial de BLU. Asi, una sefial de BLU-PS,
wpLu(?) queda expresada como

oLult) = F(E) cos wt 4 fo(t) sen ot (3.28)

en donde el signo positivo en el segundo miembro genera la banda late-
ral inferior de la seiial de BLU y el signo negativo genera la banda lateral
superior. La sefial f;,(r) es la respuesta del circuito de desviacion de fase
(figura 3.19) a la sefial f{r). Es facil expresar f,{¢) en términos de f{¥) por
medio de la ecuacién 3.23: B

Full) <> §F(w)emimule
Obsérvese que

—1 w >0
ml?::eu —
1 w << 0
~ —sgn (@)
En consecuencia
£(B > —jF(w) sgn () (3.29)
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Por la ecuacién 1.113, tenemos

L <> 8gn {w)
t

Al aplicar el teorema de la convolucién en el tiempo a la ecuaciéon 3.29, se
tiene*

1 1
A Hkli s (3.30)

Demodulacion de las senales de BLU-PS

Para recobrar a Rt} a partir de la sefial de BLU, tenemos que retrasladar
el espectro de la figura 3.16c a su posicion original (w = 0) lo cual se
puede realizar ficilmente mediante la deteccidon sincrona. La multiplicacion
de la sefial de BLU por cos w,t (deteccidon sincrona) equivale a la convolu-
cion del espectro de la misma con el espectro de cos w,t (dos impulsos en
* w,). Esto se muestra en la figura 3.20 con respecto a las bandas laterales
superiores. Es claro que la convolucion produce F(w) y una sefial adicional
de BLU-PS que tiene una portadora de 2w,.. Se puede eliminar la segunda
parte mediante un filtro de paso bajo. Asi, la demodulacion de seiiales de
BLU se lleva a cabo con la deteccion sincrona. Para obtener analiticamente
ese resultado procedemos como sigue.

En la deteccién sincrona, la salida egy(¢) del demodulador estd dada por
{de acuerdo con la ecuacion 3.28)

ey(t) = pyrylt) cos et = f(t) cos® wd = f,(f) sen w,t cos w,t
= §f{t) + [f(t) cos 2 t L f,(¢) sen 2w t]  (3.31)

mensaje BLU con portadora 2m,

La cantidad entre paréntesis en el segundo miembro de la ecuacion 3.31
es idéntica a la sefial de BLU de la ecuacion 3.28, con la diferencia de que
la frecuencia portadora es 2w,. Asi, la detecciéon sincrona de una sefial de
BLU produce la sefial original f{(¢) mds otra sefial de BLU con una portadora de
2w, que puede eliminarse con un filtro apropiado para recobrar fiz).

Se puede llevar a cabo la deteccion sincrona de las sefiales de BLU con
cualquiera de los circuitos que se muestran en la figura 3.7. Para la detec-
cion sincrona hay que generar una portadora local de frecuencia w, con la
fase correcta (en fase con la portadora de la sefial recibida). Cualquier error
en la frecuencia, o en la fase de la portadora local, origina una distorsion,

* La ecuacion 3.30 define la transformada de Hilbert de f(r). La funcién Jp{) es Ia
transformada de Hilbert de f(r). La funcidn fR(f) también se conoce como funcién de
cuadratura de f(f) debido a que cada componente de frecuencia de f{#) estd en cuadra-
tura de fase con la de fu(#), como se ve en la figura 3.19. La integral de la ecua-
cidon 3.30 es.mpropia v se permite la divergencia en =17 al tomar el valor de la
integral segfin el principio de Cauchy.
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Fi{w) (BLW
Fi(0) —

Folw)

e We W ——

Fifw) Fy(w)

1 F1(0)

|

—2w, -

6] Wy 2w,

Figura 3.20 Demodulacién de una sefial de BLU.

La naturaleza de esta distorsion serd objeto de estudio detallado en la sec-
cion 3.5.

Demodulacién de BLU {con portadora de alta potencia)

Considererios a continuacion las sefiales de BLU con portadora de alta
potencia. A esas sefiales se les llama sefiales de BLU (en contraste con las
sefiales de BLU-PS) y se les expresa como:

@(t) = 4 cos ot + [f(t) cos wt + fi(t) sen w,f]

Se ve ficilmente que podemos recuperar f{f) a partir de (r) mediante la
deteccidn sincrona fal multiplicar @(t) por cos wt]. Sift embargo, la ampli-
tud 4 de la portadora adicional es bastante grande, se recupera f{f) con el
detector de envolvente o rectificador. Esto se comprende mejor al expresar
1) en la forma siguiente:

[4 + f(B)] cos w.t + f(f) sen et
= e{t) cos (et + 6)

@(t)

en donde

e(t) = {[4 + fOF + f30}*
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B(t) = —tan—! _HMMWWQH_

Es evidente que e(f) es la envolvente de la sefial BLU p(r). Si se aplica o(r)
a la entrada del detector de envolvente, la salida serd e(r):
ef) = {4 -+ f(O + 20
2@y S S
]

Si A > |f(r)l, entonces A 2 |f, (1) vy los términos f2(¢)/A4% y f2(£)/4? resul-
tan despreciables; entonces:

e(t) ~ m_HH + w&l;

Si se emplea el desarrollo del binomio y se desprecian los términos de
orden mas alto [ya que f{r)/4 € 1], obtenemos:

e(t) ~ m_wu ;L%H_

=4t fi

I

Es evidente que, con portadora de alta potencia, la envolvente de () tiene
la forma de f{r) y se puede demodular la sefiai con un detector de envol-
vente. La sefial de video en la difusion de televisién se transmite por BLU
con poertadora de alta potencia.*

3.5 EFECTOS DE LOS ERRORES DE FRECUENCIA Y FASE
EN LA DETECCION SINCRONA

Se pueden demodular las sefiales de AM mediante detectores rectifica-
dores o de envolvente sin portadora local en el receptor. Debido al alto
contenido de portadora en la sefial transmitida en dichos sistemas, no es
necesario generar una portadora local. Sin embargo, en AM-PS (BLD-PS y
BLU-PS), hay que generar una portadora local en el receptor con el fin de
producir deteccion sincrona, Lo ideal seria que la frecuencia de la portadora
local fuese idéntica a la frecuencia de la portadora en el transmisor; de la
misma manera, las fases de la portadora local y la portadora de referencia
de la sefial recibida deben ser iguales. Cualquicr discrepancia en frecuencia y
en fase de la portadora localmente generada da lugar a una distorsion en
la salida del detector. Ya se ha observado el efecto del error causado por la
diferencia en frecuencia de la portadora local (ecuacién 3.4). Aqui, estudia-
remos el tema con mias detalle para las sefiales de BLD y BLU.

* El sistema de TV utiliza una forma ligeramente modificada de BLU, que se lama
sistema de banda lateral residual. Lo estudiaremos plenamenie en la seccién 3.8.
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1. BLD-PS

Sean flr) cos w.t la seiial recibida y cos [(w, + Aw)r + ¢] la portadora
local. En este caso los errores de la frecuencia y la fase de la portadora lo-
cal son respectivamente Aw y ¢.La deteccién sincrona se lleva a cabo al
multiplicar la sefial recibida por la portadora local y hacer pasar el producto
a través de un filtro de paso bajo como se ilustra en la figura 3.1f. El
producto g4(t) estd dado por:

e{t) = f{t) cos w it cos [{w, + Aw)t — ¢]
= 1f{B)icos [{(Aw)t + $] + cos [(20, + Aw)t - $1}  (3.32)

Ei segundo témmino del segundo miembro representa la sefial con el espectro
centrado en una frecuencia alta (2w, + Aw) v se elimina mediante un filtro
de paso bajo con frecuencia de corte w,, (figura 3.1f). La salida del filtro esta
dada por

e,(t) = 3f(0) cos [(Aw}t + ] (3.33)

A partir de esta ecuacidn, es evidente que la seiial de salida no es solamente
An sino f{r) multiplicada por otra funcidén del tiempo; por lo tanto, la
seiial de salida estid distorsionada. Notese que, si Aw y ¢ son cero (st no
hay error de fase o de frecuencia), entonces

eft) = /(1)

Como era de esperarse.

Considérense los dos casos especiales siguientes:

1. Am =0 y & %0 (error de fase solamente)
2 A0 F0 vy $=0 (error de frecuencia solamente)

Si Aw =0, la ecuacidon 3.33 se reduce a:

e,(t) = £/ (t) cos ¢

Evidentemente, esta salida es proporcional a f{z) cuando ¢ es una cons-
tante. La salida es midxima cuando ¢ =0 y es minima {cero) cuando
¢ =+ w2 Asi, el error de fase en la portadora local causa una atenuacion
de la sefial proporcional al coseno de dicho error. Sin embargo, no existe
distorsion en la forma de onda de la sefial, sino sdlo atenuacion, siempre y
cuando ¢ sea constante. Desafortunadamente, como consecuencia de las
variaciones en la trayectoria de propagacion debidas a cambios aleatorios en
las condiciones de la ionosfera, el error de fase ¢ por lo general varia en
forma aleatoria con el tiempo. Esto conduce a variaciones del mismo tipo
en la fase de la sefial de entrada, que a su vez, causan que la diferencia de
fase entre esta sefial y la portadora local varie aleatoriamente en funcién del
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tiempo. Asi, el factor de ganancia cos ¢ en el receptor varia en forma
aleatoria, lo cual es claramente indeseable.

En seguida, consideremos el caso para el cual ¢ =0y Aw #0. La ecua-
cidn 3.33 se transforma en:

e,(t) = Lf(t) cos (Al

Aqui, la salida no es una réplica atenuada de la sefial original sino que
estd distorsionada. Puesto que Acw suele ser pequefio, la salida es la sefial
) multiplicada por una sinusoide de frecuencia baja; f) sufre una atenua-
cion variable en el tiempo. Esto constituye un tipo de distorsibn muy grave;
erl consecuencia, es importante que los osciladores locales estén sincroni-
zados adecuadamente lo que se lleva a cabo con diferentes circuitos de
retroalimentacion, Se pueden obtener los errores de fase y de frecuencia
necesarios para que funcione el circuito de retroalimentacion a partir de un
sistema como el de la figura 3.21. Aqui, la salida del oscilador local se
divide en dos componentes en cuadratura (coseno y seno). La salida e,(f) es
el producto de la sefial de entrada f{z} cos w.f por la portadora local
cos (Wt + ¢ ) después de pasar por un filtro de paso bajo que elimina las
componentes de frecuencias superiores a w,, radianes por segundo.

f(t) cos mt cos (o + $) = Lf(#) cos ¢+ Lf(t) cos (2t + &)
eq(8) eliminado por el filtro
de paso bajo

Filtro de ¢ N
— paso bajo ert) e1(t) es(t) = ep {1}
L
(6) | S
€ C {4+
I 05 (wel + )
F(t} cos wet sen (wet + ) ( m T__
Filtro de ! |
aso bajo T
e F
€olt) =k ¢ eolt) = ks
Figura 3.21
ast

exft) = 3/(t) cos ¢

De igual manera, vemos que

eo(t) == Lf(¢) sen ¢
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El producto e, (t)e, (1) esta dado por

ex(t)es(t) = 1f2(¢) cos ¢ sen ¢
140 sen 24
=~ 1f3t)¢ cuando & < 1

Asf, la salida es proporcional al error de fase ¢. La polaridad de .a salida
depende de que el error de fase sea positivo o negativo, Esta sefia’ actia
como voltaje de control para ajustar la fase del oscilador local. El :ircuito
no sélo controla la fase, sino también la frecuencia del oscilador en un
rango reducido.

Si diferenciamos la sefial e,(f) y la multiplicamos después por e,(f), se
puede demostrar que la salida e,(¢)e;(#) es proporcional al error de fre-
cuencia. Esto se deduce del hecho de que el cambio instantineo de frecuen-
cia de una sefial estd dado por la rapidez del cambio de fase. Entonces, el
error instantdneo de frecuencia de la sefial cos (w,f + ¢) es evidentemente d/dr.
Asi, Aw =d¢ /dt. Se tiene que:

dey dd ,
() = = M) cos §— + [(t)sen §]

Para valores pequefios de ¢, sen ¢~ 0 y cos ¢ ~ 1:

: dé
e (t) ~ () = = 3(Aw) £t
extles'(t) = 1f2(t) cos ¢ (Aw)
= i3 (Aw)
Por lo tanto, el producto es proporcional al error de frecuencia Acw.
A medida que el circuito de control ajusta los errores de frecuencia y de

fase, se logra finalmente la sincronizacion adecuada y ey (t) serd la salida
que se busca:

elt) = 1f ()
y la salida e,(r) = 0.

2. BLU-PS

La seflal de BLU a la entrada del receptor esti dada por* (ecua-
cién 3.28):

CuLAf) = f(t) cos wt -+ f(8) sen w,t

* Aqui, se considera la banda lateral inferior de BLU; sin embargo, lo dicho tam-
bién se aplica a la banda lateral superior.
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Sea cos [(w, + Aw)r+ ¢ ] la portadora local. El producto de la sefial de
entrada y de la portadora local es e4(¢), dado por:

ealt) = ppft) cos (o, + Aw)t + ¢]
[f(t) cos wt + f,(t) sen w,t] cos [(w, + Aw)t + ¢]
Efit){cos [(Aw)t + ¢] + cos [(20, + Aw)t + $]}
— $flt){sen [(Aw)t -+ ¢] — sen [(2w, + Aw)t + $]}

Los términos de frecuencia 2w, + Aw representan términos de doble fre-
cuencia de portadora, que se pueden climinar con un filtro de paso bajo
(figura 3.20a). La salida de este filtro es e, (?),

e(t) = 3f(t) cos [{Aw)t + ¢] — fult) sen [(Aw)t + 4] (3.36)

Obsérvese que, si Aw v ¢ son cero, la salida es
e(t) = 3f(8)

como era de esperarse. Resulta interesante comparar el efecto de los errores
de frecuencia y de fase entre los sistemas de BLD y de BLU. Si Aw =0,
observamos que en BLD la sefial no se distorsiona, aunque est4 atenuada
por un factor cos ¢. Sin embargo, en la sefial de BLU cuando Aw = 0, la
salida estd dada por

eo(t) = Lf(t) cos ¢ — f(t) sen ¢] (3.37)

Es cvidente que la salida tiene una sefial indeseable f;,(#), que no puede
eliminarse mediante un filtro. Se demostrard a continuacion que ésta es una
distorsion de fase. Si todas las frecuencias de fif) se desplazan en fase en ¢
radianes, el resultado serd e,{t), como lo define la ecuacién 3.37. Esto se
ve ficilmente si se toma la transformada de Fourier de dicha ecuacién.

E(w) = HF(w)cos ¢ — Fy(w)sen ]
Pero, por la ecuacion 3.23, Fy(w) = jF(w)e= /™4 (W) Por 1o tanto.
E(w) = JF(w){cos ¢ — je ™) sen ¢]

LF(w)e’® w >0 2 39
L F(w)e w >0 (3.38)

Por la ecuacion 3.38, vemos claramente que se puede obtener e,(r) a partir
de flry al cambiar en ¢ radianes las fases de todas las componentes de
frecuencia (nOtese que, en frecuencias negativas, el cambio de fase es — ¢,
debido a la propiedad de antisimetria del espectro de fase). Asi, el error en
la fase de la portadora local produce una distorsidén de fase a la salida del
detector; esta seffal es una forma distorsionada de £}, en la que cada
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componente de frecuencia de ff) sufre un desplazamiento constante de fase.
La distorsién por desplazamiento de fase generalmente no es muy grave en
la comunicacién de voz debido a que el oido humano es relativamente poco
sensible a las distorsiones de fase. La distorsién cambia la calidad de la voz,
pero ésta sigue siendo atn inteligible; sin embargo, en la transmision de
misica y de sefiales de video, la distorsion de fase resulta intolerable.

Si ponemos ¢ = 0 en la ecuacidn 3.36, vemos que el efecto del error de
frecuencia en BLU es similar al observado en BLD (para valores pequefios

de Aw).

3.6 TECNICAS DE REINSERCION DE PORTADORA
PARA LA DETECCION DE SENALES
CON PORTADORA SUPRIMIDA

Se menciond anteriormente la posibilidad de detectar sefiales con porta-
dora suprimida mediante la reinsercién de la portadora en el receptor. En
general esta técnica se aplica tanto al sistema BLD-PS como al BLU-PS;
después de haber reinsertado una cantidad suficiente de portadora, se puede
emplear la deteccidn con rectificador o la deteccién de envolvente. Es nece-
sario sincronizar adecuadamente la fase y la frecuencia de la portadora que
se reinserta con las de la portadora del transmisor, para evitar distorsion.
Consideraremos las sefiales de BLD-PS y de BLU-PS por separado.

1. BLD-PS
La sefial recibida es f{f) cos w,t Sea 4 cos{w.f+ ¢) la portadora que
se reinserta. Entonces, la sefial resultante /(f) estd dada por:
r(t)y = f(t) cos w it + A cos (vt + &) (3.39)
= [f(t) + 4 cos ¢] cos ot — [A sen ¢] sen w,t
= VT[4 + f()]? — 24f(#)[1 — cos ¢] cos (wt -+ 6)  (3.40)
= e(t) cos (et + 0) (3.41)

en donde
e(t) = {[A +- f(1)]2 — 24f(6}[1 — cos $1} (3.42)
. A sen ﬂ{
QHE: TE JLSw &H_

Es evidente, por la ecuacién 3.41, que e(#) (ecuacién 3.42) es la envolvente

de r(¢).

Si ¢ =0, entonces la envolvente e(t) se reduce a

e(f) = A + f(f)

Técnicas de reinsercion de portadora 193

m: consecuencia, se puede recobrar f{¢) a partir de H(#) mediante la detec-
cion por rectificacion o de envolvente. Notese que, en este caso,

r(t) = [4 4 f(#)] cos w,t

Por supuesto, ésta es la seflal de AM que se puede detectar con la técnica
antes mencionada, siempre y cuando [4 + A)1> 0 para todo ¢

Si m_.mn.g de fase ¢, no es cero, aparece distorsion. Al volver a ordenar
la ecuacidn 3.42, obtenemos

2fit) fenyt
) =411 - L
elt) “+moomﬁ+ﬁm;_
Si A > A7), entonces
€(t) >~ 4 + f(t) cos ¢ (3.43)
La componente deseada de la sefial en la salida, es flf)cos¢. Si o es

constante, dicha componente no sufre distorsién en la salida, sino una ate-

nuacién por el mmoﬁom cos ¢. Este es el mismo resultado que el que se
obtiene mediante 1a técnica de deteccién sincrona,

Consideraremos a continuacién el cas del i
Aot o pwe 0 dael error de frecuencia, ¢ =0 y
r(t) = f{t) cos wt + A cos [wt + {Aw)i)

Obsérvese que esta ecuacion es idéntica a la ecuacién 3.39, con la diferencia

de que, en esta iltima, se ha reemplazado ¢ por (Aw)t. En consecuencia
¢n relacién con la ecuacion 3.43, tenemos ,

e(t}y ~ A + f{t) cos (Aw)t cuando 4 > [F{E)

La u_m_noawd: vuelve a ser idéntica a la observada en la deteccion sincrona
cuando existe un error en frecuencia de 1z portadora del! oscilador local

2. BLU-PS

Consideremos primero la portadora local con error de fase solamente.

7(t) = epLult) + A cos (wit + ¢)
[f(E) cos w,t + f,(t)sen w ] + A cos (et + &)

= [4 cos ¢ + f(t)] cos w,t + [fulf) — A sen ¢] sen w,t
= e(t) cos (wt + 8)

en donde

o(t) = [A® + 24f(1) cos § — ZAL(D) sen § + F%e) + fHOPS (3.4
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g i A sen ¢ l&._SH_
9= tan T cos ¢ + ()

) A > [ ft)]

entonces i _\.53_

y

e(t) =~ A + f(t) cos ¢ — fu(f) sen &

El empleo del detector rectificador o del detector @m o=<o_<m_a%m @mmﬁw%hw
e(f). Al bloquear la constante A mediante un capacitor, la salida T

e, (1) estara dada por:

et) = flt) cos § — fy(t) sen ¢ (3.45)

Esta salida es idéntica a la de la ecuacion 3.37 onnoﬁo.mgmc%m mﬁ%w
constante). Ya se ha visto en la seccion 3.5 Q:M, m».n la Moc.mo_mu_wz.mw mmmmﬁo
ii igi istorsion de fase. Asi, e

resenta la sefial original f{r) con distors le
Mmmc la portadora local en la técnica de reinsercion de @.o:maonw am _ﬂcmwmow_

i ién idénti bhservd en la técnica de detec

una distorsién idéntica a la que se o .
sincrona. El lector puede demostrar, de manera @mwmn_.amu que m_ omwﬁw QM
error de frecuencia en la portadora local en __m\aoEom de reinsercidn,
idéntico al observado en la técnica de deteccibn sincrona.

Notese que, cuando ¢ =0, la ecuacién 3.45 se reduce a:

e(t) = 4 + f(t)

Entonces. si se inserta una portadora de alta potencia en una m.o:&mwhc-w%m
se ﬁ:mam realizar la demodulacién mediante el detector rectificador o o
i la portadora en el receptor, se pue
envolvente. En lugar de reinsertar ( [ s phece
i i tadora en el transmisor. La sefl
regar una potencia suficiente de por .
Wthm Ba,uamﬁ con alta potencia de wo:nmonm_v ﬁcmm_o aoBoacwwwM %Mm%ﬂ“
ion ificador) en la misma

teccion de envolvente (o de rectifica .
Wmmﬁ% de AM. Obtenemos la sefial de BLU con alta potencia de wo:mm_o_.m

artir de una sefial de AM, si suprimimos una de sus cm:&.mm _m:ﬁ ww.
WMW modo de transmision BLU con portadora de alta voﬁM:nH.m tiene mw

i i : de BLU y el de AM, es decir, requier
ventajas de ambos sistemas: el . :
mo_mbwo:ﬂo de la mitad del ancho de banda _:mMmmmao om &poﬂw:ﬁ_mﬁm
i j implicidad del detector de e ;

mpo, posee las ventajas de simplici € ¢

MMEMN %o: una ligera modificacién, en la transmision de sefiales de televi
ion (véase la seccion 3.8). ) o
m_o:UM lo anterior, concluimos que una sefial con portadora mcvuaw_a.muwm
demodular a! reinsertar en el receptor una woﬂﬁmﬁ_oa de M: icie °
otencia y al utilizar posteriormente un detector rectificador o mamamm
Wo_:o Es de esperarse que se obtiene el mismo waz_:mamu con sefiales de
BLD . pues la adicién de una portadora de potencia suficiente a una sefi

puede
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de BLD-PS la convierte en una seiial de AM. El resultado no es tan obvio
en las sefiales de BLU-PS. Cualitativamente, puede explicarse como sigue:
cuando a una seflal de BLU-PS se le agrega una portadora de alta potencia,
la portadora domina la sefial resultante y, en esencia la sefial original de
BLU-PS viaja en esta portadora. Por lo tanto, la sefial resultante tiene cruces
con cero aproximadamente iguales a los de la portadora; el empleo de la
rectificacion en este caso equivale a multiplicar la sefial por una onda cua-
drada p(z). Esto, evidentemente, equivale a la deteccién sincrona,

También se ha demostrado que los errores de fase y de frecuencia en la

portadora que se reinserta dan lugar a distorsiones parecidas a las observadas
en las técnicas de deteccidn sincrona.

3.7 COMPARACION DE DIVERSOS SISTEMAS DE AM

Hemos estudiado diferentes aspectos de los sistemas de AM (BLD ¥
BLU) y de AM-PS (BLD-PS y BLU-PS). Resulta interesante comparar estos
sistemas desde diferentes puntos de vista.

El sistema de AM tiene ventajas sobre el sistema de AM-PS en el extre-
mo receptor. Los detectores requeridos en AM son relativamente més sim-
ples (detectores rectificadores o de envolvente) que los empleados en los
sistemas con portadora suprimida. Por esta razon, todos los sistemas comer-
ciales de comunicacion emplean AM. Ademis, las sefiales de AM son mis
faciles de generar a niveles altos de potencia, en comparacion con las sefiales
de portadora suprimida. Los moduladores balanceados que se utilizan para
estas dltimas son un poco dificiles de disefiar.

La ventaja que tienen los sistemas con portadora suprimida sobre los de
AM consiste en que requieren de menos potencia para transmitir la misma
informacién. Por eso el transmisor es menos costoso que en el caso de AM;
sin embargo, los receptores son mis complejos, pues deben generar la por-
tadora local con la fase y frecuencia correctas. En los sisteras de comunica-
cibn de punto a punto, en donde sélo hay unos cuantos receptores por
transmisor, se puede justificar esta complejidad en el receptor.

Sin embargo, el efecto de desvanecimiento selectivo (debido a la propa-
gacion por multitrayectorias), resulta mucho mds grave en AM que en
AM-PS. El desvanecimiento aparece debido a que la sefial llega al receptor
por mis de una trayectoria de propagacidn, cada una de diferente longitud.
Esto causa que las fases de las diferentes sefiales recibidas difieran entre si.
La sefial resultante es la suma de todas las sefiales de las trayectorias dife-
rentes. Las ondas sufren, a lo largo de su trayectoria, reflexiones en la
ionosfera y en la superficie terrestre. Las condiciones ionosféricas cambjan
aleatoriamente con el tiempo y producen cambios aleatorios en la lon-
gitud de la trayectoria. Por lo tanto, las fases de las sefiales que liegan por
las diferentes trayectorias al receptor cambian aleatoriamente. A este fend-
meno s¢ le conoce como desvanecimiento. El desvanecimiento tambisn es
sensible a las frecuencias y, debido a esto, sus efectos son ain més grandes.
Asf, la portadora y cada una de las bandas laterales experimentan diferentes
intensidades de desvanecimiento. Este efecto, que se llama desvanecimiento
selectivo, afecta las distintas bandas laterales en diferentes cantidades y cau-
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sa distorsion. También afecta la relacion entre la magnitud de la portadora
y la de las bandas laterales. Dicho desvanecimiento puede ser mds grave en
la portadora que en las bandas laterales, al grado que ya no se satisfaga la
condicién (3.14). Al detectar esa forma de onda un detector de envolvente
(o rectificador), quedard fuertemente distorsionada. El efecto del desvaneci-
miento selectivo se vuelve mas severo en frecuencias altas; por lo tanto, en
frecuencias altas se prefieren los sistemas con portadora suprimida.

A continuacién, se compara el sistema de BLD-PS con ¢l de BLU-PS.
Encontramos que casi siempre se prefiere el de BLU por tener las siguientes
ventajas sobre el de BLD:

1. El ancho de banda que se necesita en BLU es la mitad del necesario
para sefiales de BLD.*

2. El desvanecimiento selectivo que se menciond anteriormente afecta las
relaciones de fase de las dos bandas laterales en BLD. Esto produce distor-
sion en la salida del demodulador. Puesto que en BLU solo hay una banda
lateral, esta posibilidad no existe. En condiciones de propagacion de largo
alcance, los efectos del desvanecimiento selectivo resultan mids perjudiciales
en BLD que en BLU.

Es por esto que se prefiere el sistema de BLU-PS. Este sistema se emplea
en comunicaciones de largo alcance y frecuencia alta, particularmente en el
rango de audio en donde las distorsiones de fase no tienen importancia
relativa. Los equipos empleados en la banda de aficionados son de BLU.

Sin embargo, la transmision en BLU tiene una desventaja con respecto a
BLD. La generacion de sefiales de BLU de alto nivel es mas diffcil que la
de sefiales de BLD (véase la seccién 3.4). Esta desventaja se supera al em-
plear la transmisién de banda lateral residual. Este modo de transmitir es,
en realidad, una transaccién entre el de BLU y el de BLD; combina las
ventajas de los dos sistemas y elimina sus desventajas. A continuacion

examinatemos este modo de transmisién.

3.8 TRANSMISION DE BANDA LATERAL RESIDUAL

Se menciond en la seccion 3.3 que las sefiales de BLU resultan relativa-
mente dificiles de generar. Si se emplean técnicas de filtrado para generar
sefiales de BLU, al eliminar una de las bandas laterales de una sefial de
BLD, el filtro necesario debe tener una caracteristica de corte muy pronun-
ciada. Como esto es dificil, se busca un compromiso entre el sistema de
BLU y el de BLD, que se conoce como transmisién de banda lateral resi-
dual. Aqui, en lugar de eliminar completamente una banda lateral (como en
BLU), se admite un corte gradual de una banda lateral, como se muestra en la
figura 3.22d. La caracteristica de corte es tal que la supresion parcial de
la banda lateral transmitida (banda lateral superior de la figura 3.22d) en la
vecindad de la portadora estd compensada exactamente por la transmision
parcial de la parte correspondiente de la banda lateral suprimida (banda

* F1 empleo de la multicanalizacién en cuadratura (véase el problema 3 al final del
capitulo), puede eliminar esta diferencia. Sin embargo, debide a las condiciones no

ideates del canal de paso de banda en BLD, el método produce mis diafonia (interfe-
rencia entre canales) que la que se obtiene con la multicanalizacion por divisién de

frecuencia en BLU.
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“Em:m infertor de Ia mm::_ 3.22d). Gracias a este arreglo, se puede recuperar
a .mwsa deseada mediante un detector apropiado. Si con las bandas E%&am
H_umnw_a M&mm ¢ transmite una portadora libre de alta potencia, se puede reco-
puar | mn meammm_w &aaowﬁg con un detector de envolvente (o rectificador)

andas laterales residuales con portadora suprimi .
recuperar la sefial mediante !a deteccidn si oo e
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vlw), el espectro de la sefial residual @,(1), estd dado por AmmEm. 3.22d)

D) = [ F (0 + w) + Plo — ,)]H(w) (3.46)
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S.:%MMM.@ MMoMmW_HMH mwwmmwﬂﬁ_m Mﬂﬂ&@h& 2 partir de ¢,(t) con la deteccién
El producto eyz(f) es rada ,(7) se multiplica antes por cos et

"ea(t) = @ut) 008 w b o YD + w,) + O — o )i
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Al substituir la ecuacidon 3.46 en la anterior, obtenemos:
eqlt) = H[Flo + 20,) + Flo)]H(o + o)
+ [Flw) + Flo — 20)]H{o — o)}

Los témrinos Flw + 2w,) ¥ Flw — 2w,) representan F(w) trasladado a
t 2w, y quedan eliminados con un filtro de paso bajo. La salida resultante
e, () estd dada por:

e(t) > tF{w)[H(w + w,) + H{w — w,)] (3.47)
En una recepcion sin distorsién, necesitamos tener:
¢, {f) — kF(w)
Por io tanto, la funcion de transferencia H(w) debe cumplir con:
Hiow + w,) + Ho — w,)=0C (constante) {(3.48)

En la ecuacién 3.47, observamos que, como F(w) =0 cuando |w|> wy,, la
ecuacién 3.48 necesita cumplirse solamente para |w| < w,,. Entonces

How + w) + Ho —w) =C jw] < e, (3.49)

Los términos H(w + cw,) y H(w — w,) representan H(w) trasladado res-
pectivamente en —w, y en w,, desde el origen. Esto se ilustra en las
figuras 3.24b y ¢. La suma de los dos términos debe ser constante en
l| < . Se ve facilmente en la figura 3.24 que esto serd posible solo si
la caracteristica de corte del filtro, alrededor de la portadora, tiene simetria
complementaria (que se muestra en la figura 3.24e).

Hemos hecho ver que se puede recobrar la sefial a partir de una sefial de
banda lateral residual con portadora suprimida mediante la deteccién sin-
crona. Se puede demostrar que, si se agrega una portadora de alta potencia
a la sefial de banda lateral residual, la deteccién se puede llevar a cabo con
un detector de envolvente (o rectificador). Esto es facil de explicar cualita-
tivamente. Si la amplitud de la portadora es muy grande comparada con
¢, (), la sefial combinada tendré cruces con cero aproximadamente en los
mismos puntos que la portadora y, en consecuencia, para la rectificacion de
esa seflal se requerird de la multiplicacidn por una onda cuadrada p(z). Esto,
por supuesto, equivale a la deteccién sincrona.

La banda lateral residual reine las ventajas del sistema BLU y del BLD y
elimina sus desventajas. Pricticamente, requiere el mismo ancho de banda
que el de BLU (la mitad del de BLD) y se puede obtemer a partir de
seflales de BLD con filtros relativamente mas simples con caracteristicas
de corte gradual. Dicho sistema es relativamente inmune al desvanecimiento
selectivo. Si se agrega una portadora de alta potencia a la sefial residual, se
le puede demodular mediante el detector de envolvente; las bandas laterales
residuales combinan todas las ventajas de AM (BLU y BLD). En los sisternas
de difusién de la televisidn, las sefiales de video se transmiten mediante
bandas laterales residuales. Esto reduce el ancho de banda de 8 MHz. (en
BLD o AM) a 5 MHz. También se transmite una cantidad considerable de
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portadora con las bandas laterales residuales. Esto hace posible la demodu-
lacion de la sefial mediante el detector de envolvente en el receptor.

39 MULTICANALIZACION POR DIVISION DE FRECUENCIA

Segun lo estudiado hasta aqui de la Boa:_m.amo:_amm aprecia la utilidad que
representa en la transmision simultdnea de varias mﬁﬁwm. m:wcnmadnm que se
desea enviar n sefiales simultineamente por un medio de transmision, cada
una de las cuales estd limitada en banda a w,, radianes por mmmc:mo.. Por
ejemplo, consideremos el sistema de AM, aun n.:mbao se puede decir lo
mismo para otros modos de transmision. Las n sefiales modulan a las porta-
doras @i, Wa,..., Wy, de manera tal que cada portadora queda separada
de la adyacente en por lo menos 2w, radianes por segundo. Cada una de

Fylw) Fr(w)

Alt) {
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w1 Receptor
' Filtros de
t
mmM ) { | paso de
! oo “ banda Demoduiadores
?«_C Ilv..A_H.MlIT o [ @ __ _“ __ Alt)
Wn
|
|
_ \ﬁez 1“ [ _ o fult)
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Figura 3.25
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las sefiales moduladas tiene un ancho de banda de 2w,, y estd centrada en
las frecueficias w;, w2,..., w,. (Existe un espectro similar para frecuen-
cias negativas). Esto se indica en las figuras 3.25a y b. La figura 3.25a nos
muestra el espectro de cada una de las sefiales y la figura 3.25b el espectro
total de las seflales moduladas en el transmisor. En el receptor, se separan
los diferentes espectros con filtros de paso de banda adecuados (figu-
ra 3.25¢).

Después de filtrar, se demodulan las sefiales para obtener las originales.
La difusién de radio y televisién es un ejemplo conocido de la multicanali-
zacion por division de frecuencia. Cada transmisor envia una sefial modulada
con una portadora que se encuentra separada por lo menos en 2w, de las
portadoras de otras estaciones transmisoras. En radiodifusion esto es aproxi-
madamente 10 KHz. El receptor comercial capta cualquier sefial deseada al
sintonizarla adecuadamente, de mode que deja pasar la banda que se quiere
y atenfa las demds frecuencias. A continuacion, se demodula la sefial para
obtener la informacion deseada. Sin embargo, en casi todos los receptores
comerciales de AM, la demodulacién no se lleva a cabo directamente; en
primer lugar, se traslada la sefial modulada recibida a una frecuencia inferior
fija conocida como frecuencia intermedia cuyo valor es de 455 KHz. La
traslacion se hace al modular la onda de entrada con una sefial generada
localmente, que difiere de la portadora transmitida en 455 KHz. Una vez
trasladada a esta frecuencia intermedia, se le amplifica y demodula para
obtener la sefial deseada.

[A + f(1)] €08 wot ~, [A + f()1COS w;t
H_PE%__“;M%_QE. / m_oq“n,a:ao_. FY—— Kf(t)
tros paso ban- e Trecuen- | [Amplificador Amplificad
da m_m:o:__wm. cia ﬁamwn_m. > de F.I. Detector IY‘ H_w m:nm“ooq_
bles a la w, dor
deseada
Altavoz

we + wy

Figura 3.26 Diagrama a bloques del receptor superheterodino,

La ventaja de la conversion a una frecuencia intermedia consiste en que,
para recibir estaciones, solo es necesario sintonizar la primera etapa (v el
oscilador local). Toda la amplificacién se realiza a una frecuencia intermedia
constante y no se requiere de sintonizacion en las etapas subsecuentes. Al
proceso de traslacién de frecuencia también se le llama heterodinacién. Con
el objeto de trasladar el espectro a una frecuencia intermedia fija, el oscila-
dor local debe ser de una frecuencia superior o inferior a la de la portadora
transmitida por 455 KHz. Generalmente, se escoge la frecuencia de la sefial
del oscilador local de modo que tenga valor mds alto que la portadora de
entrada. Debido a esto, a esos receptores se les conoce como superhefe-
rodinos. El diggrama de bloques de ese receptor estd en la figura 3.26.
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PROBLEMAS

1. Una sefial BLD-PS esta dada por:
p(t) = fit) cos wt

en donde wy; es la frecuencia de la portadora. Se desea cambiar la frecuencia de la
portadora de tw; a w2 (esto se llama conversidn de frecuencia). Demuéstrese que los
cirouitos del tipo modulador balanceado que se indican en las figuras 3.4, 3.5, v 3.6
son adecuados para ese fin al insertar f(£) cos wy? y A cos (G () en los puntos
adecuados y utilizar filtros apropiados. Se supone que A 2 |f(7)l.

2. Podemos usar un circuito modulador balanceado también como detector sin-
crono. Si suponemos un modefo lineal del diodo (figura P-3.2a), encontrar el voltaje de
salida e, () en el circuito de la figura P-3.2b, donde

#(t) = f(2) cos ot
w(t) = A cos ot

Supongamos que A 2 |f(f)] para todo t ;Cdmo puede recuperarse f(f) a partir de
e,(f)? Este circuito también se emplea como discriminador de fase para medir la fase
de una onda sinusoidal con respecte a la de otra, Demuéstrese que si:

@1t) = cos (wt -+ 8)

@,(t) = A cos wt

i Pendiente ﬂwr

a)
Figura P-3.2

entonces el voltaje de salida e,(f)} contiene un término de corriente directa proporcio-
nal a cos 8.

3. Fs posible transmitir simultineamente dos diferentes sefiales en la misma porta-
dora. Las dos sefiales modulan portadoras de la misma frecueticia pero con la fase en

COS coct OS5 wof
f1{t) cos wet e
e e de b 19
Multiplicadore Medio de L
: res transmision Multiplicadores
Filtro de
\.mﬁn» falt) BN wet paso Um—.o —»— fo(£)
Sen woct son wyt
Figura P-3.3
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cuadratura como se muestra en la figura P-3.3. Demuéstrese que se pueden recobrar las
sefiales mediante la deteccidén sincrona de la sefial recibida con portadoras de la misma
frecuencia pero con fase en cuadratura (figura P-3.3). Este método se conoce como
multicanalizacion en cuadratura.

4. g) Explicar cualitativamente lo que sucede cuando se emplea un detector de
envolvente (o un detector rectificador) para demodular una sefial BLD-PS.

b} La figura P-3.4 nos muestra una sefial f{¢) de amplitud moduilada BLD-PS que

alimenta a un detector de envelvente. Encontrar la salida del detector.

> fle) Detector | eol(t}
o— AM/PS de envol- —>—o
< t— vente

Portadora

()

(b}
FiguraP-3.4

5. Una sefial modulante f(#) es una sinusoide simple dada por:

f(8) = A cos (2000mt)

Representar grificamente las sefiales correspondientes BLD-PS y BLU-PS en una fre-
cuencia de portadora de 10 KHz. Representar grificamente la sefial de AM para un
indice de modulacién de 0.75.

6. El circuito puente es de uso comin en mediciones, El puente resistivo sirve
para medir cantidades que hacen variar linealmente a una resistencia. Un medidor de
esfuerzos, por ejemplo, es un dispositivo en el cual un elemento sensible al esfuerzo
estd adherido al cuerpo bajo tensidn. Entonces, la resistencia del elemento varia en

b

A o5 Wl
Figura P-3.6
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proporcidn con el esfueizo. De la misma manera, algunos elementos son sensibles a la
temperatura y su resistencia varia linealmente con ella (por ejempio, un termistor). El
puente resistivo de la figura P-3.6 tiene tres tesistores fijos; el cuarto resistor es el que
varfa en proporcidn a la cantidad que se va a medit. Supongamos que el resistor tiene
un valor estatico de KR. El valor del resistor R, estd dado por:

R, = KR[1 + af(t)]

en donde f(f) es la cantidad que se va a medir (por ejemplo esfuerzo o temperatura) y
@ es la constante de proporcionalidad. En las terminales nn_n s¢ conecta una fuente
sinusoidal A cos t,. Encontrar la salida en las terminales bd'. ;Qué tipe de modula-
cion es ésta? Proponer el tipo de demodulacién que podria usarse a la salida, Se
supone que &f(f) <€1.

7. Demostrar que el sistema de la figura P-3.7 puede demodular seriales de AM.
Este es el arreglo de rectificador de ley cuadritica de onda completa. Demostrar que el
filtro de paso bajo de este arreglo debe temer una frecuencia de corte de 203y, en

Yalt)
—
Salida

H) =2t}

Figura P-3,7

donde ¢y, es la mixima frecuencia de la sefial mensaje fiz). kn general, demostrar que
este arreglo actia como detector de envolvente ¥, en consecuencia, no puede demodu-
lar sefiales con portadora suprimida.

8. Demaostrar que, en la figura P-3.7, si la primera etapa es un rectificador lineal
de onda completa con caracteristicas como las de la figura P-3.8, entonces la onda de
AM se puede demodular sin el dispositive de ley cuadritica final.

Figura P-3.8

9. El capacitor C de un detector de envolvente debe ser lo suficientemente grande
para eliminar el rizo a la frecuencia de la portadora, que aparece en la sefial demo-
dulada. Por otra parte, si C es muy grande, la constante de tiempo RC del circuito
R-C aumenta y deja de conservarse la envelvente de la sefial modulada, Analicese
cuidadosamente el efecto de valores muy bajos y muy altos de la constante de tiempao,

a) Determinar el valor mdximo de la constante de tiempo que permitird al detector
seguit la envolvente de la sefial modulada que se indica en la figura P-3.9. Supongamos
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que el periodo de la sefial modulante es 10—3 segundos ¥ que el periodo de Ia
portadora es mucho menor que 10-3 segundos. (Sugerencia: Toémese la aproximacion al
decaimiento exponencial del circuito R-C mediante los dos primeros términos de la
serie de Taylor ¢ igudlese la rapidez de descarga del circuito R-C a la rapidez de
decaimiento de la envolvente.)

-3
10 mmnlv_
10— ——- ~ ™~ -
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| ~ | ~ | ~ i ~ |
. ~_ ! ~. ! ~_ | ~_ |
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Figura P-3.9

b) Si la sefial modulante fuese una sefial sinusoidal ae irecuencia Wy, jcomo se
determinaria el médximo valor de la constante de tiempo que tenga la propiedad de
permitir que el detector sipa la envolvente?

10. Hacer las grificas de las formas de onda de a¢’ b’ y cc’ del modulador dei
tipo de interrupcién que se muestra en la figura 3.10c, Explicar qué condiciones debe
satisfacer la amplitud & de la sefial sinusoidal y de la sefial de modulacién f(t) para
que ia salida en las terminales cc’ sea sefial de AM. Se supone que la impedancia de
entrada del filtro de paso de banda es infinita,

11. Supongamos que la sehal f(?) estd limitada en bandz a Gy, radianes por se-
gundo. Determinar si la sefial f2(t) es también de banda limitada ¥, siendo este el caso,
encontrar su frecuencia mdxima. ;Qué se puede decir acerca del espectro de f(f) en

Flw} F(w)

(a) (b}
Figura P-3.11

.eeneral?  (Sugerencia: Emplear el teotema de la convolucion.) En la figura P-3.11 ve-
mos los espectros de dos sefiales de banda limitada. Encuéntrese el espectto de f2(f) en
cada caso y elabbrese su grifica,

12. En la figura P-3.12 se ilustra una serial modulante periddica f{z). En el caso de
modulacién en amplitud AM determinar la amplitud minima de la portadora. Hacer la
grifica, para esta amplitud de la onda de AM cuando !a frecuencia de lz portadora es
de 100 KHz. Encontrar el espectro de frecuencia de la onda de AM y elaborar las
grificas de la ohda correspondiente BLD-PS v su espectro.
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[V PV V. VN

Figura P-3.12

13. La deteccién sincrona de una sefial de AM-PS se puede llevar a cabo al multi-
plicar la sefial modulada recibida por un tren de pulsos p(f) de frecuencia ), como se
ve en la figura 3.7. El resultado de esta multiplicacién es la sefial f(t) cos (plp(f).
Deducir la expresién analftica de la funcién de densidad espectral de esta sefial y
demostrar que se puede recuperar la sefial f(¢) en la salida con un filtro de paso bajo.
(Sugerencia: Emplear las ecuaciones 3.8 y 3.11.)

14, Una estacién de radiodifusion transmite una sefial de BLD-PS con potencia
(valor cuadritico medic) de P watts con el fin de cubrir determinada region. ;Cudl
serfa la potencia necesaria para cubrir la misma regidn con la misma intensidad si, en
Iugar de esta estacién, se emplea una de BLU-PS? Se supone que se usa demodulacion
sincrona con una portadora generada localmente, con la misma intensidad en ambos
€asos,

15, La figura 3.12 nos ensefia el detector rectificador de media onda. Dibujar el
arreglo correspondiente al detector rectificador de onda completa, Construir las graficas
de la sefial entrante de AM, la sefial rectificada y la salida final del filtro de pasc bajo
en este arreglo, asi como los espectros de frecuencia correspondientes. (Sugerencia: La
tectificacion de onda completa de AM equivale a multiplicar la sefial por una onda
cuadrada de valor medio cero, Esta es una onda cuadrada bipolar.)

16. Se tiene una onda sinusoidal cos3 .t distorsionada. Para obtener una sefial
BLD-PS, se multiplica una sefial modulante f(f} por esta forma de onda portadora
distorsionada. Encontrar el espectro del producto f(#) cos? ,f, y trazar su grifica.
Explicar cémo se obtiene la sefiall modulada que se busca f(z) cos (pt, a partir de este
producto. )

17. Una sefial modulante f() de banda limitada a 5 KHz estd multiplicada por la
sefial triangular periddica de la figura P-3.17a. Encuéntrese el espectro del producto y

1

-/ NN/
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Figura P-3.17
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tracese su grafica. Para obtener la sefial modulada, se transmite ¢l producto pot un
filtro ideal de paso de banda con una frecuencia central de 100 KHz (figura P-3.17b).
La salida de este filtro es Af(r) cos Wwyt. Determinese la constante A.

18. Considérese la sefial de AM

Paml{t) = (1 + 4 cos w,t) cos ot
en donde la frecuencia de la sefial mensaje wy,; =5 KHz, la frecuencia de la portadora
w, =100 KHz y la constante 4 =15. Determinar si a esta sefial se le puede demodu-
lar con un detector de envolvente ;Cual serd la salida de dicho detector? Encontrar el
espectro de frecuencia en la salida del detector de envolvente,
19. Verificar que la salida v,(#) de la figura 3.10c es una sefial de AM si el elemen-
to compuesto formado por el diodo y el resistor R en seric tiene una telacidn v-f

i = ae -+ be?

en donde [ es la corriente del diedo y e es el voltaje correspondiente a través del
elemento compuesto diodo-resistor. Se supone que la impedancia de entrada del filtro
de paso de banda es infinita.

20. La sefial modulante f(r) estd dada por

f(6) = cos (20007t) 4 cos (4000mt)

Encontrar la expresion de la sefial de BLU-PS correspondiente cuando la frecuencia de
la portadora es de 10 KHz.

21. Encuentre la salida del cambiador de fase de la figura 3.19 si la sefial de
entrada es A cos (W, + .

22, La sefial modulante f(¢) es la sefial periddica de la figura P-3.12. Encontrar la
expresion correspondiente a la sefial de BLU-PS cuando la portadora tiene una frecuen-
cia de 100 KHz.

23. La sefal de banda lateral residual se genera cuando se transmite una onda de
AM a través de un filtro de banda lateral residual. Si la funcion de transferencia

H({w)

1 .
Lineal

| d
TS ~10 -9 0 9kHz 10%Hz 20kHz

Figura P-3.23

de este filtro es como la de la figura P-3.23, encontrar la expresién para la sefial de
banda lateral residual resultante cuando la sefial modulante f(¢) estd dada por:

fity = a) A sen (1004x£)
by A [sen (1007t) + cos (20078)]
¢) A sen (I007¢) cos (200mt)

La {recuencia de la portadora es de 10 KHz y su amplitud es de 44: Construir la
grafica del espectro de la sefial de banda lateral residual resultante en cada caso.
24. Si en el problema 3.23 la sefial modulante f{¢) esta dada por:

f(t) = a) Sa (200mt)
b)  Sat (2007t)

Dibijese la grafica del espectro de la sefial de banda lateral residual en cada caso. (Se
supore que la portadora se suprime.)



CAPITULO

Sistemas de comunicacion:
Modulacion angular

En el caso de sefiales de AM, la amplitud de la portadora se modula con la
sefial f{7) y, por lo tanto, la informacién queda contenida en la variacién de
amplitud de la portadora. Como una sefial sinusoidal se describe mediante
tres variables —amplitud, frecuencia y fase— existe también la posibilidad de
llevar esa informacién cuando varian o bien la frecuencia o la fase. Sin
embargo, por definicién, una sinusoide representa un tren de ondas de am-
plitud, frecuencia y fase constantes, y un cambio de cualquiera de estas tres
variables serd contradictorio con la definicion de sefial sinusoidal. Debe-
temos, por lo tanto, extender el concepto de sefial sinusoidal a una funcion
generalizada cuya amplitud, frecuencia y fase puedan variar en funcién del
tiempo. Ya hemos estudiado el concepto de amplitud variable en relacion
con las sefiales de AM. A continuacién se considerardn variaciones de fre-
cuencia y fase

Para entender el concepto de variacion de frecuencia es preciso definir la
frecuencia instantdnea. La figura 4.1a ilustra una sefial sinusoidal ()
de frecuencia constante wy para t<<T. En ¢ =T la frecuencia cambia repenti-
namente a 2w, y conserva este valor hasta t = 27, donde vuelve a cambiar
a wy. Aqui, los cambios de frecuencia son bruscos, como se muesira en la
figura 4.1b y resulta ficil entender el concepto de variacion de frecuencia.
La funcion ¢(f) es una seflal sinusoidal de frecuencia wy en los intervalos
WMT <t <(2n+ 1)T y de un valor 2wy en los intervalos (2n + DT <1 <
(2 + 2)T (n entero).

Ahora bien, podria preguntarse lo que ocurriria si, en lugar de variacio-
nes bruscas, se tuviera una variacién gradual de la frecuencia, como se
indica en la figura 4.1d. En este caso, la frecuencia de la sefial cambia
continuamente con rapidez uniforme entre wgy vy 2w, dentro del intervalo
T, por lo tanto, la frecuencia es diferente a cada instante. En sentido
estricto, la sefial f{#) no puede representarse mediante una expresion sinusoi-
dal ordinaria, por tratarse de una variacion contimua de frecuencia. Por esto,
precisamos definir una funcidén sinusoidal generalizada

fit) = A cos 3{f) (4.1)
' 209
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Figura 4.1 El concepto de frecuencia instantanea.

en donde @ es el dngulo de la sefial sinusoidal en funcién de # Para una
funcion sinusoidal ordinaria de frecuencia fija,
Jit) =4 cos (wt + )

Entonces

0ty = wt + 6,

do
Y (4.2)
’ @e = w

La frecuencia angular cw,. es constante y estd Mm%m por _memwdwﬂan”oam
i ; ita ser constante. Definamos
ingulo €(f); en general, no necesit : os d6/dt como Lz
ia i : : con el tiempo. En esta forma,
frecuencia instantanea w; que varia En < °
cemos una relacién entre el dngulo 8(f) y la frecuencia instantinea w;:
a0

@
O =1 w,dt (4.3)

w

Ya resulta ficil entender la posibilidad de transmitir m\:?nswomo: \ﬁm wmo._mw-
do variar el dngulo #(#) de una portadora. Tales técmcas de modulacion,
awzao se hace variar el dngulo de la portadora en alguna forma con una
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sefial modulante f{f), se conocen como modulacion angular. Los dos méto-
dos de uso comin son: modulacion en fase (MF) y modulacion en Jrecuen-
cia (FM). Si el 4ngulo 8(¢) varia linealmente con f{t), entonces

0t) = wdt + b + k1 (8) (4.4)

donde k, es constante, y la forma obtenida constituye la modulacion en
fase. Por lo tanto, una sefial A cos [wet + 05 + kf(t)] representa una porta-
dora modulada en fase. Obsérvese que la frecuencia instantinea w; de tal
sefial estd dada por :

d9 w& ,
&ml&,m‘enl_l e&lmu Auv

Entonces, en este tipo de modulacién la frecuencia instantinea varia k-
nealmente con la derivada de Ia sefial modulante. Sin embargo, si dicha
frecuencia instantinea varia directamente en funcién de la sefial modulante,
se tiene lo que se conoce como frecuencia modulada. De esta manera, para
una portadora modulada en frecuencia, wy estd dada por

w; = w, 4 .ﬁm.\.@v (4.6)
Y
6(8) H.‘Aem dt
= of + _.F.‘,HS dt + 6, (4.7)

y la sefial 4 cos [w,t 4 8, +keff(t)dt] es una portadora de frecuencia modulada.

Le lo anterior es facil ver que aun siendo MF y FM formas diferentes de
la modulacién angular, son similares. En MF, el dngulo varia linealmente
con la sefial modulante mientras que en FM varia linealmente con la inte-
gral de la sefial modulante. Sj se integra primero la sefial de informacion
ft) y se usa para modular una portadora en frecuencia, el resultado es una
onda modulada en fase. De hecho, en uno de los métodos para generar
seflales de FM (sistema indirecto de Armstrong) se integra f{f) y luego se
utiliza para modular en fase a una portadora. MF y FM estan relacionadas,
pues cualquier variacién en la fase de una onda produce una variacidén en
frecuencia y viceversa, de modo que no es necesario estudiar por separado
ambas formas de modulacién angular. En este capitulo solo estudiaremos
con algunos pormenores la modulacién en frecuencia, y la exposicion serd
también vilida para el caso de modulacién en fase. Notese que la amplitud
Se mantiene constante en la modulacién angular, Las figuras 4.1a ¥ ¢ son
ejemplos de portadoras de FM.

Si denotamos respectivamente por wmp(t) ¥ wpm(f) las seffales de MF y
FM, entonces

Puplt) = A cos [t - k, f(6)]

" pemlt) = 4 cos ‘r\enn + w\,‘,}s &L (4.8)



212  Sistemas de comunicacion: Modulacion angular

en donde fl¢) es la sefial mensaje. En las ecuaciones anteriores se supone,
sin perder generalidad, que la fase inicial o es cero.

Son muy conocidas las ventajas de la representacion exponencial de on-
das sinusoidales: por eso expresaremos la sefial sinusoidal de la expresion

{4.1) en su forma exponercial:
A cos O(t) ~ Ae’®?

en donde queda entendido que siempre nos referiremos a la parte real de la
forma exponencial:

A cos 6(t) = Re [Ae™"]

Usaremos la notacién $(z) para la representacion exponencial de @(2).

As{ pues, si
ety = A cos t{t)

entonces
.wwﬂmv . kmu.m::

% -~
p(t) = Re ¢(t)

De acuerdo con esta notacion las portadoras de MF y FM de la ecua-
cion 4.8 pueden expresarse de la manera siguiente

Puplt) = Agloat+iar(t}]
WE&S = Aelwettisfrian (£.9)
Por conveniencia, sea
,?23 dt = g(t)
Esto conduce a
mmEHS — Aeflodthe®)] (£.10)

4.1 FM DE BANDA ANGOSTA

La expresion general de la portadora de FM estd dada por la ecua-
cion 4.10. La frecuencia instanténea )y es

ds d
Wy = = e A 3.%“ = w, + k. f(t}

la cual, obviamente, es propotrcional a una sefial mensaje f{r). El término
kef(t) representa la desviacion de la frecuencia de la portadora de su valor
inicial estatico, .. Por lo tanto, la constante &y controla dicha desviacion.
Para valores pequefios de kjy, la desviacion de frecuencia es reducida y el
espectro de la funcion de FM tendrd un ancho de banda angosto. Si kp es
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mnmsaouuo_ mbn_mo mﬁ banda serd proporcionalmente mayor. Considérese pri-
mero el caso de banda angosta. Si kr es tan pequefla que k 4
todo ¢, entonces ! P ¢ ) <1 para

.mu#._é:v ~ 1 ..Th._mu.__.m_ﬁmv

~

ppalt) =~ A[1 + jkg(t)]e’

oeul(t) = Re [ppul(t)] = 4 cos wt — Akg(t) sen w i (4.11)

portadora banda lateral

Obsérvese que, en AM, la sefial se expresa como (ecuacida 3.12a):
wamlt) = 4 cos ot -+ f(t) cos wt (4.12)

mientras que la sefial de FM de banda angosta come

wemlt) = A cos mt — Akg(t) sen w it (4.13)
De la misma manera, la sefial de MF estaria dada por

omelt) = 4 cos wt — Ak, f(t) sen w t {4.14)

Cada sefial tiene un término de portadora y las bandas laterales gue estin
centradas en + w,. 5i
f) > Flw)
Y
git) > G(w)

entonces, ya que
g(t) H? () dt

se deduce de la propicdad de integracién en el tiempo {ecuacion 1.119b)
que,

glt) & — Flw) (4.15)

Por lo tanto,

_WM si F{w) estd limitado en banda a wp,, entonces también G(w) estard
aohmﬁwo mm.ggm&m#m Wy, . El espectro de frecuencia de ppy{¢) de la porta-
o e e la ecuacion 4.11 se puede encontrar mediante }

cionn 1.116b. En consecuencia, si @ cene

entonces Frmit) = Ppy(w)
Dyylw) = 7d[6(w — w,) + o + w)]
jAk,
. =5 [Glo — o)) — Hw + w)] (4.17)
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Comparando los espectros de FM (ecuacion 4.17) y de >Z. (ecua-
cién 3.12b) se aprecian las similitudes y las diferencias entre los 2 tipos de
modulacién. En ambos casos existen un término de portadora y una compo-
nente de banda lateral centrada en + .. Sin embargo, el espectro de banda
lateral en FM tiene una diferencia de fase de #/2 con respecto a la porta-
dora, mientras que el de AM esti en fase con la portadora. El espectro
Glw)= (1fje)F(w3) y por lo tanto, si F(w) estd limitado en banda a cw,y,
G(w) también estd limitado a w,,. Asi, una sefial de FM de banda angosta
(o MF de banda angosta)} ocupa el mismo ancho de banda Gﬁsv que una
sefiall de AM. Recuérdese, sin embargo, que a pesar de las similitudes mani-
fiestas, las sefiales de AM y FM tienen formas de onda muy diferentes. En
una sefial de AM, la frecuencia es constante y la amplitud varfa con el
tiempo mientras que, en una sefial de FM, la amplitud es constante y lo
que varia con el tiempo es la frecuencia.

— A Senw.t
Desviacion \ Modulador l&&uxﬁwmm:ﬁnﬁ e

3 Salida de FM
o ’o)
] M_M Mm%m balanceado -
4
Portadora | A COS wet
A COs wct
y f(t}
a)
—A sen wet
uméwmna: \ Modulador | —A%s&() senwet ) mm_amd.._m FM
> m” mmcum >~ halanceado py
3 A %’:V
Portadora Integrador A cos wit
Atos gt |
3 [}
A
b}

Figura 4.2 Generacién de sefiales de MF y de FM de banda angosta mediante modulado-
res balanceados.

Las ecuaciones 4.13 y 4.14 sugieren un posible método para generar
sefiales de FM y MF de banda angosta por medio de Boac_maoaow balan-
ceados. En la figura 4.2 se ilustra el diagrama a bloques de tales sistemas.

4.2 FM DE BANDA ANCHA

Si las desviaciones de la frecuencia portadora son mamsn_mmv.mm decir, si se
elige la constante kr tan grande que no se satisfaga la condicion kg(r) < I,

e,

FM de banda ancha 215

el andlisis de sefiales de FM se complica mucho al considerar una sefial
modulante general, f{r). No es posible determinar una expresion_precisa para
el anche de banda, debido a que FM es una modulacién no lineal {véanse las
secciones 4.3 y 4.5). Se obtendrd primerc sobre bases heurfsticas la expre-
sion del ancho de banda de una seflal de FM y, después, se verificard este
resultado para algunas sefiales. Se demostrard a continuacién que el ancho
de banda W de una sefial de FM estd dado aproximadamente por

W = 2[k |f O)méx + 20,] (e 1ps)
en donde wp, es el ancho de banda de f{r). Obsérvese que
w; = W, + an_\.@v

Por lo que kdflt)max representa la desviacion méxima denotada por A,
de la frecuencia de la portadora. En este caso el ancho de banda W es:

W = 2[Aw + 2m,] (en rps) (4.18)
Para obtener este resultado, nos aproximamos a fa sefial mensaje mediante
unz sefial en forma escalonada como la de la figura 4.3a. Si () estd limi-
tada en banda a f,, Hz, es razonable suponer que la sefial es constante en
un periodo de muestreo de Nyquist de 1/2f,, segundos. Siendo esta la
aproximacién, la portadora de FM constard de pulsos sinusoidales de fre-
cuencia constante y duraciéon de 1/2f,, segundos.

Obsérvese el cambio repentino de frecuencia en cada instante de mues-
treo. Tal pulso se representa en la figura 4.3b. Se puede obtener el espectro
de cada pulso utilizando el par 13 (tabla 1.1B) v el teorema de modulacién
(véase también la figura 1.32). En la figura 4.3c se indica el espectro de un
pulso tipico. En ella puede verse que el espectro de este pulso ocupa la
banda w; — 2w, a w; + 2w, en donde w; es la frecuencia del pulso sinu-
soidal. En este caso w; = w, + kef(tr) siendo t; el instante k de muestreo.
Entonces el espectro estd en la region desde we + kef(t) — 2wy, hasta
we + kgflty) + 2w, . Claramente, todo el espectro de FM quedard en el
intervalo desde w. — Kpf{tlm sy — 200, hasta w, + ki) max + 20 v el
ancho de banda estd dado por

W 2k, | f (Olmax.+ 4o,
= 2(Aw + 2w,) (en 1ps)

Para FM de banda ancha Aw> wp, y W=~ 2 Aw. Por lo tanto, se concluye
que el ancho de banda en FM es aproximadamente el doble de la desviacitn
de frecuencia Aw. Este resultado es de esperarse; si la frecuencia de porta-
dora w, tiene una desviacidon mixirua Aw, entonces la frecuencia de la
sefial de FM varia desde w,-— Aw hasta w, + Aw. Asi que una primera
estimacion es que esa sefial contiene frecuencias dentro de este intervalo y
por lo tanto el ancho de banda serd 2 Aco.

Vamos a verificar esta conclusidn en el caso de una sefial modulante
sinusoidal f{¢)

J{t) = a cos ot
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Supongamos que f(f) s aplica en ¢ = 0; entonces;

g(t) H,TS dt = 9,‘“_ cos w,t df
a

= — sen @} {4.19)
W,
Puesto que la frecuencia instantinea w; estd dada por (ecuacion 4.6)
o, = o, + kf(f) = o, + ak, cos @t {4.20)

1

Por la ecuacion 4.20, la maxima desviacién de la frecuencia portadora es

aky radianes por segundo:

Aw = ak, (4.21)

-
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Substituyendo 1a ecuacion 4.19 en la ecuacion.4.10 y utilizando la ecua-
cion 4.21, obtenemos .

Pty = Agiloctisolon)sen ont]

La cantidad Aw/w,,, relacion entre la desviacion maxima de la portadora y
la sefial de frecuencia w,,, se llama indice de modulacion my. Asi pues,

ak, Aw
ui == Mu.{l = 3@.1 Aﬁ.wwv
m m
¥
m\w.mjsns = \MmﬁaoTT_s\mmn et}
— AgimeSen ontgjut w2

El primer término exponencial de la ecuacién 4.23 es obviaments una fun-
cidn periédica de periodo 2n/w,, que puede desarrollarse en serie de Fou-
rier:

o
pImesen wnt . M Qsmu.ae%
n=—00
en donde

w 7/
m sen —
.mh:..f p:im Freomt &m

c

T 9 el
Poniendo <, t = x, obtenemos
1 -

. 0 e
= m:s& sen p—ni) dz
27 J

C

La integral del segundo miembro no se puede evaluar en forma cerrada;
debe integrarse al desarrollar el integrando en una serie infinita. Esta integral
ya se encuentra tabulada, y se denota por J,(mg): es la funcion de Bessel
de primera clase y de orden n.* En la figura 4.4a se muestran las grificas

de esta funcién. Asi, = )

oIy Senayt __ Meﬂaﬁ%bm;ei (4.24)
Ademds, se puede demostrar que

J(mg) = J_(m,) n par

Jmyy = —J_(my) 7 impar {4.25)

Substituyendo la ecuacién 4.24 en la 4.23, se tiene

mbmdsﬁ: == x.&mu.enﬁ M pﬂsﬁﬂﬁbmm:a.ﬁ«

n=—=u0

*E. Jahnke y F. Emde, Tables of Functicns, vover Publications, New Yorx,
1945. *
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Figura4.4 a} Funcién de Bessel de primera clase. b) Espectro de FM,
y
erult) = 4 M Jo(my) cos (@, + now,, )t {£.26a)

HP=—00

Si aprovechamos las propiedades de la ecuacién 4.25, se puede expresar Ia
ecuacion 4.26a como

mom,aﬁa = xﬁﬁtﬁcﬁﬂzﬁu cos San A_l .N%S@x:nnum Ancn + eﬂzvm — CO§ ?Ca - eiuﬂ
+ Jo(my)[cos (@, + 2w, )t + cos (w, — 2ew,,)]
..T gwﬁngﬁomvw Aen IT wﬁcﬁvm — COs Aﬁcn - we§wm“_
e e (4.26b)
Aun cuando en la bibliografia cominmente se emplea la ecuacion 4.26b, se
preferird la ecuacién 4.26a, que es mds compacta.
Evidentemente, por la ecuacidén 4.26b, la sefial modulante fr) de fre-

cuencia w,, da lugar a bandas laterales {w, twy), (W, * 2w,,), (w,
3wy ), . ... etc., como se iustra en la figura 4.4b, Por lo tanto, una seial
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de FM contiene un nimero infinito de componentes y su ancho de ban-
da es infinito. Sin embargo, en la prictica, las amplitudes de las compo-
nentes espectrales de frecuencia superior son despreciables y la mayor parte
de la encrgia de la sefial de FM queda contenida en los componentes espec-
trales situados dentro de un ancho de banda finito. Esto se deduce ficil-
mente de la ecuacion 4.4a. Para my < 1, solo Jo(m) y J, (my) tienen magnitu-
des significativas y las funciones de orden superior J, (my), J3(my), . . ., etc.,
resultan despreciables. En este caso, sblo tienen importancia las bandas
laterales de primer orden. Esto corresponde, por supuesto, a la FM de
banda angosta estudiada en la seccidn precedente.

Cuando miy= 2, las funciones J5(2), J¢(2),..., etc., tienen amplitudes
despreciables y las componentes espectrales significativas en FM son We,
ek Wy, Wet 2y, W123w,, ¥ w,t4w,,. El ancho de banda de las
componentes significativas es 8w,,. A medida que se incrementa My,
las componentes de mds alto orden adquieren importancia. Si se consideran
como bandas laterales significativas aquellas cuya amplitud sea por lo menos
el uno por ciento de la portadora no modulada, entonces, para todas las
bandas laterales significativas, J,(m;)> 0.01. En la grifica de las funciones
de Bessel se indica el nimero de dichas bandas laterales en diferentes valo-
res de my. Puede verse en tales grificas, que Jn(my) disminuye ripidamente
cuando n >my. En general, J,(mys) es despreciable para n>my. Esto es
cierto sobre todo para valores de my> 1. Asi pues, me=n para FM de
banda ancha en donde el nimero de bandas laterales significativas se puede
considerar como el entero més cercano a mg. El ancho de banda total W de
la sefial FM estd dado por

W~ 2ne, ~ 2mo, (en rps)
Pero
ak, Aw
My = — = —
E.ﬂ:‘ 85
Entonces
W~ 2mw, =2 Aw {en rps) (4.27)

En realidad, W= 2(Aw + 2w,,) es una expresidn mis exacta que 2 Aw. Por
lo tanto, se tiene

W~ 2(Aw + 20,) (4.28)

Esta regla constituye una buena estimacién en el caso de FM de banda
ancha, Para sistemas de FM de banda angosta, donde Aw <€ w,,, el ancho
de banda es aproximadamente 2w,, (el mismo que para AM, como se
demostrd en la seccién 4.2); por eso, el ancho de banda requerido para la
transmision de una sefial de FM es aproximadamente el doble de la mixima
desviacion de frecuencia de la portadora. En la figura 4.5 se ilustra la rela-
cion exacta entre la razon de W a Aw y la desviacion de la frecuencia de la
portadora como funcién de m,. A partir de esta figura resulta evidente que,
para my2> 1 el ancho de banda W es aproximadamente el doble de la
desviacion. °
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La Comisién Federal de Comunicaciones {(FCC)* ha fijado en 75 KHz el
maximo valor de Af (desviacién de frecuencia) para estaciones de FM de
radiodifusién comercial. Por tanto, el ancho de banda requerido es aproxi-
madamente 150 KHz.

Obviamente a partir de la figura 4.5, se deduce que, para FM de banda
ancha, (my® 1) el ancho de banda necesario para transmitir tiende a 2 Acw
radianes por segundo o 2 &f Hz. Como

Aw = ak, = mm,,

w
it
[ R

A N N I A N
s 2 4 6 & 10 122 14

my >

Figura 4.5 El ancho de banda de una sefial de FM en funcién del indice de modulacion.
(De Information Transmission, Modulation, and Noise, por M. Schwartz,

McGraw-Hill, New York, 1960.)

cuando crece my se incrementa proporcionalmente Aco, para un valor cons-
tante de wy,. BEsto se muestra en la figura 4.6a, donde w,, es constante
(fm = 5 KHz), junto con los espectros de una sefial de FM para my=1, 2,
5 y 10 en los cuales las desviaciones de frecuencia (Af) son respectivamente
5, 10, 25 y 50 KHz. Observe el lector que el ancho de banda es aproxima-
damente 2 Af para los valores mds altos de my.

En la figura 4.6b se ilustra el caso de una desviacién de frecuencia Aw
constante, cuando my= Aw/w, varia en funcion de w,,. Aqui, Af=
75 KHz y my varia de 10 a 5 cuando f,, varia de 7.5 a 15 KHz. En
cualquier caso, el ancho de banda B aproximado es

B ~ 2 Af = 150 KHz

43 MODULACION POR MULTIPLICIDAD DE FRECUENCIA
En la seccion 4.2 se estudid el caso especifico de una sefial modulante

de una sola frecuencia. A continuacion ampliaremos el estudio al caso de
multiplicidad de frecuencia. Primero se considerarin sélo 2 frecuencias, y

* Nota del traductor: Siglas inglesas de la Federal Communications Commission.
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después se generalizarin los resultados a cualquier nimero de ellas. Consi-
dérese

ft) = a; cos wt + a, cos wyt
w; = w, + k. f(t)
w, + kda, cos wyt 4 @y cos myt)

i

La mixima desviacion de frecuencia es, obviamente,

Aw = (o, + ay)k,

ak sk
6(t) = ‘, w,dt = at | — sen ant + — sen wt
o Wy
= it 4 mq sen ol + m, sen wmyt
en donde
aky k.

my = — Y my=——
wy ™y

También
m&uis = A0 _ A pil@dtm Selugtimgsen wst)
”k&mmsnﬁmmsumm: EHJAmmEummnEmJ Aﬁ.wwv

Las exponenciales de los paréntesis son, obviamente, funciones periddicas
con perfodos respectivos 2mfce; y 2m/w,. Estas exponenciales pueden Iepre-
sentarse como serie de Fourier mediante funciones de Bessel (véase la ecua-
cidn 4.24). Entonces

Dpyll) = Aelod Mcﬂ:ﬁﬁuvmu&ez M.Na?x.uvm;emﬁ

n=-—x k=0

= A D D T ma) et eshon (4.50)

prylf) = 4 M M S (my)Si(my) cos [{w, + noy -+ ke,)t] (4.31)

n=—it k=—u

Este resultado indica que cuando fr) se compone de dos frecuencias w; y
wgz, el espectro de FM contiene las bandas laterales (o, Thwp) vy
{(w, ke, ) que corresponden a dichas frecuencias. Notese el contraste entre
este comportamiento y et observado en AM, donde cada nueva frecuencia
de la sefial modutante produce sus propias bandas laterales. No existen tér-
minos de modulacion cruzada y, por eso, se dice que AM es una modula-
cion lineal mientras que FM es una de modulacion no lineal. Se tratard con
mis detalles el tema en la seccidn 4.5.

Los resultados para dos frecuencias obtenidos en esta seccion pueden
aplicarse al caso de un ndmero cualquiera de ellas.
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| fm=5ke
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! my=20
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Figu: - 1.6
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44 MODULACION CON ONDA RECTANGULAR

Se considerard aqui otro caso particular de FM en que la sefial modu-
lante f{z) es una onda rectangular como la de la figura 4.7a. El método es
muy general y aplicable a cualquier sefial modulante periddica. Para una
onda rectangular (figura 4.7a), la frecuencia instantinea de la sefial de FM
estd dada por

w; = 0, + kf(t
y la fase 8(¢) por
B{¢) H.“e.. dt
= gt + .ﬁ..‘,\ (¢
= wyd 4 p(f}
en donde
p(t) = N&Tw (t) dt
se muestra en la figura 4.7b. Esta es una funcion periédica triangular de
periodo T

Obsérvese que la desviacion méxima Aco de la frecuencia portadora en
este caso es k¢ pues |f(f)mgx = 1. Por lo tanto,

k. = Aw
¥
At d t 7
(o) BT
f} = 4,32
W P 6®
AEVﬁW|H_ MA AM...
y
w(t) = y(t = nT)
También

Pru(t) = Ae?®

— \u.m.\_.ﬁsmu.ea«“

La funcién &¥(?) es por si misma funcién periédica de periodo T y puede
expresarse por medio de una serie de Fourier como

s 2m
v M Lt w, = —
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FDE A

d)
Figura 4.7

en donde

_ua:. .
Rs” I,‘- m.,_en: mluaemn amu
T) rn

Substituyendo la ecuacién 4.32 en esta ecuacion e integrando,

o = s T —m] v T} s

en donde
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Por 1o tanto,
Prult) = Ae™Werod

a3
— k& M Ramu._..en..rsa.:

A=—a

o
pemlt) = 4 D a, 05 (w, + noo,)t
El espectro de frecuencia de wppm(f) se muestra en la figura 4.7d. El mé-
todo que hemos explicado es general y puede aplicarse a cualquier sefial
modulante f{t) periddica y con valor medio cero.

45 MODULACION LINEAL Y NO LINEAL

En el caso de las sefiales de AM, las bandas laterales se rigen por el
principio de superposicion. Asi, pues, si f;(f) y f,(#) dan lugar a sendas
bandas laterales v, y ¢, la sefial compuesta f,(¢) + f; (#) producir ¢, + ¢,.
No existe intermodulacion o bandas laterales de producto cruzado como se
observa en FM. Por esta razén AM se llama modulacion del tipo lineal.*

La modulacién lineal se presta a la manipulacién matematica y la genera-
lizacién. Se puede encontrar el espectro de una sefial modulada con la suma
de dos sefiales modulantes calculando el espectre individual de cada sefial
para sumarlos posteriormente. Esto es muy itil para calcular el ruido en
sistemas de comunicacion. En los sistemas lincales de modulacion, el efecto
det ruido presente en el canal puede calcularse suponiendo que la sefial es
cero. Esto no sucede con la modulacién no lineal, en la que surgen tér-
minos de modulacion cruzada. Por estas razones resulta interesante aproxi-
marse a la modulacion no lineal por medio de un modelo lineal. El caso es
andlogo al del andlisis de un sistema no lineal aproximable por otro lineal
en un rango limitado de amplitudes de sefial. Se demostrari ahora que FM
S¢ comporta aproximadamente lineal para un indice de modulacién pequefio.

Linealizacion de una sefial de FM para un indice
de modulacidon pequefio

Para un indice de modulacién pequefio, FM presenta un comportamiento
aproximadamente lineal. Considérese de nuevo el caso de una sefial modu-
lante f{r) con 2 frecuencias W Yy w,. La seflal de FM esti dada por la
ecuacion 4.29. Si m; y m, <1, entonces, para f(¢),

J(t) = a, cos wyt -+ a, cos wyt

Pealt) =~ A(1 + jm, sen ot)(1 + Jmg sen eyt)e’:
=~ A(1 4 jmy sen wyt - jm, sen wyt)e?> (4.34)

" Una definicion general de la modulacién lineal es: La sefial moduladz es una
funcién de la sefial modulante f(r). Sea @{f(z}] 1a sefial modulada; entonces, la modula-
cidn es lineal si {d/d[f(13]} {Af(H)]} es independiente de f(r). De no ser asi, es una
modulacién no Jineal. El lector puede verificar ficilmente, de acuerdo con esta defi-
nicion, que AM es lineal ¥ que FM no lo es.
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Observe que si

fu(t) = agcos oyf y oy <1
entonces | |
msz = Apimtenogiod
~ A1 -+ ..H....:H sen ﬁcHSmEl
Si
falt) = @, cos wyt ¢ g <l
entonces

~

Grall) = A(1 + Jig sen wyt)e’™

Es ficil ver que, bajo las condiciones m, M3 <1, las bandas laterales
debidas a la sefial modulante f1(f) +f2(z) son la suma de las bandas lace-
rales producidas individualmente por f; (1} v a f2(2). Por lo tanto, para un
indice de modulacién pequefio se puede suponer que E\.ﬁ es lineal. Con tal
suposicion, resultan despreciables los términos de modulacién cruzada.

46 ALGUNOS COMENTARIOS SOBRE
LA MODULACION EN FASE

Se ha observado que, para las portadoras moduladas en angulo, el mbn_.S
de banda de la sefial resultante es aproximadamente el doble de la amm,:m.
cion mdxima de la frecuencia portadora. Asi, si la desviacién se mantiene
constante, el espectro de la sefial modulada tiene un ancho de banda cons-

tante. )
La frecuencia instantinea w;, para seflales de FM, estd dada por la ecua-

cion 4.20

m; = w, + @k, €os !t

La desviacion de la portadora es Aw =aky y es independiente de la frecuen-
cia w,, de la sefial modulante. Por lo tanto, para sefiales de FM, el ancho
de banda es aproximadamente 2Aw = 2akp. Por otra parte, para 1a modula-
cibn en fase,

Bit) = w,t 4 ak, cos ot

;= % = w, — ak,m,, sen o ! (4.35)

dt
Evidentemente, por la ecuvacion 4.35, la desviacion Bmﬁam en MF no es
constante, sino que estd dada por akpw,, y varia linealmernte comn Wy, .
Entonces, el ancho de banda necesario para la transmision de una portadora
modulada en angulo no es constante y depende en grado considerable de la

forma de onda de la sefial modulante. B
Sin embargo, en la prictica es mas facil generar una sefial de MF que

una sefial de EM. Se demostré antes que para obtener FM, primero se
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integra la sefial modulante y después se modula en fase la portadora. Por lo
mismo, en muchos sistemas, se generan las sefiales de FM usando genera-
dores de MF los cuales utilizan la sefial integrada [ fA¢) dt] para la modula-
cion en fase.

4.7 CONTENIDO DE POTENCIA DE LA PORTADORA
Y LAS BANDAS LATERALES EN PORTADORAS
MODULADAS EN ANGULO

Se ha demostrado que la potencia total contenida en una portadora mo-
dulada en amplitud es funcion del indice de modulacion m. En una porta-
dora modulada en 4dngulo, su amplitud siempre es constante ¢ independiente
del indice de modulacion mp Por lo tanto, es de esperar que la potencia de
una portadora modulada en 4dngulo sea constante e independiente del grado
de Ia modulacion. Asi sucede en realidad. Considérese la ecuacidn 4.26a;

punll) = 4 3 Jo(m) cos (o, + nw,)t
R=—iC
Entonces, la sefial de FM es funcion periédica expresada como suma dis-
creta de componentes sinusoidales. La potencia de ¢pp{(?) es igual a la
suma de las potencias de las componentes individuales.® Asi,

Puede demostrarset que la suma del segundo miembro es 1 para todos los
valotes de my. Por lo tanto,

42
2

La potencia de la portadora sin modular cos ¢ es también 4%/2; por lo
tanto, la potencia de una sefial de FM es igual a la correspondiente a la
portadora sin modular; sin embargo, la sefial modulada tiene componentes
de portadora y de banda lateral, como lo expresa la ecuacion 4.26b. En
esta ecuacion, AJy(my) representa la amplitud de la componente portadora
y AJ,(mg) representa la amplitud de la banda lateral de orden n. Podemos
reducir Jo(my,) hasta donde sea posible, si elegimos m; adecuadamente. De
hecho, Jo(mg)=0 para my=2405, 552, etc. (véase la figura 4.4a); por
eso, la potencia en la componente de portadora puede hacerse tan pequefia
como se desee. En tal situacion, Ia mayor cantidad de potencia estid conte-
nida en las componentes de banda lateral. Asi pues, mediante la elecci6n
adecuada de Mg, se puede tener una eficiencia de transmision cercana al
100 %. Obsérvese que, a medida que 1, aumenta crece el niamero de bandas
laterales y Jo(my) disminuye, de manera que se incrementa la eficiencia de
la transmision.

orall) =

* Esto se deduce del teorema de Parseval (ecuacion 1.34).
T G. N. Watson, Treatise on Theory of Bessel Functions, p. 31. Cambridge, 1922.
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48 CARACTERISTICAS DE REDUCCION DE RUIDO
DE LA MODULACION ANGULAR

De lo estudiado anteriormente, es obvio que para una sefial modulante
dada. el ancho de banda necesario para transmitir una onda modulada en
angulo es mucho mayor que el requerido por una onda de AM. Por ejem-
plo, si f,, es de 10 KHz, entonces el ancho de banda de la onda de AM es
de 20 KHz, mientras que para la onda de FM seria aproximadamente de
150 KHz para A f= 75 KHz. Para la FM de banda angosta seria aproxima-
damente de 200 KHz. Bajo ninguna circunstancia el ancho de banda en FM
seria menor a 20 KHz. Esto constituye definitivamente una gran desventaja
del sistema de FM. Por esta razén, cuando se descubrio el sistema (alrede-
dor de 1920),* se le atribuia poca utilidad prictica por mal aprovecha-
miento del espectro. Después, el Mayor Edwin H. Armstrong, un brillante
ingeniero cuyas aportaciones al campo de sistemas de radio son comparables
a las de Hertz y Marconi,¥ demostrd que esto era falso.

En la actualidad, sabemos que FM produce una mejor discriminacion del
ruido y de sefiales interferentes. En el capitulo 7 se demostrard que la
razén de sefal a ruido se mejora en 6 db por cada incremento de uno a
dos en la ocupacién del ancho de banda. Con la FM de banda ancha, la
reduccion de interferencia del ruido en 30:1 (alrededor de 1000:1 en po-
tenciz) no presenta dificultad alguna. De la teoria de la comunicacion se
puede deducir la propiedad de reduccion de ruido en los sistemas de FM.
En el capitulo 8 se demostrard que, en general, se incrementa la razon de
gefial a ruido de una sefial dada, al aumentar el ancho de banda. Por otra
parte, si la razén tolerable es menor, entonces la sefial puede transmitirse
con un sistema de menor ancho de banda.

Debe recordarse que la propiedad de discriminacion del ruido en modula-
cién angular es significativa solo cuando el ancho de banda requerido para
transmitir es mayor, es decir, cuando ky es grande. En FM de banda an-
gosta, el ancho de banda necesario es el mismo que en AM y la mejoria en
la razén de sefial a ruido no es significativa.

49 GENERACION DE SENALES DE FM

Las sefiales de FM se pueden generar directamente al modular en frecuen-
cia la portadora (FM directa) o integrar primero la sefial modulante y mo-
dular después en fase la portadora (FM indirecta).

FM indirecta

Debido a la facilidad de generar sefiales de MF, éstas se utilizan con
frecuencia para generar indirectamente ondas de FM. Puede verse fécilmente,

* J. Carson, “Notes on the Theory of Modulation”, Proc. LR.E., 10, 57-64 (Feb.
19223,

+ E.H. Ammstrong, “A Method of Reducing Disturbances in Radio Signalling by a
System of Frequency Modulation”, Proc. LR.E., 24 (May 1936).

En general, se usan osciladores electronicos
a flr), uno de los elementos reactivos (L
que determinan la frecuencia.

del circuito entonado del oscilador, la frecuencia de oscilacion o, es
(4
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mma la ecuacion 4.8, que, si se alimenta una sefial [ f{£)dr a la entrada de

zzmm.w:.oaaoﬂ de MF, la salida es una sefial de FM. Ya hemos usado este

Mo m%_w_ para generar FM de banda angosta (figura 4.2). El generador

he o m:Mmoﬁwao _m: fa mmcam_ 4.2b es, esencialmente, un generador de MF de

sla al que se aplica una senal [ A7)dr, para i

: , producir una ond

MMmmWMmMM wwswmw\_ ms%om,_%. W—SB bien, podemos convertir esta onda de ES:oM
. e banda ancha por medio de un multipli

FM d . plicador de fre-

M“MMM& un &m@ozgo no _.Bmm_. que multiplica la frecuencia de la sefial Mwm

4; por ejemplo, un dispositivo sencillo de ley cuadritica puede multi-

plicar la frecuencia por el factor 2. Para ispositi
. . tal di
salida e,(7) estin relacionadas pos spositivo, la entrada ef) y 1a

Si

edl) = ppylt) = cos Aek + wL.E: &v

entonces

e,(f) = cos? AS.L_. -+ F.\.ﬁ& &v
s WT + cos ?Sk + wﬁ%\g &vu_

Es obvio que tanto la frecuencia portadora com indi i6
en la sefial de salida, son el doble de los valores oﬂnwwwwNMMwmhMmﬂwm_ﬂ_mnm%
de o:ﬁmam.\ En general, si se utiliza un dispositivo de ley n-ésima la %M
ao\ﬁm y m._ :.::8 de modulaciéon se multiplicarian por n. Este es el :%s»%.
método indirecto de Amstrong (figura 4.8) para la obtencidon de FM mc
banda ancha a partir de un generador de MF de banda angosta, :

Portadora
oL Salida de FM Salida de FM
. / de banda de banda
Intagrador Modulador | 2M905t8 | Multiplica-| ancha
de fase dor de fre-
cuencia

Figura 4.8 Representacion en bloques de la generacién indirecta de FM

FM directa

Aqui la sefial modulante hace variar directamente lIa frecuencia portadora

y se hace variar, en proporcion

b 0 Q de los circuitos entonados
i L y C son la inductancia ¥ la capacitancia

1
w,

. " VIe
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Si uno de los elementos L o C varfa linealmente con f{z) puede demostrarse
que, para pequefias variaciones, la frecuencia instantinea del oscilador
cambia también en forma lineal, en proporcién con flz). Supdngase que el
capacitor C varia en funcién de f(r) en la siguiente forma

0=, + af t) = QOT n %ﬁ.ég

en donde

y ﬂ”wa

—_—— = O}

VIO,

4

Obviamente, la salida del oscilador es la sefial de FM deseada. De manera
semejante puede demostrarse que, si se mantiene C constante y L varia con
(D), se puede obtener una sefial de FM.

Modulador de dicdo de reactancia

La reactancia variable puede obtenerse a partir de un circuito cuya impe-
dancia terminal sea una reactancia proporcional a la sefial modulante; por
ejemplo, la capacitancia de un diodo con polarizacion inversa es funcién del
voltaje en sus terminales. Al aplicar entonces la sefial modulante de voltaje
fit) a través de tal diodo con polarizacion inversa, s¢ puede hacer variar la
capacitancia de la union de la manera deseada.

Modulador de reactor saturable

En un modulador de reactor saturable, ¢l inductor varia en funcion de la
onda modulante f{r). La permeabilidad del nacleo de ferrita de tal reactor
es funcion del campo magnético externo, el cual puede producirse haciendo
pasar una corriente por otra bobina devanada sobre el ndcleo. La corriente,
proporcional a la sefial modulante, pasa a través de esta bobina y causa una
variacién proporcional a f{#) en la reactancia de la hobina principal. Este
método para generar FM resulta muy conveniente debido a su simplicidad y

al hecho de que, para la radiodifusion en FM, la desviacion de frecuencia
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an_cm_.a.m .Qa mqm KHz se puede obtener de este dispositivo sin necesidad
de multiplicacion posterior de frecuencia.

Para el estudio de otras técnicas refiérase el lector a la obra de Panter.*

Modulador de tubo de reactancia

. La impedancia terminal del llamado circuito con tubo de reactancia, cuyo
a_mmnzdm .om@cmam_moo se ilustra en la figura 4.%a, aparece como reactancia
<w§m£a (inductiva o capacitiva) proporcional a la sefial modulante f{r). El
circuito equivalente se muestra en la figura 4.9b. Como 7 mmbﬁ&ém:ﬁm es
muy alta, puede despreciarse. De dicha figura, se tiene ?

g Ve
v =0y + o T (4.36)
E, = 2,
aa Vy (4.37)
_ ~—7
Z;
PR
RO
E, | 22
| T

b)
Figura 4.9

Substituyendo la ecuacién 4.37 en la 4.36,

Z 1
M — AQS 2 I.T vﬁ‘\
Iy = Zy )
Por lo que, la admitancia Y,,, vista a través de las terminales ab, es

H 1 +. .Q..:Nm

Yoy ==

¥, Zy+ Z,

Generalmente, |g,,Z,1> 1, y si Z, > Z,, entonces

VA
u<nr ~ QM :
1

*P. F. Panter, Modulati ] , i
1965 ! ulation Noise and Spectral Analysis, McGraw-Hill, New York,
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La transconductancia g,, del tubo es funcidn del voltaje de reja. Si se
aplica a ésta una sefial proporcional a f(z),

Im = Gmo T 0F ()

[ B 012

M.u.w NH

Por ecsta ecuacién, es evidemte que si hacemos Z; = 1/fwCy y Z; =R, en-
tonces Y, representa la admitancia correspondiente a una capacitancia que

varia en funcién del tiempo:

¢ =04+ h\_ {t)

En cada uno de estos casos, la frecuencia portadora y el indice de
modulacién se mantienen con un valor pequefio. El valor descado de la
portadora se puede obtener mediante la multiplicacién y la traslacion ade-
cuada de frecuencia. La multiplicacion de frecuencia también aumenta el
indice de modulacion 1.

La modulacién en frecuencia también puede obtenerse a partir de disposi-
tivos controlados por voltaje tales como los Klystrons y los multivibradores.
En estos dispositivos, la frecuencia de oscilacion puede controlarse al aplicar
voltaje en determinados puntos. En el klystron reflex, la frecuencia de osci-
lacién es una funcién del voltaje de reflector,® por lo que dicha frecuencia
se puede modular aplicando f{r) al reflector. En los multivibradores, se
controla la frecuencia de oscilacién por medio del voltaje en la terminal de
control (la reja de control en los tubos de vacio o la base en un transistor).

4.10 DEMODULACION DE SENALES DE FM

Para recuperar la sefial modulante f{f) a partir de la sefial modulada de
FM, deberd disponerse de un circuito cuya salida varie linealmente con la
frecuencia de la sefial de entrada. Por lo tanto, los detectores de FM son
dispositivos sensibles a la frecuencia, y también se llaman discriminadores de
frecuencia. En general, un discriminador de frecuencia consiste en un cir-
cuito cuya ganancia varia linealmente en funcién de la frecuencia. En esta
forma, la sefial de FM se convierte en una sefial de AM por medio de este
circuito sensible a la frecuencia. En consecuencia, la sefial de AM resultante
se demodula con un detector de envolvente usando un diode y un cir-
cuito R-C.

En la figura 4.10 se representan varios tipos simples de discriminadores
de frecuencia. En la figura 4.10a, el primer circuito R-f. convierte la sefial
de FM en sefial de AM, la cual se detecta mediante un diodo y un segundo
~ircuito R-C (detector de envolvente). En la figura 4.10c, la sefial de FM se
convierte en una de AM por medio de un circuito entonado que opera
ligeramente fuera de sintonfa en w,, como se indica en la figura 4.10d. En
el circuito entonado cf voltaje varfa en forma aproximadamente lineal con la

*H. A. Atwatcer, fatroduction to Microwave Theory, McGraw-Hill, New York, 1962
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frecuencia, como se ve en dicha figura. La sefial de AM resultante se detec-
ta mediante un detector de envolvente (figura 4.10c). El discriminador R-L

o J\/\/\r ﬂ Pt ’ ’ —a 1 “_
|
Entrada de FM e K4/ ;
AM I
o 5 _
a) Discriminador simple, R—L c_bn ©

b) Caracterfsticas de un
discriminador simple,
R—L

a " M . _ — QO
Ent \ﬁ
oM 7 % K40
-4 : - |

_ w2
We

d) Caracteristicas de un

discriminador simple

c) Circuito discriminador entonado

o— ] _ . m:S:mao+
1
Rt
Entrada A—| f®
de FM Hs
ez T
. it l,

e) Discriminador balanceado
f) Caracteristicas de un
discriminador balanceado
Figura 4.10

en la figura 4.10a tiene sensibilidad baja. El circuito simple entonado de la
mmﬁm 4.10c tiene mayor sensibilidad pero sus caracterfsticas no son muy
lineales con respecto a 1a frecuencia. El discriminador balanceado de la fi-
gura 4.10c tiene sensibilidad alta, as{ como buena linealidad; sus circuitos
entonados superior e inferior se hun sintonizado respectivamente en valores
arriba y abajo de la frecuencia portadora,

En la figura 4.10f se muestran los voltajes e¢; y e, en funcidon de 1a
frecuencia. La salida resultante e,(r) se muestra mediante 1a lfnea punteada.
Este discriminador proporciona una linealidad excelente en comparacién con
¢l simplemente entonado, debido a que se elimina la distorsion causada por
las armonicas pares; ademds, cualquier distorsion procedente de la modu-
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lacién residual de amplitud, presente en la sefal de FM de entrada, también
queda eliminada por el balance del circuito.

PROBLEMAS

1. Si en la modulacién (MF o FM) la sefial modulante es una simple sinusoide (4
€OS Gxyt), demostrar que no existe manera alguna para determinar, a partir de la sefial
recibida, si ésta es de FM o de MF.

2. Una portadora de 10 MHz se modula en fase con una sefial sinusoidal de
10 KHz vy amplitud unitaria. La desviacion mixima de fase es 10 radianes pama la
amplitud unitaria de la sefial modulante. Calcular el ancho de banda aproximado de
la sefial de MF. Si la frecuencia de la sefial modulante cambia a 5 XHz, encontrar el

nuevo ancho de banda de la sefial de MF. 8i la frecuencia es la original (10 KHz),

pero la amplitud se duplica, encontrar el ancho de banda de la sefal de MF.

3. Una portadora de 100 MHz se modula en frecuencia con una sefial sinusoidal
de 10 KHz de manera tal gque la desviacion mixima de frecuencia es de 1 MHaz.
Determinar el ancho de banda aproximado de la sefial de FM en este caso y en el caso
de una amplitud doble de la sefial modulante.

4, Una portadora de 100 MHz se modula en fase con una sefial sinusoidal de
10 KHz mediante un modulador que tiene kp = 100. Determinar el ancho de banda
aproximado de la sefial de MF si la sefial modulante tiene amplitud unitaria, y también
en los casos de amplitud v la frecuencia dobles.

5. Una sefial modulante ¢ cos y,! modula en fase una portadoia de alta fre-
cuencia. La constante de desviacién de fase es kp (ecuacién 4.8). Encontrar todas las
relaciones posibles entre la mdxima desviacién de frecuencia Aw, la méxima desviacion
de fase Ay, la constante de desviacion de fase kp, la frecuencia de la sefial modulante
Wy, ¥ la amplitud a.

6, Una portadora de 10 MHz es modulada en fase por una sefial sinusoidal de
10 KHz v de amplitud unitaria, siendo la desviacién mixima de fase de 2 radianes;
calcular el ancho de banda de Ja sefial de MF. (Obsérvese que en este caso la desvia-
cién de frecuencia es muy pequefia, por lo que deberfa usarse la grifica de la fi-
gura 4.5 para el edlculo del anche de banda).

7. La ecuacién siguiente representa una onda modulada en dngulo

@{t) == 10 gos (2 x 1087t 4 10 cos 2000xf)

Encontrar:
a) La potencia de la sefial modulada.
b) La mixima desviacion de frecuencia.
¢) La maxima desviacion de fase.
dy Fl ancho de banda. .

Determinar si es una portadora modulada en frecuencia o en fase.

8. Se modula en frecuencia una portadora con sefial sinusoidal fr). La constante
de modulacion aHHwo.ooo. Encontrar la potencia contenida en la portadora y la
potencia total contenida en todas las bandas laterales en cada uno de los casos si-
guientes:

a3 fit)y = cos BOOOE B) fir) — 2 sen 2500t
¢) fit) —= 4 cos 2500¢ d) fity — 2.405 cos 30.000¢

£) fir) == 10 sen (1000 + 6) A f@y = 5.52 sen (30,000 -f- )
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9. Bosquejar las portadoras de FM y MF cuando la sefial modulante f(#) es como
la de la figura P 4.9,

AL AL A
A4 ARV NV

Senoide rectificada

NN NN NN

t—

b}

Parabdlico ~¢2

AN ANN NS

t— s
c)

Figura P-4.9

10. En cada una de las sefiales periédicas modulantes de la figura P4.9, encontra
el espectro de la portadora de FM asi como la potencia contenida en la portadora y
en las bandas laterales.

11. En cada una de las sefiales modulantes de la figura P4.9, encontrar el espectro
de la sefial de MF,

12, Una portadora de 100 MHz se modula en fase con la sefial f(#), representada en
la figura P4.32. La constante wu del sistema modulante es 106, ) Bosquejar la porta-
dora modulada. &) Enconirar y bosquejar ¢l espectro de la portadora modulada, si

1} 4 =2 x 10-3 T ==2 % 103

2) A = 10-3 T =2 % 10-3
3) 4 =2« 103 T=10"3
4) A =103 T = 10—

A

_AI‘HL\_ tsec—> '

Figura P-4.12



CAPITULO

Sistemas de comunicacion:
Modulacion por impulsos

El teorema de muestreo estudiado en la seccidon 1.16 proporciona las bases
tedricas para las técnicas de modulacién por pulsos. Se demostrd que una
sefial de banda limitada, sin componentes espectrales de frecuencia superior
a fn Hz, queda completamente especificada mediante sus valores en inter-
valos uniformemente espaciados de 1/2f,, segundos. En lugar de transmitir
la sefial en forma continua s6lo es necesario transmitirla en un nimero
finito de instantes (2f,, por segundo). La informacién de la muestra puede
transmitirse por modulacién de pulsos. A continuacién se estudiardn varias
formas de este tipo de modulacion.

5.1 MODULACION POR AMPLITUD DE PULSOS

En este tipo de modulacidn se transmiten pulsos cuya amplitud varia en
proporcién a los valores muestrales. Considérese, por conveniencia, la trans-
misiéon de muestras ideales (impulsos) como se indica en la figura 5.1. Las
muestras se localizan a intervalos de 1/2f,, segundos. Segin se observd en
la seccién 1.16, el espectro de la sefial muestreada f(f) esta dado por la
repeticién periodica del espectro de fi#), es decir, de F{w) (figura 5.1e).
Evidentemente, por la figura 5.1le, se puede recuperar f{#) de la sefial mues-
treada f5(¢) al transmitir fy(f) a través de un filtro de paso bajo con fre-
cuencia de corte f,. El espectro de fu(t) es Fy(w) dado por la ecua-

ciim 1.136:
= 2
M Fla — nw,) Wy = 75

1
<
N»N,.w.x_‘

.Nﬂmﬁocv =

f=—"5C

T

La figura 5.1 muestra el caso de 7= 1/Z2f, (intervalo de Nyquist). En
este €aso, wp = 2w,y ¥

' 237
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1 & T - )
F o) = 7 M F{o — 2nom,,) = (5.1) muestreo no ideal se produce un espectro similar al del muestreo ideal de f{¢),
e

w i i
Oy pero con amplitud decreciente. Se puede obtener el mismo resultado analitica-
mente. En este caso, se tiene

— T

g odudar A28 FO = J0m 1
\b F(w)
8y Ma 7(t) <~
a > s
g!lv —Wh | Wy W

al b

(e

b o RS & -

F(w)

.HL r Ll, TN.”NJW..M w\m\ IW‘.:. |M83ﬁ Nccwz Nﬂ.qh /ﬁ@

[ —

ful0) = 7057 (1) c)

. - /// |
- y - A \.:?G:\,.
\\* i P % g Yo 1 : NN \_\_\\:\/:/ -
N /% ‘w\ f—s — 4y —20m ﬁ 2wm  Awm ull § \3\
NP . Y
dl e
Figura 5.1 e}

Figura 5.2 Meodulacidn por pulsos (muestreo no ideal).

Muestreo natural \

\

En el proceso que se acaba de mencionar se muestrea en ciertos instantes Entonces

la funcién Ar) con impulsos (muestreo instantdneo). De la figura S.1e se ve 1
que el espectro de tal sefial, muestreada en forma ideal, ocupa todo el F o) = ﬂﬁﬁav * P {w) (5.2)
ancho de banda (de —eo a =), es decir, contiene componentes de todas las
frecuencias. Sin embargo, en la prictica no se puede efectuar tal muestreo
ideal pues no es posible generar verdaderos impulsos. En general, el mues- De la ecuacion 1.103 se deduce:
treo se efectiia por medio de pulsos muy angostos de duracion finita, por lo )
cual dicho muestreo no es instantineo sino que ocurre en intervalos de 1 -
tiempo finitos. Se investigard ahora el efecto de tal tipo de muestreo. T = o = —
Supongamos que se muestrea con pulsos rectangulares periodicos de 7 U o
segundos de duracién, repetidos cada T segundos. Denotaremos este tren de
pulsos por p,(¢) (figura 5.ic). Se tomaré el intervalo de muestreo 7' como ; Y
el intervalo de Nyquist, 1/2f, segundos. En la figura 5.1d se ilustra el |
espectro P;(w) del tren de pulsos (ecuacion 1.103, figura 1.34). La sefial :
muestreada f,(7) es el producto de ) y P,(r); entonces, Fy(w), el espectro -

de £,(1), se obtiene de la convolucidén de F{w) con P (w), cuya obtencidn resulta ) . .
ficil en forma grafica, con el resultado mostrado en la figura 5.2f. Con el Pho) = 2470, M Sa(n7o,) Ho — 2nw,) (5.3)

2o
wy = — = 2m,,

.Q.‘

H=—on
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Substituyendo la ecuacién 5.3 en la 5.2 se obtiene

oo

Arw, o
Flo) = — Flo) + M Sa(nrw,) 8w — 2nw,,)
- =—
- % M Sa(nrw,)F(o) « o — 2nm,)
= WH Ma“ Sa(nrw,)F(o — 2ro,) (5.4)
- Q._ L~ m m

Por la ecuacién 5.4, el segundo miembro representa el espectro de F{w)
repetido cada 2w, radianes por segundo con una vardacién de amplitud
dada por Sa(nreom,); por consiguiente, esta ecuacion representa el espectro
de la figura 5.2f. Obsérvese que no es necesario que los pulsos de muesireo
sean rectangulares, como los de la figura 5.2c. Es posible representar todas
las muestras por cualquier otro tipo de pulsos g(f); esto sdlo causari una
variacion en la forma de la envolvente del espectro Fi{cw) de la figura 5.21.
[La envolvente se denotaria por Q(cw), la transfermada de Fourier de g(z).]

Por lo tanto, el muestreo no ideal de f{¢) resulta en una repeticion de su
espectro cuyas amplitudes van disminuyendo. La sefial original puede recupe-
rarse de la sefial muestreada f(f) usando un filtro de paso bajo con fre-
cuencia de corte ¢w,,. El proceso de demodulacion para la modulacién por
pulsos (muestreo no ideal) es el mismo que el de la modulacién por impul-
sos (muestreo ideal). Notese que, aun con el muestreo no ideal, se puede
recuperar la sefial sin distorsion alguna. El ancho de banda necesario para
transmitir una sefial muestreada en forma ideal (modulacién por impulsos)
es infinito, mientras que el necesario para la modulacién por pulsos es
finito, pues e! espectro Fi(w) (figura 5.2f) decrece en funcion de la fre-
cuencia v el contenido de energia es despreciable en frecuencias superiores.

A medida que la duracion de los pulsos aumenta, el espectro gecac mas
ripidamente y se reduce el ancho de banda necesario para trarismitir. Por lo
tanto, la modulacion por pulsos {muestreo no ideal) es mejor que la modu-
lacién por impulsos (muestreo ideal). Sin embargo, ia ventaja obtenida en el
dominio de frecuencia se pierde en el dominio del tiempo. En la modula-
ci6n por pulsos se precisa un mayor intervalo de tiempo para transmitir la
sefial muestreada que en la modulacién por impulsos. Como los pulsos tie-
nen una duracién finita, sdlo es posible transmitir simultineamente un nd-
mero finito de sefiales bajo la base de tiempo compartido (multicanalizacion
por division de tiempo) mientras que, en el caso de la modulacidn por
impulsos, es posible transmitir cualquier niimero de sefiales. El tipo de mo-
dulacion por pulsos descrito se llama modulacién por amplitud de pulsos
(MAP), debido a que la seflal muestreada representa en esencia el tren
periodico de pulsos cuya amplitud es modulada por f{2).

La sefial muestreada recién explicada puede expresarse como el producto
de f{¢) y un tren uniforme de pulsos:

4ty = J0)g.0
=fit) D it — T)

=00

Modulacion por amplitud de pulsos 241

en donde ¢g(r) representa los pulsos bésicos de muestreo. Este muestreo se
llama muestreo natural.

Muestreo instantaneo

m: el muestreo natural se multiplica cada pulso de muestreo por f{f) en
el intervalo correspondiente; en consecuencia, cada pulso en la sefial mues-
treada fo(z) tiene diferente forma de onda. Esto es obvio en la figura 5.2¢
donde la parte superior de cada pulso toma la forma de la onda Eomc_m.ba_
\.AD en el intervalo correspondiente. En cambio, considérese el muestreo
E.ﬂmbab.mo en el que todos los pulsos de la sefial muestreada tienen la
misma forma, pero con amplitudes proporcionales a los valores de las
muestras correspondientes (figura 5.3). Obviamente, este tipo de sefial de

g(t)

a)

f(t)

t——=

b}

Figura 5.3

Mcmmﬁmo :a<m.E informacién de todas las muestras y, por lo tanto, con-
:Mwm, mwmawamm informacion de 1) mﬂmEE..m y cuando el intervalo de _:Emm.
N ~_awoﬂ_ n_.com :m.?.u. segundos). Noétese que el muestreo natural (fi-
o ﬁ_ a la informacién de fiz) que correspende a la duracion de cada
Pulso de muestreo mientras que en el muestreo instantineo la informacién
Q.a .AD.@:mam contenida sblo en los instantes de muestreo. Por eso se con-
sidera Sﬁm:&:m.o este tipo de muestreo. Notese que cabe considerar el
Muestreo con tren de impulsos (figura 5.1} natural o instantineo.
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Considérese que el pulso bisico utilizado tiene una forma arbitraria q(f)
como se ve en la figura 5.3a La sefial muestreada se denotard por x4(7).
Asi, para el muestreo instantaneo, .

zif) = > fnTg(t —nT) (5.5)

n=—uc

Obsérvese que se ha reservado la notacion f.(t) para cuando f{f) estd mues-
treada con un tren de impulsos unitarios.

fA) = > feo) 3¢ — ) (5.6)

n=—c0

folt)

- N

R
AN
N
s
=
N
N
2\

Figura 5.4

Vamos a encontrar el espectro de x,(r) para una forma arbitraria de

pulso g{f). Esto s¢ deduce facilmente del hecho de poder obtener xg(f) a
partir de un sistema cuya respuesta al impulso unitario sea g(f) y cuya sefial
de entrada sea la fi(f) de la ecuacion 5.6 (o ia figusa 5.1d). Esto se indica

en la figura 5.4. As{ pues, si
g{t) > Q)

entonces
x(£) e F ()M o)

Usando la ecuacion 5.1 se obliene

1 & T

x ft) <> T o) F(ow — 2nw,,)

T = (5.7)

ot 7o it oo
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De la ecuacién 5.7, es evidente
T, que el espectro de la funcién m
wmmwxwm MOEH,MM@ de 1Ia :Ww@ana: periddica de F{w) Sc_mﬁ:om%mmmmwmﬂw
¢ g(t) que es Q(w). En la fi ,
piteos con Ta w2 T gura 5.5 se representa el caso de

O fs(t) 25 (1)

:]

{w)

dr{t)

a}

IV:AIﬂ f—

d}

Figura 5.5

i JMHMM:M:M Mmﬁmﬁnﬂv oﬂwﬂﬂo:o Mm x5(#)] en la figura 5.5g no es el mismo
ra 3.2, 0 pudiera parecerlo superficiaimente. El -
tro de la figura 5.2f consta de F(w) repetido periddi Rila
¢ion de amplitudes, sin perder su forma en %mam cmmw%ﬂhw ot pacte
1 de . otr
wmﬁ_Ea_om en la figura 5.5g, F{w) pierde su forma original y M%omm..”ouvww%%
ada por el factor Q(cs). Para cada frecuencia existe un factor diferente:
eso, ninguno de los ciclos de la figura 5.5g tiene la forma de Flw) mmv e
deduce claramente de las ecuaciones 5.4 y 5.7. En la ecuacién mk m_zw .
8\_. Sa(ntew,,) es constante en un ciclo dado mientras que, se : M ecan.
cion 5.7, el factor Q(cw) es funcion de 1a frecuencia. ) o a eet
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Recuperacion de f(r} del muestreo instantineo

El espectro de la funcion muestreada x (¢} (figura 5.5g) es una forma
distorsionada de F(w), como fue el caso del muestreo natural (figura 5.2f).
(Esto siempre es vilido, excepto en el muestreo con un tren de impulsos.)
Por lo tanto, no es posible recuperar F(cs) usando solamente un filtro de
paso bajo cuyo espectro de salida sea F(e)O(ew) si la frecuencia de corte
fuera w,,. Puede recuperarse la sefial deseada f{r) de la salida, haciéndola
pasar por otro filtro con funcién de transferencia 1/Q(w) (figura 5.6a).
Obsérvese que, como F{w) es de banda limitada a w,, radianes por se-
gundo, serd suficiente que el segundo filtro tenga una funcidn de transfe-
rencia 1/0(w) en el intervalo (0, w,,). Fuera de este intervalo puede elegirse
cualquier forma conveniente para el disefio. Se pueden combinar ambos
filtros para formar un solo filtro compuesto cuya respuesta se muestra en la
figura 5.6b. Evidentemente, la funcién de transferencia H{w) serd 1 [Q(w) en el
intervalo (0, w,,) y cero fuera del mismo; por lo tanto H(w) puede ex-
presarse asi:

lo| <<,

1
H{w) = —% (3.8)

0 De otra manera

Cuando el pulso g(f) es extremadamente angosto tiende a una furcion
impulso y ((w) tiende a aplanarse; en otras palabras, Q(w} tiende a vol-
verse constante en el intervalo (0, w,,). En tal caso, el filtro compuesto de
la figura 5.6b se reduce a un filtro ideal de @mmo\wa.o con frecuencia de
corte w,, vy la recuperacion de f{¢) es idéntica a la correspondiente al caso
de muestreo natural. Esto es de esperarse, pues si g(f} es muy angosto,
tiende a un impulso y la situacién se aproxima a la del muestreo con un
tren de impulsos.

H(w)
1
Q{w)
x5(1) Filtro de 1 fit)
aso hajo —
P _n_mm__ @A€u|— —i&m W w
Hw)
a) b}
Figura 5.6 m

También se puede recuperar f{¢) a partir de x,(¢), si se multiplica xg(t)
por un tren de impulsos §7(f). Obviamente, esto produce f(t), como se
ilustra en la figura 5.7. Se puede, entonces, recuperar la sefial f{r) a partir
de f,(f) mediante un filtro ideal de paso bajo.
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i) A
_./h\m\\

F !

Filtro de
paso bajo

x5 (1) fs(t)

oy (t)
Figura 5.7

- -y

Transmision de sefiales MAP

E sefial de MAP puede transmitirse directamente por medio de un par
de h.:r.um.. Las ondas electromagnéticas en el espacio libre no son capaces de
qm:mSE.am directamente, pues el espectro de MAP estd concentrado en las
frecuencias mds bajas, lo que requeriria de antenas grandes, poco pricticas
Por lo tanto, el espectro se traslada a una frecuencia mas alta por medio am

t (t .
Olll_m‘wl gt__—“__u__gc.‘ \.ﬁ g g_._—d—u_gn_—‘ _w,.mmC COS wei

H H Transmisor

() €08 et
Fo(1) COS wet At : .
Filtro de
Demodulador paso bajo [
Raceptor

COS oot

Figura 5.8 Representacién en diagrama a bloques de MAP/AM.

una de las técnicas de modulacién en amplitud estudiadas anteriormente. La

mamm._ se %Boa.:_m en el receptor, retrasladando el espectro a su posicion

Mﬁm_‘:mw La mw_am del demodulador es el tren de pulsos fi(#), que pasa a

raves de un filtro de paso bajo para recuperar 7). T istem

Sistomas do MAP AT, P p J(z). Tales sistemas se llaman
El espectro de las sefiales de MAP también puede trasladarse con técnicas

de modulacion angular. En tal caso, los sistemas se conocen como de

Hm\\\wﬁ.o de w\_%\gm. En la figura 5.8 se representa a.bloques el sistema
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52 OTRAS TECNICAS DE MODULACION POR PULSOS

Para transmitir una sefial fr), se precisa informacién sobre sus valores a
intervalos de 1/2f,, segundos; lo importante es notar que no es necesario
transmitir la sefial de banda limitada en forma continua, sino que la infor-
maciéon completa de tales sefiales puede transmitirse mediante valores dis-
cretos. Tal informacion discreta se puede transmitir de varias maneras una
de las cuales (MAP) se tratd en la seccion 5.1

En las sefiales de MAP, la informacién va en la amplitud de los pulsos,
Esta amplitud se podrfa mantener constante y variar la duracién de los
pulsos en proporcion a los valores de A) en los instantes correspondientes.
El sistema se conoce como modulacién por duracion de pulsos (MDP). Tam-
bién se puede transmitir la informacion, con amplitud y duracién constantes
y cambiando su posicién en proporcion a los valores-muestras de f{7) en los
instantes correspondientes. Tal sistema se llama modulacién por posiciéon de
pulsos (MPP). En la figura 5.9 se ilustran sefiales de MAP, MDP y MPP para

una onda f{¢).
fie)

t——

La anchura de los
m\\ pulsos cambia

P—

b} MOP La anchura de los pulsos es la
misma pero estan localizados

a intarvalos irreguleres. Las
lineas discontinuas se localizan
a intervalos regulares

c) MPP
Figura 5.9 Representacién de sefiales de MAP, MDP y MPP.

R
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Otra »,od.:m mportante de modulacién por pulsos es la modulacién
_uc_mom.oo&mnmaom (MPC). En este sistema, cada valor-muestra de gADﬁoﬂ
transmite en la forma de un cdédigo formado por un patrén de pulsos mm,a.
muestrea la sefial f{r) a transmitir, aproximindose cada Bcowﬁw al E m
permitido mis cercano, como s¢ ve en la figura 5.10a. En este caso <Mo

Volts
t Lez=
(o e 1522>=15
14
13—
12—
1.1 1.08==1.1
10
0.9 0922209
08
0.7 _H
06—
05—
04—
mw R 0282203
01F011==01 ner=os
1
!
ko t—
2fm
a)
Digito Equivalente binario Forma de onda de pulsos codificados
0 0000
1 0001 !
2 0018 M
3 0011 L"
4 0100 !
5 0101 L_
6 0110 v
7 0111
8 1000
9 1001
10 1010
i1 1011
12 1100
13 1101
14 1110
15 11i1

b)
Figura 5.10 ») Una forma posible de cadigo de pulsos.
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tienen 16 niveles permitidos a intervalos de 0.1 volt, y se representa cada
nivel de voltaje por un patrén de pulsos (figura 5.10b). As{ pues, en lugar
de transmitir muestras individuales se transmite un patron de pulsos.

En el ejemplo se usaron pulsos binarios {que pueden tomar dos valores)
y se pueden utilizar en general pulsos con capacidad de tomar mis valores,
con lo cual se necesitan menos pulsos por muestra. Asi, en MPC, en lugar
de un pulso {como en MAP} se transmite un grupo de pulsos por muestra.
Por lo tanto, en MPC se necesita mis intervalo de tiempo para transmitir la
misma informacién que otros sistemas de modulacidn. Sin embargo, la des-
ventaja queda compensada por su propiedad de ser mds inmune a la inter-
ferencia. Para recibir una sefill MPC solo es preciso saber de la existencia o
no existencia del pulso, sin importar su amplitud o forma. Asi pues, cual-
quier interferencia externa que tienda a introducir una distorsién de altura o
duracion de los pulsos no tendrd influencia alguna en las sefiales de MPC.
(Este topico se estudiard ampliamente en el capitulo 7).

53 MULTICANALIZACION POR DIVISION DE TIEMPO

El teorema de muestreo permite transmitir la informacién completa de
una sefial continua limitada en banda, sin enviar mas que muestras de f{1)
tomadas a intervalos regulares. Ya que la transmision de estas muestras
ocupa ¢l canal solo durante una parte del tiempo, existe la posibilidad de
transmitir varias sefiales bajo la base de tiempo compartido. Esto se logra al
muestrear todas las sefiales a transmitir y al intercalar las muestras, como s¢
ilustra en la figura 5.11 en el caso de dos sefiales. En el receptor se separan
las muestras de cada sefial con técnicas adecuadas. Se describirdn brevemente
los aspectos mds importantes de un sistemna transmisor y receptor de multi-
canalizacién por distribucién de tiempo. .

Figura 5.11 Multicanalizacién en tiempo de dos sefiales.

En la figura 5.12 se indica el diagrama a bloques de tal sistema. En el
transmisor, un conmutador se conecta sucesivamente de canal en canal, con-
trolado por un circuito de tiempo. Esta conmutacion y la generacion de los
pulsos estdn en sincronia; por lo tanto, la satida del circuito de muestreo
consta de muestras intercaladas de todas las sefiales. Se usa otro circuito de
tiempo en el receptor, en sincronfa con el del transmisor, pata conectar el
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Circuito de singrp- Transmi
nia {generador de sor
pulsos
b
Circuito de Al
[—————— |
muestreg sistema de
transmisidn
Conmutador
a)
Circuito de
sincronia Receptor

A

Sefial
recibida

Conmutador sincranico

hj

Figura 5.12 Multicanalizacién en tiempo de # canales.

conmutador a los dife *
rentes canales,™ con lo que se logra separar adecuada-

mente las muestras de las diferentes sefiales. Medi
. Mediante un fi i
se recupera en cada canal la sefial deseada. ftro de paso bajo

Rapidez de muestreo

. Si se .m_ommm que las muestras de una sefial de banda limitada lleven la
Mnﬂun:meg completa de la sefial, entonces la rapidez de muestreo nunca
ebe ser menor que 2f,, muestras por segundo. Esta rapidez minima d
muestreo .@\E muestras por segundo) es la llamada rapidez de Nyquist )
Es ocu.._o que la rapidez de Nyquist resulta en una repeticion QM es .on?
de la sefial, sin sobreposiciones y sin intervalo alguno entre ciclos m:owmd ;
como se ve en la figura 5.13a. Por lo tanto, para recuperar la sefial \Qw wmv
la <efial :.:.Ew:omam es necesario usar uft filtro ideal de paso bajo que X
ta transnutir sin atenuacién las frecuencias w < w,,, vy mﬁscm:_m %o: oo,
ponentes de frecuencia superior a w,,. La realizacion préctica Mm :ﬂm M%HB-
de paso bajo con caracteristicas de corte abrupto requiere de un gran :”.m

* Para los detalles de tal arreglo de conmutacid é
3 ) cion, viuse M. Sch 4 7
Transmission, Modulation and Noise, Chapter 4. EnOHWE-IE. New <€owmﬁw—w~mu%o§nnoz
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mero de elementos. Con una rapidez de muestreo mayor que la de Nyquist,
es posible reducir la severidad de las condiciones impuestas para disefiar
tales filtros. Puede verse ficilmente que, en tales condiciones, el muestreo
resulta en repetir el espectro de la sefial con intervalos libres (banda de
resguardo) entre ciclos sucesivos, como se ilustra en la figura 5.13b. De la
figura se deduce que se puede recuperar la seilal original, a partir de la sefial
muestreada, con un filtro de paso bajo que no requiera una caracteristica
de corte muy pronunciada.

s Banda de proteccion

b)
Figura 5.13 Espectro de una sefial muestreada.

En multicanalizacion por division de frecuencia se plantea algo semejante.
Por las razones mencionadas, los espectros de varias sefiales estdn separados
por una banda de resguardo. En la multicanalizacion por division de tiempo
las muestras de las diferentes sefiales se encuentran intercaladas; si su sepa-
racion es muy pequefia, se le deben imponer requisitos muy severos al
sistema del receptor que separa las muestras de las varias sefiales, Por lo
tanto, las muestras de las sefiales sucesivas también se separan por un peque-
flo intervalo de tiempo llamado fiempo de resguardo.

54 REQUISITOS DE ANCHO DE BANDA PARA
LA TRANSMISION DE SENALES DE MAP

Para comparar el sistema MAP y otros, es importante conocer el ancho
de banda necesario para la transmisién. Como se ve en las figuras 5.1e, 5.2f
o 5.5f, el espectro de una sefial de MAP contiene frecuencias en todo el
intervalo (— oo, oo). Se requerird entonces un ancho de banda infinito para

P
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transmitir una sefial de MAP; sin embargo, se demostrara que toda la infor-
macion contenida en las muestras puede transmitirse en un ancho de banda
finito,

Para la multicanalizacidn en tiempo de n sefiales continuas, cada una de
banda limitada a f,, Hz, es necesario transmitir 2f,, muestras por segundo
por sefial. Por lo tanto, han de transmitirse 2nf,, pulsos por segundo en el
caso de n sefiales. Se demostrard shora que la informacién de estos 2nf,
pulsos puede transmitirse en un ancho de banda de nf., Hz.

A primera vista podria parecer que se necesita un anche de banda infi-
nito para la transmision de sefiales de MAP, debido a que se transmiten
pulsos rectangulares con un espectro que ocupa todo el rango de frecuencia.
Sin embargo, debe recordarse que realmente no interesa la forma de dichos
pulsos sino su altura. Cualquier distorsion en la forma del pulso no es
importante, siempre y cuando se mantenga una cierta altura.

La salida del sistema multicanal consiste de 2nf, pulsos por segundo,
originados por cada una de las » sefiales, a un ritmo de 2/, muestras por
segundo. Fs necesario ahora conocer el ancho de banda para transmitir
2nf,, muestras de informacién diferentes por segundo. Se deduce del teo
rema de muestreo que una seflal continua limitada en banda a B Hz puede
transmitirse mediante 28 muestras por segundo de dicha sefial.* Inversa-
mente, enunciamos que 2nf,, muestras independientes por segundo definen
una sefial continua limitada en banda a nf,, Hz. Consideremos que estas
2nf,, muestras corresponden a alguna sefial continua ¢(t} limitada a nf,, Hz.
En efecto, por la ecuacion 1.140, tal sefial puede formarse a partir del
conocimiento de esas muestras. Por lo tanto, en lugar de transmitir las 2nf,
muestras por segundo, se transmite la sefial continua correspondiente ¢(f) v,
puesto que estd limitada en banda a nf,, Hz, el ancho de banda requerido
serd af,, Hz.

Se debe obtener ¢(r) a partir de las 2nf,, muestras por segundo. Los
pulsos discretos son muestras de o(f), asi que, de acuerdo con lo anterior,
se puede obtener esta sefial transmitiendo los pulsos a través de un filtro de
paso bajo con frecuencia de corte nfy, Hz.

Sean yg(f) la sefial representada por 2nf,, pulsos por segundo y ®g(w) su
espectro, o sea, una repeticion periddica de ®{w). En la figura 5.14 se
ilustran las sefiales @(?) v @1} asi como sus espectros. Este resultado es
muy significativo y se volverd a emplear en capitulos subsecuentes; sin em-
bargo, se debe recordar que, si se desea reproducir la forma del pulso asi
como su altura, entonces el ancho de banda habrd de ser mayor que
nfm Hz.

Es interesante observar que el ancho de banda necesario para transmitir
directamentz n sefiales de MAP por distribucion de tiempo es nf,,, el mis-
mo para transmitir estas n sefiales mediante la multicanalizacién por distri-
bucién de frecuencia AM-BLU; sin embargo, va se indicd que la transmisién

* Obsérvese que un nimero d: muestras mayor a 2B por segundo no es indepen-
diente. Un miximo de 2B muestras .cn independientes y las muestras restantes pueden
expresarse en férminos de las 28 muestras independientes, como se deduce ficilmente
de la ecuacién 1.140. Se puede expresar la informaciéa .ompleta de la sefial en tér-
minos de un minimo de 2B muestras por segundo; por lo tanto, las muestras restantes
siempre pueden expresarse en términos de estas 2B muestras por segundo,
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Figura 5.14

directa de sefiales de MAP por radiacion no resulta conveniente ya que,
como la energia de tales sefiales se concentra en las frecuencias més bajas,
se necesitan sistemas radiadores de tamafios poco pricticos. En tales casos,
todo el espectro de la sefial de MAP se {raslada a frecuencias més altas por
medio de la modulacién en amplitud, para obtener lo que se llama una
sefial de MAP/AM.

El proceso de la modulacion en amplitud produce bandas laterales supe-
rior e inferior, por lo cual se duplica el ancho de banda. Asi, se precisa un
ancho de banda de 2nf,, Hz para transmitir una sefial de MAP/AM por
distribucion de tiempo de » sefiales ¢continuas, cada una limitada en banda a
fm Hz. Se debe observar que el ancho de banda necesario para transmitir las
mismas #n seflales en multicanalizacion por distribucién de frecuencia (AM-
DBL) es también de 2nf,, Hz. Se concluye, entonces, que se necesita el
mismo ancho de banda para transmitir sefiales de MAP/AM y de AM-DBL;
de la misma manera, se requiere del mismo ancho de banda para una sefial
de MAP vy una seiial de AM-BLU,

556 COMPARACION ENTRE SISTEMAS
DE MULTICANALIZACION POR DIVISION
DE FRECUENCIA Y POR DIVISION DE TIEMPO

Ya se han estudiado dos métodos de transmision simultinea por un canal
de varias sefiales limitadas en banda. En sistemas multicanal por division de
frecuencia todas las sefiales que se desean transmitir son continuas y se
mezclan en el dominio del tiempo; sin embargo, los espectros de las sefiales
moduladas ocupan diferentes bandas en el dominio de la frecuencia, que
pueden separarse con filtros apropiados. Asi pues, las sefiales se mezclan en
el dominio del tiempo, pero sin perder su identidad en el dominioc de la

frecuencia.
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Por otra parte, si se trata de multicanalizacién por division de tiempo, las
muesiras de cada sefial permanecen independientes y pueden identificarse y
separarse en el dominio del tiempo; sin embargo, los espectros de las sefiales
muestreadas se mezclan y ocupan la misma region de frecuencias, por lo
que s¢ vuelve imposible identificarlas. De esta manera, 1a identidad del es-
pectro se mantiene en sefiales multicanal por division de frecuencia mientras que,
en seflales multicanal por divisién de tiempo, se mantiene la identidad de la
forma de onda. Puesto que una sefial queda especificada completamente o
bien en el dominio del tiempo o en el de la frecuencia, las sefiales multi-
canal pueden separarse en el receptor con las técnicas apropiadas en los
dominios respectivos.

La distincion entre los dos sistemas se representan convenientemente en
forma grifica mediante un espacio de comunicacién, para ilustrar la forma
en que se transmite la informacién. En la figura 5.15 se muestra el espacio
de comunicacién tiempo-frecuencia de ambos sistemas de multicanalizacion.
En el sistema de division por frecuencia, cada sefial est4 presente todo el

} \‘, Tiempo de

£

proteccion

M~ A Bandade A A

a) b}

Figura 5,15 Representacion en un espacio de comunicacién de la multicanalizacién
por division de frecuencia y de tiempo.

.:256 en el canal y todas ellas se mezclan pars ocupar cada una un
ntervalo de frecuencias finito y distinto (que no ocup- ninguna otra seial);
esto se ilustra en la figura 5.15a. Por otra parte, en ei sistema de divisibn
por tiempo, cada sefial ocupa un intervalo de tiempo distinto (que no ocupa
hinguna otra sefil), pero los espectros de todas las sefiales tienen compo-
fentes en el mismo intervalo de frecuencia, como se ve en la figura 5.15b.

Se ha demostrado cuantitativamente que las condiciones de ancho de
banda para la transmisibn multicanal de varias sefiales ya sea por distri-
bucién de tiempo o de frecuencia son los mismos (nf,, Hz para MAP y
AM/BLU; 2nf,, Hz para MAP/AM y AM/DBL): por lo tanto, es evidente
que, en un canal dado, ¢l nimero de seiiales de banda limitada que pueden
transmitirse simultdneamente con distribucion en el tiempo o en la frecuen-
cia, es el mismo.
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Desde el punto de vista practico, ¢l sisterna por division de tiempo se
manifiesta como superior al de division de frecuencia. La primera ventaja
son los circuitos relativamente sencillos que se utilizan en ¢l primero. En el
segundo caso es necesario generar una portadora diferente para cada canal;
ademds, cada canal ocupa una banda diferente de frecuencias. Por lo tanto,
se precisa diseflar filtros para bandas diferentes. Por otra parte, en los sis-
temas por division de tiempo se tienen circuitos idénticos para cada canal,
que consisten en interruptores sincronos o circuitos-compuerta relativamente
simples. Los filtros utilizados en el proceso de deteccion son de paso bajo e
idénticos en cada canal. Este tipo de circuitos es mucho mds simple si se
compara con los moduladores, demoduladores, generadores de portadora y
filtros de paso de banda que intervienen en los sistemas de multicaralizacion
por division de frecuencia.

La segunda ventaja de los sistemas por division de tiempo es la relativa
inmunidad a la interferencia entre canales (diafonia) que se presenta en los
sistemas por division de itrecuencia debido a la falta de lineatidad de los am-
plificadores en la trayectoria de transmision. Esto produce distorsién ar-
ménica (debido a multiplicaciéon de frecuencia) y por lo tante, introduce
interferencias entre canales (diafonia). Asi pues, los requisitos relativos a la
falta de linealidad en un sistema de multicanalizacién por division de fre-
cuencia son miés severos que en el caso de un solo canal. Por otra parte, en
el caso de la multicanalizacién por division de tiempo, las sefiales no se
aplican simultineamente a los diterenfes canales, sino que se les asigna
diferentes intervalos de tiempo; entonces, los requisitos de linealidad de
estos sistemas son los mismos que para un solo canal. Por esto, los sistemas
de divisién en el tiempo se suelen emplear en aplicaciones tales como la
comunicacion telefonica de larga distancia.

PROBLEMAS

1. Las siguientes sefiales no estdn limitadas en banda; sin embargo, se les puede
considerar aproximadamente como de banda limitada. Establezca un criterio adecuado
para tal aproximacién en cada caso y encuentre la rapidez minima de muestreo co-
rrespondiente.

a) e2lt!

) €2t cos LOOE u(t)

¢) te~tu(l)

d) Gyt

2. 8i f(£) es una sefial c.aticua linitada en banda a fj, Hz y fo(f) es la sefial
muestreada (muestreads uniformemente a intervains de 1/2f, segundos), entonces se
puede recuperar f(f} a yuriir de fu(#) al transmitirla a través de un filtro de paso bajo.
En la pric 1, un circuito come el de la figura P-5.2 suele usarse para recuperar fif) a
partit de fg(f). La salida de este circuito es aproximadamente .

z) Bosquejar las formas de onda cu los diferentes puntos de este circuito para una

sefial muestreada tipica fi{¢).
b) Decir cudl es la funcién de transferencia en este arreglo. (Sugerencia: Determinar

la respuesta al impulso unitario.)

iy g
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Integrador ————-o=xf(z)
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Figura P-5.2

¢) Bosquejar la respuesta en frecuencia de este sistema y compararla con las carac-
teristicas de un filtro ideal de paso bajo.

3. Se tiene una sefial f(r) limitada en banda a una frecuencia f,, Hz. La figura 5.2
ilustra el muestreo natural de f{(f) con un pulse rectangular. Encontrar el espectro de la
sefial muestreada si el muestreo natural se realiza con un pulso de forma arbitraria q(t)
cuya transformada de Fourer es Q(w). Supdngase que la duracidn dei pulso es menor

g(t)

Figura P-5.3

que el intervalo de muestreo. En particular, si g{f) es un pulso triangular como el de
la figura P-3.3, encontrar y bosquejar la sefial muestreada asi como su espectro.

4. Se tiene una sefial f(¢) limitada en banda a f,,, Hz. Esta sefial se muestrea con
pulsos triangulares como el de la figura P-3.3. La duracién del pulso es menor que el
intervalo de muestreo 7. Encontrar y bosquejar el espectro de la sefial muestreada en
el caso de muestreo instantineo.

5. En la figura P-5.5b se ilustra el espectro X(w) de una sehal x(#) transmitida a
través de un sistema com funcién de transferencia H,(w), como se ilustra en la figu-
ra P-5.5¢. La salida y(¢) se muestrea uniformemente con un iren de impuisos.

x(t) ) ys(t) x(t}
—>— Hj(w) Hyfw) p——
() g
X(w) wy =27 x 10° Hy(w)

1

—w] Wy .INEH
) ——

Figura P-5.5 c)
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2) Determinar los valores de la frecuencia de muestreo f, que permitirin la repro-
duccion exacta de y{¢).

b} Elegir uno de estos valores de f;; encontrar vy dibujar el espectro de la seiial
muestreada y¢(t).

c¢) Posteriormente, se¢ transmite la sefial muestreada yy(f) a través de un sistema
con funcién de transferencia f,(Ww). Determinar H; (t0}-de manera que a la salida se
obtenga x{(7).

6. Lo estudiado anteriormente se ha restringido al caso de pulsos de muestreo con
duracidn menot al intervalo de muestreo. Asi, todos los pulsos que representan varios
valores-muesitas no s sobreponen; sin embargo, esta restriccidn no es necesaria. De-
mostrar que se pueden utilizar pulses que se sobrepongan (de duracién mayor al
intervalo de muestreo) para ¢l muestreo natural y que aln puede recuperarse exacta-
mente la sefial original. Demostrar que el proceso de recuperacién de la sefial original,
a partir de la sefial muestreada, es idéntico al del muestreo natural con pulsos de
duracion menor al intervalo de muestreo. Encontrar y bosquejar la sefial muestreada y
su espectro cuando el muestreo se realiza mediante un pulso exponencial,

qit) = e'T

7. Repetir el problema 6 en el caso de muestreo instantaneo.

8. Sea Eg la energia del pulso de muestreo g(f), en ¢l caso de muestreo instan-
tineo. Encontrar la potencia (vefor cuadritico medio) de la sefial muestreada xg(#) en
términos de Eg y f2(r). Supéngase que la duracién del pulso es menor que el intervalo
de muestreo T. (Sugerencin: Use los resultados del ejemplo 2.2, ecuacidn 2.31.)

9. Bosquejar el espectro de Sz(1007r). El ancho de banda de esta sefial es 50 Hz
y la rapidez minima de muestreo es de 100 muestras por segundo. Bosquejar las
muestras de esta sefial tomadas con la rapidez minima de muestreo, con la primera
muestra en £ =0,

Considérense los casos de muesireo 3 una rapidez de 50 y 25 muestras por segundo.
Bosgueje las muestras para estos ommom\.,., Explicar por qué las muestras tomadas en los 3
casos anteriores son idénticas. [Sugerencia: La sefial muestreada f(7) = (¥ (1), donde
T=1/100, 1/50 y 1/25 para los 3 casos. Encontrar el espectro de fy(¢) usando el
teorema de la convolucion en la frecuencia y demostrar que, en cada caso, fl)
contiene la informacién completa de f(1). Este ejemplo es un caso “patologico’.]

10. Generalizar el teorema de muestreo uniforme para sefiales cuyo espectro es de
banda limitada a f,,, Hz sin estar centradas en ¢ =0. El espectro positivo de tales
seflales se encuentra entre f; y fi, donde f; — fi; =fn. Demostrar que la rapidez mi-
nima de muestreo pama tales sefiales debe ser 2fy/n muestras por segundo, en donde f;
es la frecuencia mds alta del espectro y m es el valor entero mds grande menor que

\:\.@:.
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CAPITULO

Ruido

En el proceso de transmision las sefiales siempre se ven mezcladas con
sefiales ajenas. En realidad, cualquier proceso impuesto sobre alguna sefial
tiende a introducir perturbaciones indeseables, que Llamaremos ruido; por lo
tanto, el ruido es una sefial indeseable sin relacién alguna con la sefial
deseada. Aqui, nos ocuparemos de seflales de ruido aleatorias, es decir, de
naturaleza impredecible. De acuerdo a nuestra definicion de ruido, el zum-
bido de la fuente de alimentacion en un receptor de radio, las oscilaciones en un
sistema de retroalimentacion, etc., son seriales de ruido, pero no son aleatorias
sino que pueden predecirse y eliminarse con un disefio adecuado.

Existen varias fuentes de ruido, que en general pueden clasificarse como
@) ruiido producido por el hombre, b) perturbaciones naturales y erriticas
que ocurren irregularmente y ¢) ruido de fluctuacidn, que se presenta en el
interior de los sistemas fisicos. El ruido producido por el hombre se debe a
la recepcién de sefiales indeseables provenientes de otras fuentes tales como
contactos defectuosos, artefactos eléctricos, radiacién por ignicién y alum-
brado fluorescente; tal ruido siempre puede evitarse eliminando la fuente
que lo produce. Las dos dltimas fuentes de ruido no tienen origen humano.

El ruido natural erritico puede proceder de reldmpagos, tormentas eléc-
tricas en la atmodsfera, ruido intergalictico o disturbios atmosféricos en gene-
ral. El ruido de fluctuacién tampoco es humano y aparece dentro de siste-
mas fisicos debido a fluctuaciones espontdneas como el movimiento térmico
(movimiento browniano) de los electrones libres dentro de un resistor, la
emision (aleatoria) de electrones en vilvulas al vacio y la generacién aleato-
na, recombinacién y difusion de portadores (huecos y electrones) en semi-
conductores. Bésicamente, existen 2 tipos importantes de ruido de fluctua-
cion: el ruido de disparo* y el ruido térmico. En el presente capitulo se
estudiard el ruido sin describir detalladamente las propiedades estadisticas de
esas sefiales.

* N. del T. Versién del términc en inglés “Shot Noise™
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6.1 RUIDO DE DISPARO

E! ruido de disparc se produce en dispositivos con tubos al vacio y con
semiconductores. En los tubos al vacio este tipo de ruido se debe a la
emision aleatoria de electrones del cdtodo. En dispositivos con semicon-
ductores su causa estd en la difusién aleatoria de portadores minoritarios y
la generacion aleatoria y recombinacion de los pares huecos-electrones.

En la figura 6.1 se ilustra la naturaleza del ruido de disparo, conside-
rando la emisién electronica del citodo caliente en un dicdo. A una tem-
peratura dada, el nimero promedio de electrones emitidos por segundo es

~— (1)

t
i

I
<

a} | =

Figura 6.1

constante; sin embargo, el proceso de la emision electronica es aleatorio.
Esto significa que, si se considera ¢l tiempo dividido en un gran nimero de
intervalos de Ar segundos, el nimero % electrones emitidos durante cada
uno de estos intervalos no serd constante, sino aleatorio, Sin embargo, en
promedio, la rapidez de emisién de electrones es constante, si este promedio
se considera en un intervalo de tiempo suficientemente largo. Asi pues, la
corriente formada por los electrones emitidos no es constante sino nco
fluctia alrededor de un valor medio.

Si se observa esta corriente en un osciloscopio con un barrido lento apare-
cerd, con aspecto constante en esencia, pero al observar con el barride rapido,
es decir, habiendo ampliado mucho la escala del tiempo, se manifestard la
naturaleza desigual de la corriente, como se ilustra en la figura 6.2. Puede
observarse que la corriente del diodo fluctda alrededor de un valer medio.
La corriente total #(#) puede considerarse compuesta de una corriente cons-
tante /o y una cotriente de ruido Z,,(¢) con un valor medio de cero.

it) = Iy + 1,(1) (6.1)

i(e)

Iy lwwi%_\ﬂxﬁl

Figura 6.2
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La naturaleza de las fluctuaciones en i(7) se puede entender mejor consi-
derando el proceso de establecimiento de corriente en la placa del diodo
debido a la emisidn de un electron. Supongamos que se emite un solo
electron del cdtodo (figura 6.1). Este electron adquiere velocidad al moverse
hacia 1a placa y establece una corriente je(f). Si la placa y el cdtodo estin
separados d unidades, el electrdn emitido experimenta una fuerza de mag-
nitud gV/d en direccién de la placa, donde g es la carga del electron y V
es el voltaje aplicado. Dicho electrén adquirird una aceleracion de qV/md
unidades, donde m es su masa. Su velocidad inicial serd generalmente muy
inferior a su velocidad en el momento de chocar con la placa. Por lo tanto,
la velocidad inicial se supondrd cero. Entonces la velocidad v(¢) en cualquier
instante t estard dada por

o(t) = — {6.2)
La energia cinética (KF) en cualquier instante ¢ es 3 nv? o

ﬂm ﬁ\m

KE —
B 2md2

£ (6.3)

Si el movimiento de este electrdn produce una carga Q sobre la placa,
entonces la cantidad de trabajo W que debe efectuarse para tener la carga Q
en la placa con potencial V es

=@V
Iguatando este trabajo con la energia cinética del electrdn, se obtiene
mmﬁ\nm
Q==
2md
L .
a corriente ” a0 eV _m
% =
¢ dt  md? (6.4)
q
= = v(f !
¥ v(f) 6.5)

Obsérvese que la corriente es proporcional a la velocidad del electrém.

El tiempo necesario para que el electron alcance la placa se conoce como
tiempo de trinsito 7, y se puede encontrar ficilmente a partir de la ecua-
cién 6.2

1qV

d =—-—7,%

2 md

2m —d
, T, = m;\ {6.6)
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Al substituir la ecuacién 6.6 en la ecuacién 6.4, se obtiene
2q o
|mu AO <t < .ﬂav
i(t) = {7 (6.7)

0 (t > 7,)

Obviamente, la corriente se hace cero cuando el electron alcanza la placa
en t =7,. El pulso de corriente producido por un solo electron se ilustra en
la figura 6.3a, v cada electron emitido produce un pulso de esta naturaleza;
asi pues, la corriente total de placa se compone de un gran nfiimero de
estos pulsos tdangulares distribuidos aleatoriamente, como se muestra en la
figura 6.3b.

La suma de todos estos pulsos constituye la corriente del diodo #(¢) de la
figura 6.2. Notese que el drea bajo cada pulso es g unidades, por lo cual el valor
promedio de la corriente de placa es

I, = nq (6.8)
donde # es el namero promedio de electrones emitidos por segundo,

i(t)

LNM (1) 2q

Ta Ta

_ i 3

mu UU
Figura 6.3

Espectro de densidad de potencia del ruido de disparo

Vamos a estudiar a continuacién la corriente de ruido de disparo i),
que consta de 2 componentes: una corriente constante f, y otra, que varia
con el tiempo, #,(f). Como esta Gltima componente es aleatoria, no puede
especificarse como funcién del tiempo; sin embargo, i,(f) representa una
sefial aleatoria estacionaria v se especifica por medio de su espectro de
densidad de potencia. Puesto que existen 7 pulsos por segundo, se puede
esperar que el espectro de densidad de potencia de i,,(f) sea n veces mayor
que el espectro de densidad de energia de /.(f). En realidad, asi sucede.*
Asi pues, si

i,(8) > I (w) (6.9)

Entonces §,(w), ¢l espectro de densidad de potencia de in(7), estd dado por
S{w) = 7 |, (w)? {6.10)
* Véase, por ejemplo, W. B. Davenport, Jr., y W.L. Root, An Introduction to the

Theory of Random Signals and Notse, McGraw-Hill, New Yoik, 1958.
Lathi, B.P., An Introduction to Random Signals and Communication Theory, Inter-

national Textbook Co. Scranton, Pa., 1968,
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N.NAEV s la transformada de Fourier de i(¢) y se puede encontrar como
sigue:

: 2q

toll) == S [Belt) — mut — 7)) — (0 — Tult — )] (6.11)

Ta

Tomando la transformada de Laplace en ambos miembros de la ecuacion
6.11 y al substituir jeo por s, se obtiene
N e T 2q .
1,(f) = () = it [1 — gmiwm rboc.ﬂamlmeﬂa.._ (6.12)
Substituyendo la ecuacion 6.12 en la ecuacién 6.10, se tendrd:

_ 44
Sfw) =7 I ()2 = Ae‘wﬂa [(7,)% + 2(1 — cos w1, — o7, sen wr,)]

(6.13)

El espectro de densidad de la potencia promedio 8(w) se puede representar
como funcion de w. Segin la ecuacidn 6.13, resulta mas conveniente repre-
sentar 8;(w) como funcién de wr, (figura 6.4). Obsérvese que el espectro
de densidad de potencia es casi plano para wr, < 0.5,

:E orden de magnitud de 7, se puede calcular a partir de la ecua-
cion 6.6. La relacion (g/m) para un electrén es 1.76 X 10 coulombs/kilo-
gramo; por lo tanto, la ecuacién 6.6 nos conduce a

Figura 6.4

d
7, = 8.36 x 107% — segundos

VYV

Para un diodo con el espacio placa-citodo ¢ = 1 mm (107% metro) y con
V=10 volts.

7, == 107° segunaos

m.: este caso, el espectro de densidad de potencia de la componente de
corriente de ruido serd esencialmente plano hasta

w =~ 0.5 x 10° = 500 x 108 rps

. Esto corresponde aproximadamente a 80 MHz. En general, se puede con-
siderar el espectro de densidad de potencia del ruido de disparo como
constante (qfo) para frecuencias inferiores a 100 Ait):

‘ S w) = gl, (6.14)
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Region de operacion en un diodo termoiodnico_ .

Las caracteristicas de operacion de un diodo se pueden dividir ms.m
regiones: la region limitada de temperatura Y la _§ﬁmm.m .mm carga espacial
(figura 6.5). En la primera, la corriente del n:omm estd _E.H_Sam por la tem-
peratura del cdtodo. En esta region, el campo eléctrico tiene suficiente in-
tensidad para atraer todos los electrones emitidos hacia la placa; por lo

To T3
Ty
I

|
|
|
|
,
,
I

Region de temperatura limitada—-
Carga espacial limitada E-—

Figura 6.5

tanto, el aumento de campo eléctrico no .m.boaamﬁm la cormiente wHoBmEo
Iy (figura 6.5). Solo se puede aumentar dicha oo_.\:g:w al .m._mﬁa a tempe-
ratura del catodo, con lo cual se incrementa la razon de emisidon .@_mnﬁo\E.om_
En la figura 6.5 se ilustra la caracteristica <oﬁ-§€ma de un .a_oao\ m_%_.oo
para 3 valores diferentes de temperatura de citodo. Para voltajes mas gjos
no todos los electrones llegan 2 la placa; algunos permanecen en el espacio
cdtodo-placa formando lo que se conoce como cargd espacial. La ovﬁmﬁ.m_:
del diodo en esta region se llama operacion limitada de carga espacial,
donde la coriiente 7, se incrementa con un aumento en el voltaje de placa

{figura 6.5).

lig + in®) i
;

T

Figura 6.6

Obsérvese que on la region tmivada de temperatura, ._m oo_:a:ﬂﬂ:ﬁm di-
namica aly/oV del diodo s casi cero (muy alta resistencia dindmica o
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incremental} mientras que en la regi6n limitada de carga espacial, la conduc-
tancia dindmica no es cero (resistencia dindmica finita).

Ruido en la region limitada de carga espacial

Segin lo estudiado, el espectro de densidad de potencia de ruido (ecua-
cion 6.14) se deriva de la suposicién de que no existe interaccién entre los
electrones que alcanzan la placa. Esta suposicién es valida para una region
limitada de temperatura en donde no hay carga espacial. En esta condicion,
todos los electrones emitidos son absorbidos por la placa y la corriente sélo
estd limitada por el nimero de electrones emitidos por segundo, es decir,
por la temperatura del citodo, lo cual ocurre cuando se tiene un voltaje de
dnodo suficientemente alto para atraer todos los electrones.

Con voltajes mds bajos se forma una nube de electrones (carga espacial)
en el espacio dnodo-cdtodo. Esta carga espacial altera el potencial cerca del
citodo y repele algunos de los electrones emitidos. Aun cuando el citodo
emite electrones independientemente, hay una fuerte interaccién entre ellos,
una vez emitidos, asi que la llegada de un clectron a la placa depende de
los electrones previamente emitidos. A partir de una argumentacién de tipo
cualitativo puede deducirse que la carga espacial tiende a uniformizar la
fluctuacion aleatoria; por ejemplo si la razén de emisién crece, los electio-
nes adicionales aumentan la carga espacial que repele hacia el citodo a los
demds electrones emitidos. Por otra parte, si la razén de emision disminuye,
la carga espacial se reduce y permite que mds electrones alcancen la placa.
Entonces, la carga espacial tiende a mantener constante la corriente, y dis-
minuyen las fluctuaciones de la misma. Se puede demostrar que el espectro
de densidad de potencia de la corriente de ruido #,(¢) para un diodo ope-
rando en la regién limitada de carga espacial estd dado por*

S{w) = agl, (6.15)
donde
m2kT g,
=31l — = }——— 6.1
o .A L ol (6.16)
De donde
S{w) = 1.288kT g, (6.17)

T, es la temperatura del cdtodo (en grados Kelvin), k es la constante de
Boltzmann (k =1.38 x 10723 joules/°K) vy g4 es la conductancia dinimica
del diodo,

* A.J. Rack, “Effect of Space-Charge and Transit Time on the Shot Noise in Dio-
des”, Bell Syst. Tech Journal 17, pp. 592-619, 1938. Véase también B, J. Thompsaon,
D.O. North, y W, A. Harris, “Fluctuations in Space-Charge Limited Currents at Mode-
rately High Frequencies”, RCA Review, January 1970 et, $PG.
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En la region de carga espacial, V' e [y estin relacionadas-por la ley de Child

I, = BV*
Entonces,
el, 31,
Ie=3y ~ 27

El valor de la constante de reduccion de fluctuaciones varfa entre 0.01 y 1.
Asi pues, 8;(w) puede expresarse como

S${w} = ql, (para operacién en la regidn limitada de temperatura) (6.18)

= agql, (para operacion en la regién limitada de carga espacial)

En general, un diodo puede representarse por medio de un diodo no
ruidoso en paralelo con una fuente de corriente de ruido £,(r) (figura 6.6)
cuyo espectro de densidad de potencia estd dado por la ecuacién 6.18.

Ruido de disparo en tubos triodos y multielectrodos

En los tubos triodos, pentodos y otros multielectrodos, los mecanismos
de produccion del ruido de disparo son en esencial similares a los que se
presentan en un diodo limitado de carga espacial; por ejemplo, en un triodo
el voltaje (Vg + ¥p/u) juega el mismo papel que el voltaje placa-citodo en
un diodo. De esta manera, la densidad % corriente en un diodo estd dada
por

J =Cv#% (6.19)

donde ¥ es el voltaje entre placa y cétodo. En un triodo, donde el espa-
ciamiento entre reja y cdtodo es el mismo que entre placa y cdtodo de un
diodo, esta relacidn esti dada por*

\ .—.\ “K
J = Q%\AS + L.v (6.20)
H
donde ¢ es un factor geométrico del tubo (generalmente 0.5<o< 1), ¥V ¥
Vp son los voltajes de reja y de placa con respecto al citodo y u es el
factor de amplificacion del tubo. Por lo tanto, un diodo con un voltaje
placa-catodo V, ¥V
V = QA V, + 1.&
H
tendra la misma densidad de corriente que un triodo con voltajes de reja y
de placa V, y V,, respectivamente. Entonces, el espectro de densidad de
potencia de ruido para un triodo estd dado por (ecuacién 6.17)

S;(m) = L.288kT geq

* K. R. Spangenberg, Vucuum Tubes, McGraw-Hill, New York, 1948.

~0p X , o p op
no ruidoso no ruidoso /
vaft)
% £ n._.—ﬁ: g g
k I o - fo— —0
a)

g <aa
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donde g, es la conductancia mutua del diodo equivalente dada por
ol of a¥,
[0V, + Vafu)] 8V, 3[a(V, + V,/u)]

Jeq =

<D

I

al$

Tricde Triodo

b) ¢
Figura 6.7

donde g, es la transconductancia dindmica del triodo 87/9 Vg. Asi,

1.2888%T.g,.

ag

Syw) =

oo 0.64477,

En condiciones tipicas, T, es 1000°K, T la temperatura ambiente 293°K y
o es 0.88. Por lo tanto,

8,(w) ~ 2kT(2.5¢,) (6.22)

.m= consecuencia, un triodo rvidoso puede representarse por medio de un
triodo no rvidoso, en paralelo con una corrdente de ruido in(f) a través de
las terminales placa-citodo, como se ilustra en la figura 6.7b. El espectro de
densidad de potencia de i,(f) estd dado por la ecuacién 6.22. Puesto que
en un triodo, el voltaje e, de reja da lugar a una corriente Emeg de placa,
s¢ puede pensar que la corriente de ruido de disparo iy(#) se presenta
debido a un voltaje de ruido equivalente v,(f) de reja. Por lo tanto, se
puede representar un triodo ruidoso

2u(6)
m

vall) =

(6.23)

por medis de un triodo no ruidoso, con una fuente de voltaje de ruido
efectivo de reja (figura 6.7c). La relacién entre i,(f) y v,(t) es &m- Como
la densidad de potencia es una funcion del cuadrado de la sefial la razéon
entre los espectros de densidad de potencia de #,(f) v de v,(¢) serd Zm’
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(véase la definicion de la potencia y del espectro de densidad de potencia).
Entonces, o

§,(w) = — §,(w) (6.24)

donde 8,(w) es el espectro de densidad de potencia de v,(r). Por las ecua-
ciones 6.22 y 6.24, tenemos:

2.5
§{w) = E&A|v
I
= 25T Beqy (6.25)
donde 95
Bey = Q| (6.26)

Se introduce R, a fin de expresar el ruido de disparo de manera similar al
ruido trmico en un resistor (el cual estudiaremos en la seccion 6.2).

Se tienen circuitos equivalentes semejantes a los correspondientes a los
triodos para tubos pentodos y otros multielectrodos. En los tubos multielec-
trodos existe una componente adicional de ruido producida por la particion
de la corriente de citodo entre los varios electrodos. Esta particion, que
constituye un proceso aleatorio, introduce dicha componente adicional. Tan-
to el rido de disparc como el de particion se pueden tomar en cuenta
mediante una simple fuente equivalente-de voltaje con un espectro de densi-
dad de potencia 2KTR.qp. Para los pentodos, Reqp estd dada por*

7.74,
Fmo

Ry, = T + v R (6.27)

donde g,,, es la transconductancia del pentodo, /; es la corriente de pan-
talla y Reqe = 2.5/gms, donde gy, esla transconductancia del pentodo ope-
rado como triodo.

En tubos al vacio (y también en transistores) existe una fuente adicicnal
de ruido, llamado ruido de centelleo** que tiene un espectro de densidad de
potencia proporcional a 1/f Es claro que tal ruido seri predominante en
frecuencias bajas {generalmente del orden de algunos kilohz). Este ruido se
debe a condiciones de variacién lenta en la superficie del cdtodo y puede
reducirse mediante un procesamiento adecuado de la superficie del mismo
en los tubos al vacio y de las superficies alrededor :de las uniones en los
transistores.

* Reference Data for Radio Engineers, 4.2 Edicion, International Telephone and Tele-
graph Corporation, New York, 1956.

** N, del T. versién en espafiol del término en inglés “flicker noise™.
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6.2 RUIDO TERMICO

Este tipo de mido se debe al movimiento aleatorio de los electrones
libres en medios conductotes tales como resistores. Debido a su energia
térmica, cada electrdn libre dentro de un resistor esti en movimiento; la
trayectoria del movimiento de un electrdn es aleatoria debido a sus coli-
siones con la estructura de ceiosia. El efecto neto del movimiento de todos
los electrones constituye una corriente eléctrica que fluye a través del resis-
tor. La direcciéon del flujo de corriente es aleatoria y su valor medio es
cero. Se puede demostrar que el espectro de densidad de potencia de la
corriente debida a los electrones libres estd dado por*

2T o2

Sylw) = o (6.28)
2kTqE

= (6.29)

e (e

donde %k es la constante de Boltzmann, T es la temperatura ambiente (en
grados Kelvin), G es la conductancia del resistor (en mhos) y « es el
niimero promedio de colisiones por segundo de un electron.

En la figura 6.8 se ilustra el espectro de densidad de potencia como
funcion de w/e. Se puede suponer plano el espectro para w/a<<0.1. El
orden de magnitud de o, nimero de colisiones por segundo, es de 104,
por lo que el espectro serd esencialmente plano a frecuencias muy altas. Ya
que se puede considerar plano hasta frecuencias en el rango de 1013 Hz
para todos los propésitos pricticos, podemos tomar dicho espectro de den-
sidad de potencia del ruido térmico en un resistor como

S{w) = 2kTE (6.30)

8; (w)

Figura 6.8

Por lo tanto, la contribucién de ruido térmico de cualquier circuito estd
limitada al ancho de banda del mismo, asi que generalmente se considera
que el ruido térmico tiene un espectro de densidad de potencia constante,

* Lathi, B.P. An Inroduction to Fandom Signals and Communication Theory, In-

ernationat Textbook Co., Scranton, Pa., 1968.
1. J. Freema#n, Principles of Noise, ch. 4, John Wiley and Sons, New York, 1958,
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es decir, que contiene todas las frecuencias en igual cantidad. Por esta razdén
s¢ llama ruide blanco (blanco implica la presencia de todos los colores o
frecuencias). El mido térmico también se conoce como ruido de Johnson
debido a J. B. Johnson, quien realizd investigaciones sobre el ruido en con-
ductores.* Johnson encontré que la potencia de ruido medida en un
conductor es proporcional a la temperatura absoluta v al ancho de banda
del instrumento de medicidon. H. Nyquist, de los laboratorios Bell, dedujo la
ecuacion 6.30 basado en consideraciones de termedindmica.t

De lo tratado anteriormente, se desprende con claridad que un resistor R
se puede representar mediante una conductancia no ruidosa G(G = 1/R) en
paralelo con una fuente de corriente de ruido (7,) con un espectro de
densidad de potencia 2k7G, como se ilustra en la figura 6.9. Er la fi-
gura 6.9¢ se representa el equivalente de Thevenin para el arreglo indicado
en la figura 6.9b. Este es un circuito equivalente con una fuente de voltaje
vn(f) que tiene una resistencia R en serie, en donde v,{(f) = Ri,(t). Puesto
que el espectro de densidad de potencia es una funcion del cuadrado de la
sefial, 8,(w), espectro de densidad de potencia de v,(f) y Si{w) estdn rela-
cionados por

8,(w) = R (w)

— R2kTE)

— TR (6.31)

/

Segun la interpretacion del espectro de densidad de potencia (sec-
cion 2.8), la potencia contenida en las componentes de frecuencia de v,(z),
én una banda de frecuencia A f(Hz) centrada en una frecuencia es

AP = 28 (w) Af
— WETR Af (6.32)

in(t)

a) b c)
Figura 6.9

Asi pues, 4kTR es la potencia contenida en la componente de frecuencia de
v,(f) en un ancho de banda unitario (en Hz). Obsérvese que, por definicion,
la potencia de una sefial es su valor cuadritico medio (véase la seccion 2.8,

*J. B. Johnson, “Thermal Agitation of Electricity in Conductors”, Phys. Rev. 32,
97-109, Julio 1928.

TH. Nyquist, “Thermal Agitation of Electtic Charge in conductors”, Phys. Rey. 32,
12¢-113 Julio 1928.
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ecuacion 2.21b). Si el voltaje de ruido v,(f) se transmite a través de un
filtro de banda angosta A fiHz), el voltaje de salida Av, de este filtro
tendrd un vator cuadritico medio de 4k7R A f,

(Av,)t — 4kTRAf (6.33)

Generalizacion de las relaciones de ruido térmico

Los resultados en las ecuaciones 6.30 y 6.31 se aplican a un elemento
resistivo simple. Estas relaciones se pueden generalizar para cualquier circuito
pasivo lineal bilateral (por ejemplo circuitos con elementos R-L-C). Tal cir-
cuito (ilustrado en la figura 6.102) puede comprender varios resistores, sien-
do cada uno, una fuente de sefial de miido térmico. Mediante la generali-
zacion de las ecuaciones 6.30 y 6.31 se¢ calcula la densidad de potencia del
voltaje de ruido térmico a través de las terminales aq’ (figura 6.10a) debido
a todas estas fuentes.

~—0

—ou

Circuito
lineal _ .
pasivo = JBas Gap in(t)
bilateral 8;(w) = 2kTGyp
b
' * -0 b

Yap(w)} = Gup(w) + j Bap(w)
a)

tnft)
Sy (w) = 2kTR,;

Circuito
lineal
pasivo

hilateral

Rap

il

Ch
J Xap
Zoalw) = Ryplw) + 7 Xap(w) b
7]
Figura 6.10

m_.ﬁoo_.m_dm generalizado (conocido también como teorema generalizado de
Nyquist) establece que si la admitancia Yop(w), a través de las terminales
ab de tal circuito esti dada por

H\:eﬁﬁcv = QRQAEV IT.@.@Q%Sv
entonces dicho circuito puede representarse medianic una admitancia no

ruidosa ¥,5, en paralelo con una fuente de corrente de ruido con densidad
de potencia 8;(«w) dada por (figura 6.10a)

. m T—— e -
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S{w) = 2kTCy(e) (6.34a)

Obsérvese que la conductancia equivalente Ggp(co) vista a través de las ter-
minales @b varia, en general, con la frecuencia. Por lo tanto, la fuente de
corriente de ruido equivalente posee un espectro de densidad de potencia
que en general es funcion de la frecuencia. Otra forma de este teorema
(forma de Thevenin) establece que si Zap(w) es la impedancia a través de
las terminales ab del circuito, donde
NE.TCV = mwa.m?\cv L_V_Q.NE.,‘ASV

entonces el circuito puede representarse mediante una impedancia no ruidosa
Z,, en seric con una fuente de voltaje de ruido con espectro de densidad
de potencia §,(w) dado por (figura 6.10b)

§,(w) = 2kT R, {w) (6.341)

En general, R p(w), la parte real de Zgp(w), es funcion de la mmmcm:&mw
por eso, la fuente equivalente de ruido tiene un espectro de densidad de
potencia que también estd en funcion de la frecuencia. .

Es importante mencionar las limitaciones del teorema, las cuales se mwr.
can a cualquier circuito lineal bilateral en el que todas las Eoiom de ::.ao
son debidas a resistores.* Asf pues, ¢l teorema se puede aplicar a cualquier
circuito que contenga elementos R-L-C' pero no se vcmm_.m usar con o:oc:”.om
de elementos activos tales como valvulas af vacio o transistores. En el Apén-
dice se da la prueba de este teorema.

Ejemplo 6.1

Determinar ¢l espectro de densidad de potencia del voltaje de ruido térmico a través
de las terminales ab del circuito mostrado en la figura 6.11. Tenemos

1
Valo) =1 550+ 575
3 — 20?4+ j4w
2420
a
—
21
Lz,
1f
2h
b b
b
al Figura 6,11

* Mediante la definicién apropiada de resistencia, se @:mna.@ﬁn:nmw este .ﬂmcaﬁw a
gistemas lineales disipativos en general, por ejemplo, el movimiento brownjano o la
fluctuacion de la presion del gas.
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Entonces
2+ 2w
Zglw) = wiwlnul
— 2w* 4+ jdw
42 4+ 6
Balw) = BelZal)] = o 1

El espectto de densidad de potencia Sy(w) del voltaje de mido estdi dade por (fi-
ura 6.11b),
E  2kT(de? - 6)

4+ 40249

S5i se desea el equivalente de Norion (figura 6.10a), entonces el espectro de densidad
de potencia 8§;{w) de la corriente de ruido estd dado por

S, (w) = 26T R ,{w)

3 4 2w?

8,(w) = 2kT ”_Wm_nuw%ancv“_ = mwﬂg
T 3+ 22

= —_
I+ w?

6.3 CALCULOS DE RUIDO: FUENTE DE RUIDO UNICA

Ya podemos caleular el valor rafz cuadritico medio de sefiales de ruido
en sistemas eléctricos en general. Trataremos primero el caso de una sola
fuente de ruido.

Considérese un circuito que contenga solamente elementos no ruidosos
(figura 6.12). Se conecta una fuente de voltaje de ruido aleatorio v} a
las terminales de entrada del circuito. Se determinard el valor raiz cuadrd-
tico medio de la sefial de ruido de salida Vn (). Sea H(w) la funcién de
transferencia que relaciona el voltaje de salida Vn,(#) al voltaje de entrada
¥n{f) en la figura 6.12, Sean 8;(w) y S,(w) los espectros de densidad de
potencia de las sefiales v, (#) y vn (#) respectivamente. De lo tratadc en la
seccién 2.8 {ecuacidn Nm.\v se concluye que

S,(w) = 8,(w) |H{w)|?

a b
O —0
50 € H(w) Uny(0)
o F————0
Figura 6.12

El valor cuadritico medio de una sefial estd dado por 1/2r multiplicado por
¢l drea bajo su espectro de densidad de potencia. (Véase la ecuacién 2.23b.)
En consecuencia

1 o

\C:om = |R‘ Mmﬁmtv nmnc
2t &
L[

= WM.;.ISMLEV [ {w)]® de (6.30)
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Obsérvese que el espectro de densidad de potencia siempre es funcién par
de w, de donde (ecuacion 2.23d)
1

v, =— .—.smm?cv 1H(w)|? dew (6.36a)
0 xte
El valor raiz cuadritico medio de v, () estd dado por
— © %
Vi 2 — T.‘ §,() _EE_&L (6.36b)
o wJo

Ejemplo 6.2

Considérese el circuito R-C de la figura 6,13, Se calculard el valor raiz cuadritico

. s !
medio del voltaje de ruido a través de las terminales aa'.

a
a -

Cc== Un,(t)

al b
Figura 6.13

El resistor R se substituye por uno no ruidoso con una .m‘:aam de ruido c.w:.:,v\a:
serie, con densidad de potencia 2k7R, Obviamente, la funcion de transferencia H(w)

que relaciona el voltaje de salida e:os a _f_.S es
o ‘ 1/jwC
He) = g 1w

1

" joRC + 1
El espectro de densidad de potencia del voltaje de salida V(2 estd dado por §y(w),
donde

8y(@) = 8,(w) |[H(w)|?

2kTR
1 + wCRR?
El valor raiz cuadrdtico medio de la salida es (ecuacién 6.36b)
Vi = [L [T 2]
fo wJo 1 + w2(RRE
= ﬁ@ tan~! (wC R) SH_\m
aCR 0
kT

C
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6.4 FUENTES MULTIPLES DE RUIDO: SUPERPOSICION
DE ESPECTROS DE POTENCIA

En la seccién 6.3 se estudié el caso de una sola fuente de ruido. En un
determinado sistema eléctrico puede haber un gran nimero de fuentes de
ruido tales como resistores y valvulas al vacio, todas ellas independientes y
gencradoras de sefiales aleatorias. Ahora, se demostrari Que para varias sefia-
les aleatorias generadas por fuentes independientes, se aplica el principio de
superposicion para valores cuadriticos medios y espectros de densidad de
potencia. Esto significa que el valor cuadritico medio de la respuesta es
igual a la suma de los valores cuadriticos medias de las respuestas calculadas
suponiendo una sola fuente a la vez, lo que también es valido para el
espectro de densidad de potencia.

Considérese un sistema (figura 6.14a) con 2 fuentes f,(¢) y fo(8) en 2
terminales diferentes y sea y(¢) la respuesta, Puesto que el sistema es lineal,
() estd dada por y,(£)+y,(r) en donde »1(t) es la respuesta a f,(r)
solamente y y,(r) a f,(f) solamente. Se demostrars que si f1() y f2(¢) son
fuentes aleatorias independientes con valores medios de cero,* entonces

fz(0

Sistema
lineal ¥t

ity

a)
yft)
\f<>5\<DQ> ><\/<\/MH+
b
y2(t)
nv /\)\/Il/-\’/\ P—
y1(t) yalt}
nz t—
Figura 6.14

* Es suficiente awm cualguiera de f1(f) o f(t) tenga media de cero.



274 Ruido

¥ty = 3B -+ () (6.37a)

5,(w) = 8, (0} + 8, (o) (6.37D)
Lo anterior puede demostrarse como sigue:

y(f) = puld) 4 yalt)

Por 1o tanto
L sty 1 g e
2(f) — lfm —
y3(2) HH..:HU T ) pse Y1 2
1 T/2 1 T2
= lim — %) dt + lim — 2t} di +
|HT1—.M” Q,_ I.H.BQM AS .me +P1~|H.._Ho m.q Iﬂc_mw\m
M T/2
lim |% w(ya(t) !
T-w T J 7
) £) dt (6.38)
im — (t .
=y, 2(t) + yi(f) + we_wﬁ T |§,§ Yy2(t)

La integral en el segundo miembro es el <m_,.,o.a ﬁ.BBa&O.a& producto
yi{fa(0). Si y,(¢) y y2(t) son sefiales aleatgrias Smw@m:&m:ﬁmm con c_s
valor medio de cero (figura 6.14b y c), entonces es _mz&m.gmna ?n.&m,am
que tanto y,(¢) como y,(f) adopten valores positivos y .:mmm;:qom. wosm.qw la
misma probabilidad ¢l que su producto y:(#)y2(r) adquiera eﬂo_dm @om_\:e.g
y negativos (figura 6.14d). Por lo tanto, su valor promedio aow..onm ser
cero.® Si el valor medio de la sefial de entrada es cero, el valor medio @m E,
sefial de salida también es cero para un sistema estable.t En oosmwm:m:ahmu s
f1i(®) v f2(r) tienen valores medios de cero, i)y ES: también tendrin
valores medios de cero. Es igualmente Edcmgw que la sefial y,(t)y,(¥) sea
positiva. Por lo tanto, la ecuacién 6.38 se convierte en

Pl = X0 + 1)
Esto comprueba la ecuacidén 6.37a. \ o
El <m_%. cuadritico medio de una sefial estd dado por 1/27 multiplicado
por el drea bajo su espectro de densidad de potencia. Entonces, la ecua-

cién 6.38 se puede expresar como

* Es ficil ver que esta conclusion es vilida aun cuando solo ¥, (f) o solo y,()
tienen media de cero. ) .

+Si el sistema es estable, entonces k{f) decae con el tiempo ¥ w_. valor .Eamyo MM
ES_ es cero, lo cual implica que A{f} no tiene componente u% noEn:wm a:nm.mm. 4
consecuencia, H{(w) carece de impulso en el c:ma.u: v |H(H? es finito en w=0.
x(#) es la sefial de entrada y y(f) os la scnal de sslida, entonces

5, 0oy — m._.n—.T::u 5l
Si x(f) tiene volor medio de cero, 8 (W) no :.r.:n inpulso en Eﬂﬂc. _M: oo:wmn_.ﬂw_o”w
—.mﬁ.tim 5,02 es finito en =0 y no tiene impalso en =0, Fs clarc que y(r) r

i 1 d 4 i 3 Cero.
tiene componente de corriente directs, de dende su valor medio ¢
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1 ® 1 o0 H o0
| Sdwldo =] 8§, (w)dw too| 8,0 do

s
2r)_w 2rn)_w e Vn

1 w0
=5-| [8,(@) + 8, ()] do

M....ﬂ —w

Esta ecuacidon se interpreta como

S,(w) = m.f?cv + me»?c

En consecuencia, los espectros de densidad de potencia siguen el principio
de superposicion. Las ecuaciones 6.37a y 6.37b representan el principio de
superposicién de los valores cuadriticos medios y de los espectros de den-
sidad de potencia para 2 sefiales aleatorias independientes con valor medio
de cero.*

Asi pues, aun cuando en un sistema se tengan milltiples fuentes aleatorias
independientes, se puede obtener el espectro de densidad de potencia supo-
niendo una fuente a la vez y calculando el espectro de potencia de la
respuesta, con lo cual el espectro de potencia resultante es la suma de todas
las densidades de potencia individuales.

Obsérvese que el principio de superposicion de los espectros de densidad
de potencia se aplica a fuentes aleatorias independientes.t En tal caso, la
integral de la ecuacion 6.38 desaparece y se dice que las fuentes se suman
en forma incoherente. Si las fuentes estin relacionadas, entonces la integral
en la ecuaciéon 6.38 no serd cero y la ecuacién 6.37 no es vilida,

Aun cuando exista una multiplicidad de fuentes de ruido aleatorias inde-
pendientes, se puede aplicar la ecuacion 6.38. En consecuencia, para calcu-
lar el espectro de densidad de potencia a través de cualquier terminal,
debido a varias fuentes de ruido, se puede calcular 1a densidad de potencia
a través de esas terminales debida a cada fuente individualmente, suponiendo
que las demis son cero. La suma de los espectros individuales de densidad
de potencia serd el espectro de densidad de potencia causado por todas las
fuentes.

Para un circuito lineal bilateral R-L-C con varios resistores se puede
Calcular el espectro de densidad de potencia en las terminales de salida al
aplicar el teorema generalizado de Nyquist o el principio de superposicion
de los espectros de densidad de potencia. En general, el primero resulta
mejor. El lector puede verificar esto calculando el espectro de densidad de
potencia a través de las terminales a¢’ en el circuito R-L-C de la i

gura 6.11a, mediante el principio de superposicién de los espectros de densi-
dad de potencia.

* Se puede demostrar que el principio de superposicion de espectros de densidad de
potencia se aplica bajo condicién menos severa de sefiales no correlacionadas, La inde-
pendencia es una restriccién mucho mas severa. Las fuentes independientes son no
correlacionadas, pero io inverso no es cierto. Este tema no se puede apreciar comple-
tamente sin algunos conocimientos bisicos en procesos aleatorios,

¥ Fuentes aleatorias no correlacionadas, para ser exactos,

T Notese que los valores medios de todas las fuentes de ruids, ¢n nuestro estudio,
son cero, *
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Figura 6.15 I

Ejemplo 6.3

Calcular el voltaje de ruido raiz cuadritico medio en las terminales de salida del
amplificador con triodo ilustrado en la figura 6.15a.

Para analizar este problema, representamos explicitamente al amplificador con ele-
mentes sin ruido y fuentes de mido equivalente. Un triodo se puede representar por
una fuente de ruide en las terminales de salida (figura 6.7b) o una fuente de ruido
equivalente en las terminales de entrada (figura 6.7c). La segunda forma es mas con-
veniente que la primera. Por lo tanto, en todos los cdlculos futuros emplearemos el
circuito eguivalente de la fuente de entrada para los tubos al vacio. Notese que el
voltaje de ruide equivalente en la reja tiene espectro de densidad de potencia de
2kTReqy en donde

2 2.5
eq an

Para tomar en cuenta esta fuente, se pone un resistor equivalente Keq en las terminales
de reja, como se muestra en la figura 6.15b. El ruido térmico gencrado por R, tiene
densidad de potencia de m\&ﬁmn y es ignal a la densidad de potencia de voltaje de
ruide de disparo equivalente en la reja. Este arreglo es satisfactorio a niveles aproxima-
damente inferiores de 10 MHz, en donde se puede suponer que el ruido de disparo
tiene densidad de potencia constante. Nétese que poner un resistor de ruido equiva-
lente en la reja no afecta al circuito, pues no circula corriente por esta parte del
mismeo.

En el amplificador, tres fuentes de ruido son: a) el ruido térmico debido al resistor
Rg: b) el ruido de disparo del tubo ocasionado por el ruido térmico equivalente de
Req en la reja; y ¢) el ruido térmico debido al resistor de carga Ry. Sean §;(w),
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82(w), ¥ 83(w) los espectros de densidad de potencia de voltaje de ruido de estas tres
fuentes. Es indudable que

S(w) = 2kTR, = 2kT x 109

25
Sy(w) = 2k TRy, — 2T X =2 — 2kT % 108
: g
m

Sy(w) = 2kTR, = 2kT x 108

El circuito equivalente final del amplificador en donde el triodo se representa por su
circuito equivalente con fuente de cotriente es el de la figura 6.15¢. Los voltajes de las
tres fuentes de ruido se indican por vy, ¥n, ¥ Vny. El voltaje de salida es v,. Si
(), Hy(w) v Ha(Ww) representan las funciones de transferencia que relacionan a Vo
COM Vy ., ¥, Y Vg, tespectivamente, entonces s¢ puede ver ficilmente gue

Hyw) = Hy(w) = H M? - ims?.mh
— - — jul 1y jor, R
Ty mwh
¥
q.BE +u.8n.‘aQ L

? Ry + 1)1 + jor,0) Ry +r, + jor, R0

Si el espectro de densidad de potencia del voltaje de salida es So(w), entonces se
infiere que

8,{w) = [H (w)* 8;(0) + [Hy(w)[? Sy(w) + [Hy(w)|® Sxw)
_ mﬁmﬁ%whw
T By )+ ot ER 20

(4T x 10%)
T2
(B, + 1,0 + wir R,
25Tr 2 % 108

TRy 1) 1 ot pRye0n (O B 110) (6.39)

(2kT x 10%)

Nétese que la contribucién relativa al ruido de salida debida a Ry v a Reg es
2em?Rp? que es 1250 y la debida a Ry es 10 solamente. Esto s observa en casi
todos los casos practicos. La contribucion de ruido debida al resistor de carga se puede
despreciar, pues, es pequefio comparado con el ruido del tubo y con el ruido de la
fuente de entrada.

Cuando substituimos los valores de Rj, Ip. € k y T (239°K) en la ecuacién 6,39,
obtenemos

s 252 x 10—®
olm) 100 | of (6.40)
En consecuencia
—_— 1 sl
eam == %Lev dw
T Joe

252 % 1078 = dw
T o 101 4 gt

= 1.26 x 1010
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El valor rms de v,(t) estd dado por

Voi—112 x 108 = 11.2

6.5 ANCHO DE BANDA DE RUIDO EQUIVALENTE

A menudo es conveniente definir el ancho de banda de ruido m.ac_.qags
de un circuito eléctrico. Un sistema con funcién de ﬁmnmmﬁmzﬁm Hw) y
espectro de densidad de potencia de sefial de entrada S;(«) tiene un valor
cuadritico medio para la sefial de salida de

— 1 o

P E = —
° Mﬂ. — ™

8,(w) |H(w)|* do

En la mayorfa de los circuitos los anchos de banda son .mcmam:ﬂoaonmo
pequefios para permitir la suposicién de que el ruide de disparo y el tér-
mico tienen densidad espectral constante, es decir 8;(w) es constante, por
ejemplo, K. Asi

—— K pr=

¢ 2o ) _w

|H(w)|? dw (6.41a)

/

_X %s_mﬁeu_ia (6.411)
T Jo

La integral de la ecuacion 6.41b es constanie para un circuito dado. Defi-
nimos e ancho de banda de ruido equivalente W, con respecto a alguna

frecuencia wq COMO

1 0
= 6.42
Wo = s |, (o) do (6.42)

En consecuencia K

v,2 =

|H(wo)|* W, (6.43)
kra
Aqui, queda de manifiesto el significado del ancho de cﬁaw de EE@ equi-
valente. El valor raiz cuadritico medio de la sefial de ruido a la m.&am de
un sistema dado es igual al de un sistema de paso am. banda ideal de
ganancia constante H{w,) ¥y ancho de banda W,. Esto s ilustra &wﬁ:ﬁsﬁ
en la figura 6.16. El valor raiz cuadritico medio del ruido am. m&a.m es el
mismo en ambos amplificadores, cuyas caracteristicas de ganancia se ilustran

en las figuras 6.6a y b.
6.6 FACTOR DE RUIDO DE UN AMPLIFICADOR
Del estudio anterior se deduce con claridad gue toda sefial estd contami-

nada con ruido. Ademais, cuando una sefial se procesa en un sistemna, se le
agrega ruido. La relacién de la potencia de sefial a la potencia de ruido
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_mﬁntv_m ﬁ:ﬁr\;_w

~—Wy—>

_maeogul __EE&_N L

Areas iguales

&

w W—>

Figura 6.16

indica la pureza de la sefial (o del nivel relativo de la sefial y del ruide); la
llamaremos, por sencillez, relacion sefial a ruido.

Cvando la sefial se amplifica, se agrega al ruido original de la sefial un
ruido adicional generado en el amplificador. Con esto se deteriora la rela-
cién sefial a ruido de la sefial de salida comparada con la de la sefial de
entrada. La razdn de la relacion sefial a ruido en la entrada a la de la salida
indica lo ruidoso de! amplificador. En cualquier amplificador, el ruido gene-
rado en la fuente se amplifica y pasa a la carga. Dentro del circuito del
amplificador se genera mds ruido el cual va a dar también a la carga. Por lo

cual, tanto la fuente como el amplificador contribuyen a formar el ruido
de salida.

Definiremos el factor de ruido F de un amplificador como la relacién de
la densidad de potencia de ruido total en la carga (o la salida) a la densidad
de potencia de ruido entregada a la carga (salida) debida unicamente a la
fuente. Si 8j10(w) ¥y 8pso(w) representan los espectros de densidad de
potencia del ruido total y del ruido debido tnicamente a la fuente, en la
salida, respectivamente, entonces por definicién

mio?cv
Mnmoﬁﬁ:v
Si Spaolw) es el espectro de densidad de potencia del ruido en la carga
causado Unicamente por el amplificador, entonces

MEOAEV = mnmc?cv + m=woA8V
Sngo(®) + 8p{e)
m:ﬁ;?&
mumoﬁev

=1+ 'lm:%?; {6.45)

F =

(6.44)

F =

Nétese que la impedancia de carga también contribuye al ruido en la salida,
Esta contribucién se incluye en Snac- Sin embargo, esta contribucién co-
minmente es mucho menor comparada con el ruido generado por el dispo-
sitivo activo (véase el ejemplo 6.3) y por la fuente, por lo que puede ser
despreciado. Es evidente, que el factor de ruido de un amplificador es
medida de lo riidoso del amplificador relativo a lo ruidoso de la fuente.
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E] factor de ruido también se puede expresar en otra forma. Sean 8,i(w)
y 84o(w) los espectros de densidad de potencia de la sefial descada en la
entrada v en la salida respectivamente. Entonces
Sso(w) = Ssi(w) [H(w)|? {6.46)
Si Speilw) representa el espectro de densidad de potencia del ruido en la
fuente (o entrada), entonces
Snsol®@) = Susit0) |[H{w)(?

y, por definicion (ecuacién 6.44)

7 Sptof )

" Sna(w) |H(w)]?

Al substituir la ecuacidén 6.46 en esta ecuacién obtenemos
Ssi(w)/Bnsi( )

_ (6.47)
F Mmo?cv\mao?:v

Este es un resultado importante. El numerador de la ecuacion 6.47 Tepre-
senta la relacién de densidad de potencia de sefial a ruido en las Enﬁ_:mrwm
de entrada y el denominador representa la relacién de densidad de potencia
de sefial a ruido en las terminales de salida. En consccuencia, el factor de
ruido mide el deterioro de la relacion de densidad de potencia de sefial a
ruido en el proceso de amplificacion. Por su definicion, es miam:ﬁ.m_ que
dicha relacion siempre es mayor que la unidad, por lo que la relacion de
densidad de potencia de sefial a ruido siempre se deteriora en el proceso de
amplificacion.

El factor de ruido F. definido en la ecuacion 6.44 (o ecuacién 6.47), es
funcion e la frecuencia y, por lo tanto, a menudo se conoce como factor
de ruido espectral. En contraste, definimos el factor de ruido EoEm&o F
como la relacion de la potencia de ruido total en la salida a la potencia de
ruido debida tnicamente a la fuente. Notese que esta definicion es exten-
sion de la enunciada por la ecuacion 6.44, En esta definicion tratamos con
la potencia de ruido total aportada por todas las frecuencias. Por lo tanto,
es un factor de ruido integrado o promedio. Asi, por definicion

1 @
- %‘ mH;OASV &E
kid
P
—_ l‘. MBMOASV &8
T vo
%HMnmoﬁev dw
=1L 0 Am..\»wv
,‘. Sngolw) de
o
=1 4+ Nao (6.48b)

Facror de ruido de un amplificador 281

en donde N,, es la potencia de ruido en la salida debido Gnicamente al
amplificador y Vg, es la potencia de ruido en la salida debido Gnicamente a
la fuente.

Por 1a definicién del factor de ruido (espectral o promedio), dicho factor
en un amplificador siempre es mayor que la unidad. Para un amplificador
ideal (sin ruido) es la unidad. La proximidad del factor de ruido a la
unidad es la medida de la superioridad del amplificador desde el punto de
vista del ruido. Sin embargo, se debe acentuar que el factor de ruido mide
una calidad relativa, no absoluta, del amplificador. Esta indica lo ruidoso de
un amplificador relativo a lo riidoso de la fuente. Es evidente, por defini-
cién, que el factor de ruido de un amplificador se acercari a la unidad
tanto como se pueda con tan sélo agregar ruido a la fuente. Sin duda, ésta
no es la solucion adecuada para mejorar el comportamiento del amplifica-
dor, pues vuelve tan ruidosa la fuente, que el amplificador, en comparacion,
aparece casi sin ruido. Sin embargo, la razdn entre sefial y ruido total en la
salida se deteriora y, por eso, la sefial de salida es mucho més ruidosa. Por
lo tanto, es importante no incrementar el ruido en la fuente (o reducir la
relacion sefial a ruido en la entrada) para mejorar el factor de ruido. En
muchos casos, el problema se resuelve con un transformador de subida. Con
este transformador en la entrada se incrementa el ruido de entrada asi como
la sefial de entrada. El ruido aumentado en la fuente da al amplificador un
aspecto menos ruidoso, sin deteriorar la relacion sefial a ruido de la entrada.
En consecuencia se reduce el factor de ruido y mejora realmente la relacion
sefial a ruido en las terminales de salida (véase el ejemplo 6.5).

Ejemplo 0.4

Determinar el factor de ruido de un amplificador tricdo que se muestra en la
figura 6.17a y calcular el voltaie de rido rafz cuadritico medio en las terminales de
salida. Se sabe que

ry=Rp =10k, ¢, = 2.5 x 1073, R, = 100k,

R,=1kQ y € =2 x 10~ farads

La aportacion de ruido debido a la resistencia de carga suele ser despreciable compa-
rado con el de las demds componentes, por lo que Ry se puede suponer sin ruido (ver
ejemplo 6.3), .

La resistencia Ry de la fuente y la resistencia Rg de reja quedardn representadas por
Tesistores no ruidosos dispuestos en serie con fuentes de voltaje de ruido equivalente y
el triodo se representard por un trodo sin ruido y una fuente de voltaje de ruido
equivalente en la reja (figura 6.17b).

Los espectros de densidad de potencia debidos a Rg, Rp vy bmn estin dados por
kTR, TRy v 2kTR.q, rtespectivamente, como se muestra en la figura 6.17b. Sea
H{t) la funcién de transferencia que relaciona el voltaje de salida v, con el voltaje de
reja €;. Ahora bien, la funcién de transferencia que refaciona el voltaje de salida v,
con la fuente de voltaje de ruido equivalente debido a Req es H(W), vy la que relaciona
a v, con la fuente de voltaje de ruido debido a Rg es

ul H(w)
. wb+mqe
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Figura 6.17

De igwal manera, la funcidn de transferencia gue relaciona a v, con la fuente de
voltaje de ruido debido a Ry es

R

B E A

Por lo tanto, el espectro de densidad de potencia del voltaje de ruido en la salida
debido a Re, es

2kTR | H(w)? (6.49a)

El espectro de densidad de potencia del voltaje de ruido en la salida debido a Ry es

m m
&&5@ Aav E a.%E

y el espectro de densidad de potencia del voltaje de ruido en la salida debido a Ry es

R,

R T R v_m w)|? (6.49¢)

wgmA
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Notese que la resistencia de reja xh es parte del amplificador y, por lo tanto

R,
Spaolw) = wwﬂmmn [H{w)]? +- mw%muﬁw R V [H(w}]2 (6.50a)
¥
R,
Spsolw) = 26T R, E T E _m (w)]? {6.50D)
Entonces, el factor de ruido F estd dado por
.mg — .._. IT @Dﬂo
mnmc
R, vw
B
eq T &, R 1R
=1+ -
R B v
\R,+ R,
B (R, -+ RB)®4+ B R?
— “_, mnH 5 g g & }
+ R.R (6.51)
2.5 2.5
Rey = — = ———— = 1000 ohms

Im 2.5 x 1073
= 1000 ohms y K, = 10° ochms

En consecuencia

F =203

Para obtener el valor rafz cuadritico medio del voltaie de ruido en la salida, encon-
tramos la tuncién de transferencia A(¢). La figura 6.17c ilustra el circuito equivalente
del triodo, En este circuito se ve con claridad que la funcién de transferencia para
relacionar el veltaje de salida v, con el voltaje de reja e, estd dado por

en donde
1
—=— + + jwC
Z~ Ry,
=107 4 107" + (2 ¥ 107%)(jw)
=2 x 10°° (105 + jo)
Y
Hiw) = (2.5 x 10-3)
@) = T 1079105 + jo)
_1.25 x 108
TP - )
¥y
1.56 »x 1012

JH(w)P = (10 - ?) {6.52)
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La media cuadritica del voltaje de ruido en la salida estd dado por
u. @
- Snio(w) dw
™ Jo

donde
Sprolw) = Spaol®) + M.smo?cv

Por las ecuaciones 6.50 y 6.52, obteneinos

R, 2 R, 2
%Uﬁoﬁev - M\“% _mﬁev_m N.wmn + mwu .mw.m lT ‘mww l_l MW« 3
1.56 » 1012
= : -8 0 X ————— x 2010
=2 x 1.38 x 1072 x 290 x 169 T oF
2.5 x 1073
~ 1ot0 + o2

El valor cuadritico medio del voltaje de ruido de salida estd dado por

Poa— 1 [*25 % 107
/ p2 = |&_8
“ wJo 101 4 ot
2.5 x107% y 1 S:LB w
o o 103 105 |,
=1.25 x 1010

Por lo tanto, el valor raiz cuadritico medio del voltaje en las terminales de salida es

Vo2 =112 pv

Ejemplo 6.5

Encontrar el valor dptimo de la resistencia Ry de la fuente para el amplificador de
triodo del ejemplo 6.4 y calcular el factor de ruido correspondiente.
El factor de tnido F estd dada por la ecuacién 6.51. En general R, Ah% y la

ecuacion 6.51 se transforma en

Rey | B (6.53)
Felt 3 13

E g
El valor 6ptimo de Ry se puede obtener a partir de dF/dR, = 0. Asi
W _ Ry 1
& HMNW» ‘Hﬂhw nwn_
Amuvcuﬁ = ?\‘mwmﬂ.mwn
= (108 x HOJHE

= 10kQ

i ¥
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El factor ruido para QﬂtoE se obtiene de la ecuacidén 6.53:
F=1+01401
=12
Si la resistencia Ry de la fusnte es 1000 chms, entonces el factor de ruido_dptimo se
puede alcanzar por medio de un transformador de subida de relacidn T/\Ho. Notese
que no es conveniente obtener el valor éptimo de la resistencia de la fuente al agregar

9000 ohms en serie con 1000 ohms. Con esto tan sélo se volvera ruidosa la fuente en
comparacion con el amplificador.

Comentario sobre el factor de ruido

El factor de ruido es la relacion del espectro de densidad de potencia
de ruido total de la variable de salida al espectro de densidad de potencia de
ruido aportado Gnicamente por la fuente a la variable de salida. Se plantea
la pregunta sobre qué variable de salida se debe usar, es decir, si debemos
usar un voltaje de salida o una corriente de salida. Realmente, el factor de
ruido es independiente de la variable de salida. Esto se debe a que el voltaje
y la corriente se relacionan por la impedancia de carga y, como el factor de
ruido es funcién de la relacion de los espectros de densidad de potencia
de sefial a ruido, este factor (debido a la impedancia de carga) se cancela.

Ejemplo 6.6

Determinar el factor de ruido de un amplificador a transistores de base comiin.

En un transistor existen tres fuentes principales de ruido: el ruido de disparo, el
ruido de particién y el ruido térmico. El ruido de dispato se representa por una fuente
de corriente ip(f) en las terminales ef (figura 6.18) con un espectro de densidad de
potencia* {(a frecuencias bajas) de

Senlw) = g, (6.54a)

en donde 7, es la corrente (corriente directa) promedio de emisor. El ruido de par-
ticidn queda representado por una fuente de corrente ip(t) en las terninales je con un
espectro de densidad de potencia (a bajas frecuencias) de

Sp() = qagl, (1 — a,) {6.54b)
en donde 04 es la ganancia en corriente de corriente directa en un transistor de base
comin,

El mido témmico aparece debido a la resistencia fisica en 'z base ¥y puede represen-
tarse por una fuente de voltaje vip(#) en la terminal de la buse con un espectro de
densidad de potencia de

Syl = 2kTr, {6.54c)
en donde rp es la resistencia difusa de 1a base. La figura 6.18a iustra el circuito
equivalente de un transistor. Fn la figura 6.18b, se mucstra el circuito equivalente con
diferentes generadores de ruido v resistores de carga de fuente. La resistencia de fuente
mma representada por un resistor Ry sin ruide, en serie can una fuente ve(t) de ruido
termico que tiene espectro de densidad de potencia de

Sp(w) = 2kTR, (6.54d)

*A. Van der Ziel, “Theory of Shot Noisc in Sunction Diodes and Junction Tran-
sistors™, Proc. LR!E, 43, 11, 1639-1646 (noviembre 1955),
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Te aol,
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R,
S

cnjﬁhy

i b
b}
Figura 6.18
El ruido que genera el transistor tiene tres componentes: las debidas a igp(f), 5p(0) ¥

vin(f). Se deja como ejercicio para ¢l lector demostrar que las funciones de transfe-
rencia donde se relacionan la corriente de carga iy y las tres fuentes son respectiva-

mente

anxn =

H;, (@)= (6.55a)
muﬂ ) B 4l —oay)+r,

r,+r,+ R L
: = i 2 6.55b
A= g m e o, (6:550)
H, (o) = %o (6.55¢)

R4 (U ag) 4,

De la misma manera, la funcién de transferencia que relaciona a la corriente de carga
iz, con la fuente vg(r) estd dada por

to .
H, (o) = (6.55d)
fﬁ ’) B, + ry{l — =) + 7,
Por definicion
F oo o Onaol@) (6.56)
Spsoltr)

en dende _ ) o
Sao(@) = Sen(w) [H, |2+ S,y(0) [H, |* -- Sil@} 1H,, |* (6.57a)
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Susolw) = Sg (w) 1H, |? (6.57D)
Substituyendo las ecuaciones 6.57, 6.54 y 6.55 en la ecuacién 6.56, obtenemos

T ql 1 —a,
F=1_-t e 2 - 70 R 2 6.5
gt | e RE|659)

En un transistor, la resistencia dindmica #, del emisor estd relacionada con la corriente
del mismo por

kT 6.59)
ﬁ.m = WM A .
Al substituir la ecuacidén 6.59 en la ecuacién 6.58 obtenemos
2 (rp4r, 4+ B — )
F—1 b ¢ ¢ z 6.60
+ E, + 2041, R, ( )

Nétese que ahi existe un valor dptimo de Ry. para el cual la figura de ruido es
minima.

Este resultade es vdlido para las frecuencias w<+/1 — Gow,, donde @, es la fre-
cuencia de corte ¢ del transistor. A frecuencias bajas (inferiores a 1 KHz), se vuelve
predominante el ruido de centelleo. Por lo tanto, el factor de ruido en las ecuacio-
nes .58 y 6.60 es vilido para frecuencias intermedias, A frecuencias altas se incre-
menta el ruido de particién, La expresién general del espectro de densidad de potencia
del generador de corriente de ruido de particién estd dada por*

1 + [wfo, V(1 — o) ?
1 4 (wlw,)®

A bajas frecuencias, esto se reduce a la ecuacién 6.54b.

Syle) = go (1 — %)

F

Proporcional
2

Ruido de exceso a (o
do do (%)

- ST ~
V |
Alrededor wy1=ag
1k w
Figura 6,19

* Para el comportamiento en alta frecuencia, véase E.G. Nielsen, “Behavior of Noise
Figure in Junction Tramsistor”, froc. LR.E., 45, 7, 957-963 (julio 1957), G. H. Han-
son y A. Van der Ziel, “Shot Noise in Transistors”, Proc. LR.E, 45, 11, 1538, 1542

{noviembre 1957),
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Cuando substituimos la (ltima ecuacion en la 6.57, se obtiene

7, \ 1 w\?
et E ot BP0 —a)

F=1-+ R, + a7, R,

La variacién de la figura de ruide # con la trecuencia se itustra en la figura 6.19.

Factor de ruido en un amplificador de emisor comin

Se puede emplear un procedimiento parecido para calcular el factor de
ruido del amplificador de emisor comun. Se puede demostrar que este fac-
tor de ruido es igual al de un amplificador de base comun.*

6.7 DETERMINACION EXPERIMENTAL
DEL FACTOR DE RUIDO

El factor de mido de un amplificador se puede determinar en forma
experimental por medio de la situacién representada por la figura 6.20. El
amplificador tiene una fuente R,. Como muestra la figura, se conecta un
diodo al circuito del amplificador. El diodo se opera en la region limitada
de temperatura para que su conductancia dindmica sea cero (resistencia dind-
mica cero). El valor cuadritico medio del voltaje de ruido de salida v, (¢)
se mide primero sin el diodo. La lectura &, da la potencia de ruido total
en la salida. A continuacion, se conecta el diodo al circuito, como lo indica
la figura 6.20. El diodo genera la corriente de ruido de disparo con espec-
tro de densidad de potencia gf; en donde /; es la corriente de corriente
directa que circula por el diodo. Ahora bien, la media cuadritica del voltaje
de ruido de salida se incrementa. A continuacién se ajusta el voltaje Vj,
hasta que el valor cuadritico medio del voltaje de ruido de salida sea 2V,
el doble de la lectura anterior (sin diodo). En estas condiciones, la corriente
del diodo que se lee es I;. Se puede demostrar ficilmente que el factor de
ruido promedio F del amplificador estd dado por

IR
L.n. — Q d+¥s Ammwv
28T
<t .
R, ?:u__.. v, (£)
ficador
i) .
v/ B— °
v,
Figura 6,20

* E. G. Nielsen, op. cit,
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Esto se demuestra asi. El diodo tiene conductancia dinimica cero (estan-
do en una regién limitada de temperatura; véase la figura 6.5) y por lo
tanto actiia como circuito abierto. En consecuencia, se puede reemplazar
por una fuente de corriente de ruido con espectro de densidad de potencia
8a(w) dado por (véanse la figura 6.6 y la ecuacién 6.14)

So(w) = ql,

Sin duda, la adicion de esta fuente de ruido en la entrada incrementa en
Nio la potencia de ruido en la salida. Por lo tanto, la potencia de ruido en
la salida debide tunicamente a la fuente de ruido de entrada con densidad
de potencia qf; es Ny,. Para el amplificador (sin diodo), la fuente de ruido
en la entrada es un resistor R, que se puede representar por un resistor sin
ruido Rg, en paralelo con una fuente de corriente de ruido (figura 6.9b)
con densidad de potencia 2k7G(G, = 1/R,). Si una fuente de corriente Q‘H
paralelo. con densidad de potencia gfy, produce una potencia de ruido ¥,

en la carga, una fuente similar con densidad de potencia de 2k7G, ?du:o:m
la potencia de ruido

N
wgﬁﬁlsv
9l,
en la carga. Pero, por definicién, esto es Nso, 1a potencia de ruido en la
carga, debida vinicamente al ruido de la fuente.

2kTGE Ny
qf,

LNf“am.u. =

El factor de ruido promedio £ es, por definicion

_No  gl,  qLR,
" Nee 2kTG, 2T

Nétese que este método produce el factor de ruido promedio F. Si se desea
obtener el factor de ruido espectral F, entonces la medicién se debe efec-
tuar en todo el intervalo de frecuencia considerando, cada vez, una banda
angosta. Esto se puede hacer empleando un filtro de banda angosta sintoni-
zable en la salida. Ahora bien, 1a medicién (ecuacién 6.61) representa el
.a.ao_, de F en la frecuencia central del filtro. Para obtener F en todo el
intervalo se sintoniza el filtro de banda angosta a diferentes frecuencias
hasta recorrer el intervaio de frecuencia deseado.

F

6.8 DENSIDAD DE POTENCIA Y DENSIDAD
DE POTENCIA MAXIMA

. En el estudio que hemos realizado, la potencia de una sefial y la den-
sidad de potencia se refieren a una carga normalizada resistiva de 1 ohm
La potencia P de una sefial ft) se define como la potencia disipada por _EL
fuente de voltaje ff) a través de un resistor de 1 ohm. Sj este mismo
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voltaje f{t) se aplica a través de un resistor de R ohms, la potencia disipada
serd, desde luego, diferente. Para distinguir estas dos potencias, denotaremos la
potencia normalizada (a través de 1 ohm) por P,, v la potencia disipada a través
del resistor R por Pg. Se puede ver facilmente que

Pp=— (6.62)

Asi, Ja potencia real disipada por una sefial f{r) a través de un resistor de
1 ohm es 1/R multiplicado por Py, potencia de la sefial f¢) (definida por
la ecuacion 2.21a).

Lo que sea vilido para la potencia, lo serd para el espectro de densidad
de potencia. La densidad de potencia representa la potencia disipada por
ancho de banda unitario de las componentes de frecuencia de f(t) a través
de un resistor de 1 ohm. En consecuencia, la densidad de potencia es una
densidad de potencia normalizada. Si esta misma sefial At) se aplica a un
resistor de valor R, la densidad de potencia real disipada serd 1/R multipli-
cado por la densidad de potencia de f{r)

, Splw) = — (6.63)
en donde w:?b y Sg{w) representan la densidad de potencia de f{#) (defi-
nida por la ecuacion 2.22) y la densidad de potencia real disipada por f{f)

a través de R ohms.

Densidad de potencia maxima

Consideremos una fuente de voltaje f(r) con densidad de potencia SAw)
y una impedancia interna R +jX,. Es bien conocido que para entregar la
méxima potencia a una carga, la impedancia de carga debe ser complejo
conjugado de la impedancia de la fuente (carga acopliada):

Z, = 2* =R, —jX,

En la figura 6.21 se muestra la condicion de acoplamiento. Es evidente que
en esta condicion, f{f) encuentra una resistencia de 2R, ohms, y la densidad
de potencia real disipada por f{f) es 8Aw)/2R;. La mitad de esta potencia
se disipa a través de la resistencia de la fuente y la mitad restante se
entrega a la carga. Por lo tanto, la densidad de potencia real entregada a 1a
carga es Sw)/4R,. Esta es la densidad de potencia méixima que se puede
extraer de f{t) mediante una fuente externa. Por esta razdn, la lamaremos
densidad de potencia mixima y quedard representada por Savlw)
Sy(w)

mmaﬁncv = |ﬁ|Mw| Am.m#v

Insistimos, la densidad de potencia méxima es Ja densidad de potencia
real que se puede extraer de una fuente dada. Para una fuente de voltaje
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() con m:_._unamsﬁm interna Ry + X, la densidad de potencia mixima es
1/4R; muitiplicado por la densidad de potencia (normalizada) de f(r). En
general, R es funcion de w v la ecuacién 6.64 se debe expresar como

84(e)

mﬁkﬁcv = gv Aa.mmv

® o

Figura 6.21

Se n&.m como gjercicio para el lector demostrar que para una fuente de
ooamim.ms con densidad de potencia S;(w) y admitancia interna ¥ =
Gy(w) + fBg(w), la densidad de potencia maxima §,.(w) estd dada por

Densidad de potencia méxima de un circuito R-L-C

) <.m55w a encontrar la densidad de potencia mixima, debida al ruido
térmico, @o un circuito pasivo constituido por elementos R-L-C Gnicamente
Tal circuito (figura 6.22) se puede representar por una impedancia mac?m“
lente .wa =R p(w) +7X,p(w). Mediante el teorema generalizado de Nyquist
(ecuacion 6.34b y figura 6.10b), el ruido térmico se puede aﬁd%ﬁﬂa or
una fuente de voltaje con densidad de potencia de 2kTR AS.V ooEovma
muestra en la figura 6.22b. Para extraer la mixima ro$=mM.m am ruido de
este circuito debemos emplear una carga R, — jX,;, a través de las temmi-

nales ab. La densidad de potencia médxima d a
Covaciss 6.65) P e esta fuente esti dada por

2%T R,y ()

Sel@) = R @)

== (6.67)

mm._..o. es un Hm.mESa..u m?.ﬁnn:am:ﬂo. Establece que la densidad de potencia
méxima de ruido (térmico) de cualquier circuito pasivo R-L-C es constante
y estd n_mam.vo_. kT/2. En este estudio se supone que todos los resistores del
circuito estin a la misma temperatura T.
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i i ixi de extraerse de un
Notese que la potencia de rido mixima que pue d
circuito R-L-C en un ancho de banda Af estd dada por 2 Af(KT/2)=kT Af.

Rap+iXgp

O a 1 Zap 0
mwlh.l.ﬁ. aﬁ_:
Circuito

Sy{w)=2kTH,3
O b o
a) b)
Figura 6.22

Asi, kT representa la potencia de rido (térmico) B.mxwzm por ancho de
banda unitario de cualquier circuito R-L-C' de dos terminales.

6.9 TEMPERATURA EFECTIVA DE RUIDO

Vimos en la seccion 6.8 que la densidad de potencia mixima de cual-
quier circuito R-L-C de¢ dos terminales es _S,\m.. Este Hmmczmaw no se cumple
en circuitos de dos terfinales con fuentes de ruido que no es térmico {como el
ruide de disparo). Sin embargo, es posible extender este H.omc_ﬁ.mao a 8@8
los circuitos de dos terminales definiendo la temperatura mmm.ngm. %.EEO
T,. Si la densidad de potencia de ruido mixima de ocm_@Emn circuito de
dos terminales es &, (w), definimos T, temperatura efectiva de ruido del
circuito, como

kT,

Sav(w) = 9 (6.68)

0 sea,
28gv(w)

k

Si 8§,,{w) es constante en el intervalo de ?oozmnﬁm que Ba.amm_ T, #E._w-
bién es constante, dada por la ecuacién 6.69. Sin embargo, si mm:AEV varia
con la frecuencia, T, es funcién de la frecuencia w. La potencia de E_Mo
méxima de cualquier circuito de dos terminales en un ancho de banda A f
es kT, Af. Notese que para un circuito que S.: solo contenga elementos
R-L-C, 1a temperatura efectiva de ruido 7, es igual a la temperatura am-
biente T del circuito.

T (6.69)

A
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6.10 FACTOR DE RUIDO EN TERMINOS
DE LA GANANCIA MAXIMA

Hemos visto que el factor de ruido se puede expresar como la relacion
de los espectros de densidad de potencia de sefial a ruido a la entrada
dividido entre la de la salida (ecuacién 6.47). También es posible expresar
dicho factor en témminos de las densidades de potencia mixima y de la
ganancia de potencia mixima. Considérese, por ejemplo, la figura 6.23. En
esta figura §y(w) y $,(w) representan respectivamente los espectros de den-
sidad de potencia del voltaje de sefial y de ruido. Ei ruido térmico debido a
la impedancia de la fuente Zs(w) =R + jX; queda representado por 8,(w)
Y, en comsecuencia, Zg(w) en la figura 6.23 es no ruidosa. La relacion de
los espectros de densidad de potencia de seflal a ruido a través de las
terminales ab se representara por (S/N)

Sy(w)
5.(a) (6.70)

(S/N) =

8s(w) 0

8 plw) &

Figura 6.23

A continuacién vamos a calcular 1a relacion de Tos espectros de densidad de
potencia mixima en las terminales ab. Como 8(t) y n(#) son independientes,
la densidad de potencia maxima debida a cada fuente se puede calcular si se
supone que la otra es cero. Asf, la densidad de potencia de sefiall mixima
en las terminales ab es Sy(w)/4R,. De igual manera, la densidad de potencia
de ruido maxima es 8n{w)/4R,. En consecuencia, (8/N)av, relacion de las
densidades de potencia mixima de sefial a ruido en las terminales ab, esti

dada por
Am  8,(0) _
?ﬂvﬁxi 8, (w) (8.71)

Este es un resultado muy significativo. tstablece que la relacion de densidad
de potencia de sefial a ruido a través de cualesquiera terminales es la rela-
cion de densidad de potencia méxima (o mdxima extrarble) de sefial a ruido
a través de las mismas terminales. Fn realidad, el resuitado es mucho mas
general. Se puede demostrar ficilmente que la ecuacidén 6.71 es un caso

particular de este resultado general en donde la impedancia de carga estd
acoplada a la impedancia de ia fuente.
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Podemos aprovechar el resultado encontrando el 329. de ruido de un
amplificador. El factor de ruido F de un E:v:.momaa mmﬁm mum.o por {ecua-
cién 6.47) la relacion de la densidad de potencia de mo.m.,: a ruido a\s en
las terminales de entrada dividida entre la misma relacion en las terminales
de salida. Por la ecuacién 6.71, es evidente que F también se puede expre-
sar como la telacion de las densidades de potencia maxima de sefial a Ean
en las terminales de entrada dividida entre la misma relacion en las moﬂ:_.
nales de salida. Tode lo que se refiere a las densidades de potencia maxima
lo designaremos por los subindices av. Asi, (84i)ay representa la a..wsmama de
potencia méxima de sefial en las terminales de entrada. Ahora bien, (ecua-

cion 6.47)

Amm._vpi?mﬁmvpd

£= T.,wmovpigmﬁovmaa
. Ammimkmﬁovﬁ Am.qu

Ammovm<A%=mmvm<

Para un amplificador, detinimos una ganancia en potencia midxima § como

g Densidad de potencia mixima de sefal a la salida (6.73a)
Densidad de potencia méxima de sefial a la entrada

Asi, tenemos que .
y ! g . Buola (8.73b)
Ammwvu;.

Notese que la ganancia en potencia maxima G generalmente es funcidon de
la frecuencia w, v, por lo tanto, se puede representar como Glw). Al
substituir la ecuacién 6.73 en la ecuacién 6.72, obtenemos
S
o (Oniley (6.74)
G(Snsi)av

en donde (Spio)ay €5 la densidad de potencia mixima de ruido en la w.&a.m
y (Spsi)av €S la potencia de ruido méxima debida a la fuente en las termi-
nales de entrada. Si la impedancia de la fuente es un circuito pasivo R-L-C
de dos terminales, entonces de la ecuacion 6.67 se deduce que

kT

Am:mmv% - q Am.q

|
-

Si la impedancia de la fuente contiene otras fuentes de ruido que no es

térmico, entonces kT,
Tmsﬁvmd -

9

Si la impedancia de la fuente es uia circuito pasivo R-L-C, entonces la

ecuacién 6.74 se transforma m:m. 2(8nto)av

oy 6.77
Skl (6.77)
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Si la impeaancia de la tuente contiene otras fuentes de ruido que no es
térmico, en la ecuacion 6.77 se debe reemplazar la temperatura T por la tem-
peratura efectiva de ruido T,.
Por la ecuacién 6.77, cbtenemos
FSET

Amnzord — :w| Am.qu
Asi, la densidad de potencia méxima de ruide en las terminales de salida
estd dada por FGkT/2. Notese que (8;15)ay S compone de dos términos:

1. La componente (S,5,)sy €8 la densidad de potencia mixima de ruido
en las terminales de salida debida al ruido en la fuente.

2, La componente (8,,0)ay s la densidad de potencia maxima de ruido
en las terminales de salida debida al ruido generado en el amplificador.

En consecuencia,

(Suto)av = (Snsolav + {Snao)av A@.qu
Ademis, de la ecuacidn 6.73a se desprende que
GLET
Ambmov.ﬁ = Amu_m&@d = .q Am.wov
Por lo tanto, por las ecuaciones 6.78 a 6.80, obtenermos
GET
(Snao)ay = (F — 1) — {6.81)

Asi, la densidad de potencia mdxima de ruido en las terminales de salida
debida al ruido del amplificador es (F — 1) (S4T7/2).

6.11 ETAPAS EN SERIE

Cuando el amplificador consta de mds de una etapa, su factor de ruido
se puede calcular en témminos de los factores de ruido de las etapas indivi-
duales. Es intuitivamente obvio que el ruido generado en las etapas anterio-
res se amplifica en las siguientes etapas y, en consecuencia, el factor de
ruido de la primera etapz es mucho m4s importante en la determinacién del
factor de ruido total del amplificador. Como ejemplo, considérese el amplifi-
cador de dos etapas de la figura 6.24. Los dos amplificadores, tienen ganan-
cias respectivas de potencia mixima G, y G.

Para determinar Fup, el factor de ruido total del amplificador serie, pri-
mero determinamos (8,¢,)sv. la potencia de rido total mixima en las
terminales de salida. Esta consiste de dos componentes: 8,, densidad de
potencia de ruido total maxima en la sahda debida a la primera etapa y
8,, potencia de tuiGo mixima en la salida debida a la segunda etapa de
ruido. Es claro que la componente 8, es 8, multiplicada por ta potencia de rui-
do total maxima en la entrada de la segunda etapa. Pero la potencia de ruido

2.3 3. ¥F 9%

-
-

5% A A3y

Lo




296 Ruido
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|
|
Zs i+
8., Fa 8, Fy
ss@ () ] Amplifie Amplifi- ‘i
H cador a cador &
t
|

__IY Densidad de potencia méxima de ruido = 47
I

a)
f
|
Zo
_
. |
Densidad de potenc I
de ruido térmico __ _pﬂ”.u ﬂ.w_ Zy
debidoa Z, _ cador &
i
_TIY Densidad de potencia méxima de ruide = wh
I
b
Figura 6.24
\~

mixima en la entrada de la segunda etapa es la potencia de rido total
méxima en la salida de la primera etapa. Por consiguiente (ecuacion 6.78).

F. 84T

: (6.82)

8y =9,

8, también es la potencia de ruido mdxima en la salida debida tan sdlo a la
segunda etapa (figura 6.24). La impedancia de la fuente en la segunta etapa
es la impedancia encontrada en las terminales de salida de la primera etapa.
Sea Z, esta impedancia. La componente de ruido 8§, se debe a las fuentes
de mido de la segunda etapa linicamente, siendo indiferente que Z,, la
impedancia equivalente de la fuente, sea o no térmica. Supondremos, por
conveniencia, que Z, es una impedancia térmica, asi que su densidad de
potencia mixima es k7/2. Notese que esta suposicion es indiferente para el
cdlculo de §, siempre y cuando se mantenga su consistencia.

Sea Fy el factor de ruido del amplificador # en la condicién que muestra
la figura 6.24b. Se debe recordar que estamos calculando F3 con la supo-
sicion de que Z,, impedancia de la fuente para el amplificador, es térmica.
La densidad de potencia de ruido méixima en la salida debida al amplifi-
cador b solamente es S, y estd dada por (ecuacion 6.81)

£, — 1)8,kT
S, = Phjwvafwﬁl (6.83)
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Por lo tanto
Amiovma - m_. -+ mm

ET
=7 [(Fy = 1), - F.8,8,] (6.84)
Pero a partir de 1a ecuacién 6.78,
FLS.kT
Am_.:,.ov»d - 41 Am.mmv

en donde G,p es la ganancia mdxima del amplificador en serie. Se puede
ver facilmente, por la definicion de ganancia méxima, que la ganancia de las
etapas en seric es igual al producto de las ganancias de las etapas indivi-
duales,

@aw = @a@e
Por lo tanto,
F,.8.8kT
(Snto)av = > (6.86)
Al comparar las ecuaciones 6.84 y 6.86 obtenemos
F,—1
F,—F, + @Imt (6.87)

Se debe recordar que F, es el factor de ruido del amplificador b bajo la
condicién de que su fuente sea una impedancia pasiva Z, igual a la impe-
dancia de salida del amplificador 4.

En general, para un amplificador de varias etapas

F,—1 F,—1

=F
F o T+ 5. + 5.5,

SE (6.88)

Es evidente, por la ecuacion 6.88, que la primera etapa es lo més impor-
tante para determinar el factor de ruido de un amplificador. En conse-
cuencia, en amplificadores de bajo ruide la consideracién primordial en el
disefio de la primera etapa consiste en obtener un factor de ruido bajo aun
a costa de la ganancia.

Ejemplo 6.7

Encontrar el factor de ruido del amplificador de dos etapas de la figura 6.25,
Ambos tubos son idénticos, con pardmetros g, = 2.5 X 10—3% mhos v rp = 10,000 chms.

En el intervalo de frecuenciz que interesa, se puede suponer como corto circuito el
capacitor de acoplamiento. Por conveniencia, dividiremos arbitrariamente en dos etapas
al amplificador como muestran los cuadros punteados de la figura 6.25. Primero, en-
contraremos los factores de ruido F; ¥ Fp de los dos amplificadores. Esto se puede
obtener ficilmente por la ecuacién 6.51. Para el amplificador 4,

25

Req = 57 X 10° = 1000

* R, = 1000 y R, = 100,000 chms

AR A e a2
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Figura 6.25

Substituimos estos viores en la ecuacién 6.51, obteniendo

F, =203
Para el amplificador
R 25 ¥ 1078 = 1000
= — =0 =]
125

bw es e} paralelo 10,000 ohms y 100,000 ohms. Asi, hwﬂwpoo ohms. La impedancia
de 'a fuente para ¢l amplificador b es la impedancia de salida ¢ y estd dada por la
resistencia de placa ry, del primer tubo. Asf

B, = r, = 10,000 ohms

Al substituir estos valores en la ecuacién 6.51, obtenemos
F, =254

En seguida, calculamos la ganancia en potencta méxima del amplificador & La ganancia
mixima G de un amplificador estd dada por la ecuacién 6.73a. Notese que 2 cualguier
frecuencia la ganancia médxima G también se puede expresar como

Potencia maxima de sefial en la carga
G = £ (6.89)

Potencia mixima de sefial en la fuente

Considérese un amplificador a4, que tiene una resistencia de fuente de 1000 chms. Si el
voltaje de sefial es E volts, entonces la potencia maixima se obtiene conectando
1000 ohms a través de las terminales de la fuente. Es indudable que la potencia

maxima es A E £

2
Illv 1000 =
2000 4000

El circuito equivalente de las terminales de salida del amplificader ¢ se muestra en la
figura 6.26.

La corriente equivalente de la fuente tiene una magnitud de guee en donde eg €8 el
voltaie en la reja del primer tubo. De la figura 6.25 deducimos que

watts (6.90)

100
eg= —F&
101
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¥ aue 100
Gy = 2.5 X 1073 X — E~25%x 103Kk
101
La potencia mdxima en las terminales de la carga ab es la potencia entregada a la
impedancia acoplada en la carga. Esto ocurre cuando la carga en las terminales ab es
10,000 ohms y la potencia de salida en estas condiciones es

w
A?M_q ﬁo_oosuwm@xs-% a.w:
Por las ecuaciones 6.90 y 6.91, obtenemos
56 x 1072
g = LOO X107 oy (6.92)
¢ E*4000
El factor de ruido total Fup estd dado por
F,—1
Fop= F,+ e

- 203+

62.4
= 2.03 - 0.0247
= 2.0547

~ F

a

- og

Emeg @u = 10,0000

—0 }

Figura 6.26

6.12 AMPLIFICADOR CASCODE

A partir del estudio de la seccién 6.11, es evidenie que en un amplifi-
cador con etapas en serie el factor de ruido total estz determinado primor-
dialmente por la ganancia de la primera etapa. Este se reduce incrementando
la ganancia de la primera etapa. En amplificadores de paso de banda, el
incremento de la ganancia puede causar inestabilidad. En consecuencia, no
se puede incrementar la ganancia por encima de cierto limite sin poner en
peligro la estabilidad. Sin embargo, al analizar cuidadosamente la ecua-
cidén 6.88. vemos que la ganancia 4, no es la ganancia de voltaje de la
etapa sino Ia ganancia potencia mdxima. ks posible disefiar un amplificador
que tenga una ganancia en potencia maxima muy alta y al mismo tiempo
una ganancia en voltaje baja. Tal disefio de la primera etapa reduce el factor
de ruido total sin correr riesgos de inestabilidad. Este es el principio del
amplificador cascode. En este amplificador, la primera etapa se disefia para
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producir una ganancia en potencia méxima muy alta, mientras que la ga-
nancia en voltaje es muy baja.*

APENDICE: DEMOSTRACION DEL TEOREMA
GENERALIZADO DE NYQUIST

Considérese un circuito de dos terminales pasivo bilateral lineal (figura A6.1a) que
contiene n resistores Ry, Ry,..., R,. Cada uno de estos resistores quedard Tepresen-
tado por un resistor no ruidoso en paralelo con su fuente de corriente de ruido

2 i)
Circuito lineal :
_;E__u_.ce_ =) Cab(t)
hilaterai
-Irlw maac Tl.lmV
a) b)
—
\v_w?...‘
—
c)
Figura A6.1

térmico, como se muestra en la figura A6.1b. Sea Hp(w) la funcién de transferencia
que relaciona al voltafe v,p(t), voltaje a través de las terminales ab, con la corriente de
la fuente i(f). El espectro de densidad de potencia de la corriente de la fuente iyt es
o 28T
RTE, = M

* Para estudiar un ejemplo de un mﬁm:mnmno_. cascode de E.wom. al <m.w.S.o. &.En‘ﬁoa
puede referirse a J. M. Pettit y M.M. McWhorter, Electronic Amplifier Circuits,
McGraw-Hill, New York, 1961,
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Como todas las fuentes de corriente son independientes, 8,5(w), espectro de densidad

de potencia del voltaje de salida en las terminales ab, estd dado por (véase la sec-
cién 6.4)

2
= 9T M [ () (AB.1)

Vamos a demostrar que si Z,p(c) es la impedancia vista a través de las terminales ab,

entonces
n
H(w)|?
By} = Re[Zy(w)] = M_ = | (46.2)
k=1 k
Se deducird entonces que
So(w) = 2T Bype) (46.3)

Este es el postulado del tecrema generalizado de Nyquist.

Para demostrar la ecuacién A6.2 consideramos el mismo circuito y le aplicamos una
corriente sinusoidal de amplitud f y de frecuencia W a través de las terminales ab
(figura A6.1c). Denotaremos esta corriente por f{w). Sea Vi(w) el voltzje sinusoidal
que aparece a través del resistor Ry que cotresponde a esta corriente, como se ilustra

en la figura A6,1c. Como el sistema es lineal y bilateral, se aplica el teorema de
reciprocidad, obteniendo

ﬁ\a?cv
Ima = H {w) (A6.4)

Por lo tanto, la potencia neta que se disipa en el resistor Ry es

_ w | Vie(e)]2

Nu
T2 R,

Por Io que, Ia potencia total Py que se disipa en el circuito es

1~0 [Vylw)]?
Pr=3 M R,
x=1

.y
Al aplicar la ecuacidn A6.4 en esta ecuacidon, resulta

1 <~ |H (w){2
r, HMM_ ol _N?L_m
T r k

R,

S [ Hxo)]?
7 (w)f?

By,

I

La potencia tetal que se disipa en el circuito es igual a la potencia total suministrada
Por /(w) al circuito. Pero la potencia suministrada por f(w) esta dada por

HI(w)? B o)

== ryy

FoF

-y .

i M Avveod ol . F
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en donde Rgp{w)=Re[Z,p(w)]. Evidentemente

n H 2
| MMJ_ = R(w) = Re[Z{m)]

k=1
Asi, se ha demostrado la ecuacién A6.2 y, en consecuencia, el teorema generalizado de
Nyquist.

PROBLEMAS

1. Deducir el valor cuadritico medio de la corriente de ruido en un circuito R-L.

2. Determinar el espectro de densidad de potencia de la corriente de ruide que
circula a través de un circuito R-L-C.

3. Dos resistores de 100 ohms cada uno estdn a temperaturas respectivas de 300 y
400°K. Encontrar el espectro de densidad de potencia de voltaje en las terminales de
la combinacidén serie de estos resistores.

4, Repetir el problema 3 si los resistores se encuentran en paralelo.

5. Determinar el voltaje de ruido raiz cuadritico medio a través de las terminales
de salida de un circuito sin ruido (figura P-6.5) cuando se conecta un resistor de 1 k
a través de las terminales de entradz y si la funcién de transferencia en ganancia de
voltaje del circuito representa lo siguiente:

a) Un filtro ideal de paso hajo con frecuencia de corte f, Hz.

) Un filtro ideal de paso de banda con banda de paso de f, Hz centrada en f,,.

4
1k _IV o:n.ﬂ:cczo z,
ruidos I
|
N_: ==
Figura P-6.5

¢} Un filtro exponencial, QASVH\_ml_E_\En.
d) Un filtro gaussiano, H{W) =de—wrjw?

Se supone que la impedancia de entrada del circuito es infinita. No se debe considerar

la aportacién de ruido debida a la impedancia de carga Zf.
6. Repetir el problema 5 si, ademds de un resistor de 1000¢chms, se conecta un
diodo a través de las termincles de entrada como se muestra en la figura P6.6. Su-

Circuito no

9y 1K ) Z
_ ruidoso ¢
|
| |
N:..u = .

—

10V

Figura P-6.6
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ponga el lecior que el diodo estd en la region limitada de carga espacial con una
resistencia dindmica de 6000 ohms y que la temperatura del citodo es de 1000°K.

7. @) Determinar ¢l espectro de densidad de potencia del voltaje de ruido a través
de las terminales ae' del circuito resistivo de la figura P-6.7 por los dos métodos
siguientes.

1) Catculando el espectro de densidad de potencia de ruido a través de g’ como
la suma de los espectros de densidad de potencia de ruido a través de @’ debidos a
cada uno de los tres resistores.

Ry

Ry Ry

Figura P-6.7

2) Calculando la resistencia equivalente R,, a través de ag’ para encontrar el
espectro de densidad de potencia 2KTR g0,

b) Determinar el espectro de densidad de potencia del voliaje de ruido a través de
las terminales g’ si los resistores Ry, Ry ¥ R3 estdn a las distintas temperaturas Ty,
T, ¥ T3, respectivamente.

8, Determinar el espectro de densidad de potencia y el voliaje de ruido rms a
través de las terminales de salida g’ del filtro de paso bajo de la figura P-6.8. Este
filtro se conoce como el filtro de Butterworth de tercer orden.

1
10k G
v

10k

_ . O a
Figura P-6.8

9. Encontrar el voligje de ruido raiz cuadratico medio a través de las terminales
bb' para cada uno de los circuitos de la figura P-6.9 pot los dos métodos siguientes:

@) Calculando el espectro de densidad de potencia en Bb' como la suma de los
espectros de densidad de potencia debidos a cada uno de los resistores.

ih

TN T
17\ /1t T th

=0 14
12 1f M 17

o Sig

a

a) I b}

. Figura P-6.9
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b) Reemplazando el circuito de la derecha de las terminales ad' por una imitancia
equivalente v empleando la ecuacién 6.34.

10. Determinar el espectro de densidad de potencia del voltaje de ruido a través de
las terminales gz’ de los circuitos que se muestran en la fizura P-6.10.

if a
I | I
10
20
Q 20
1 W 2h 17
1h 1f
) — |_| =
3 a
al ¢ 1h b}
a 3
10 1
19
1f== EM h Mmm
= 2
A 19
—)
a o
c) Figura P-6.10 4

11. Demostrar que el ancho de banda de ruido equivalente del filtro Butterworth
del problema 8 referide a corriente directa (fy =0) es (1047/3) Hz.

12. @) Calcular el ancho de banda de ruido equivalente de los circuitos referido a la
frecuencia cero si se sabe gue

H(w) = (1) Ae™™"!

= (2) Ade™*"
= (3) Sa(wt,)
= (4) Gaplw)

b) Calcular el ancho de banda de ruido equivalente referido a ¢y si
H{w) = Sal{w — mpty] -+ Sal{w + woltpl

13. En las terminales de salida de un amplificador triodo se conecta un filtro de
Butterworth de tercer orden (descrito en el problema 8). La resistencia de la fuente es

—8 -8
kg o 22 10kQ

gm=3x 107V
rp = 10k
Figura P6.13
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1000 ohms. Determinar el valor rms del volt
minar los factores de ruido espectral
3000 umhos y Ty = 10,060 ohms.

14, Encontrar el factor de ruido del amplificador
el método directo que emplea la definicidn de factor de ruido de la ecvacidn 6.44

HM. Demostrar que los factores de ruido de los amplificadores del tipo nm. nm.ﬂono
comun, reja comiin y placa comiin son aproximadamente iguales.

16. Demostrar que si fa temperatura efectiva de
independiente de la frecuencia, entonces el factor de
cador estd dado por

aje de ruido a través de la carga, Deter-
y promedio del amplificador. Se sabe que g,y =

en cascada de la figura 6.25 por

ruido de la fuente es constante,
tuido promedio F de un amplifi-

% FQ, df
0

Sa df
0

F=

en donde S, es la ganancia en potencia mdxima del amplificador.

17, Determinar el factor de ruido del ampli j
. ; plificador del ejempla 6.4 del -
diante la ecuacién 6.77 ¢ la ecuacién 6.81. o fel texto, me

» W TSNy §

FAl A ]

F 3 e 2
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CAPITULO

Comportamiento de
los sistemas de comunicacién

En los capftulos 3 a 5 se estudiaron algunos métodos de procesamiento de
sefiales (modulacion). Se observd que algunos sisternas son menos inmunes al
ruido que otros; pero este atributo conveniente requiere de mayor ancho de
banda para la transmision de sefiales. Hasta aqui, estas conclusiones se han
cimentado en fundamentos cualitativos. En este capitulo, se obtendrs, para
diferentes sistemas, la relacién cuantitativa entre la razdn sefial a ruido (me-
dida de la inmunidad del sistema al ruido) y el ancho de banda correspon-
diente de transmisién. Se observard que al procesar una sefial para que
ocupe un mayor ancho de banda, generalmente se vuelve mdés inmune a la
interferencia del ruido exterior.

Empezaremos por estudiar un método para representar sefiales de ruido.

7.1 REPRESENTACION DEL RUIDO PASO-BANDA

En capitulos anteriores observamos que, después de la modulacién, las
sefiales tienen un espectro dentro de cierta banda. En el proceso de su
transmision, las sefiales resultan afectadas por ruido de banda ancha (general-
mente ruido blanco). El primer paso evidente, en el receptor, es filtrar la
sefial de entrada de cualquier ruido contenido fuera de la banda de sefial
Util. La salida de este filtro de paso de banda es la sefial que interesa
(modulada) més el ruido dentro de la banda. La salida del demodulador
consta de la sefial 1til mds el ruido debido al ruido en la banda de paso,
presente en la entrada del demodulador. Como, en general, al evaluar el
ruido a la salida, tenemos que tratar con ruido de paso de banda, es conve-
niente establecer una forma de representar estas seniales.

Considérese un ruido de paso de banda n(r) con espectro de densidad de
potencia 8, (w), como se ilustra en la figura 7.1. Demostraremos en seguida
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Figura 7.1

que una sefial aleatoria de ruido de paso de banda n(f) se puede expresar
como

n{f) = n,(t) cos wl + n(t) sen w i (7.1)

en donde n(f) v ng(f) son sefiales de baja frecuencia de banda limitada a
wy, radianes por segundo, siendo las potencias (valores cuadriticos medios)

de n(1), ng(t) y ns(t) iguales; es decir

n2(t) = nXt) = n2t) (7.2)

Para comprobar este resultado, observemos que al transmitir n(¢) por el
filtro de paso de banda ideal de la figura 7.1b se conserva la sefial n(f) ala
salida. Es decir, se puede transmitir la sefial n(¢) a través de tal filtro sin
ninguna modificacion de ésta como muestra la figura 7.1c.

A continuacion mostraremos gue el filtro de paso de banda ideal H.(w)
de la figura 7.1b se puede obtener con el arreglo de la figura 7.2a El filtro
Hy(w) de la figura 7.2a. es un filtro de paso bajo ideal con frecuencia de
corte w,, como se ilustra en la figura 7.2b. La comprobacion es bastante
simple. Apliquemos un impulso retrasado 8(t —7) a la entrada del sistema
de la figura 7.2a. Ahora, demostraremos que la salida estard dada por
Hol(t — 1) coswe{f —7) en donde fg(f) es la respuesta al impulse unitario
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Figura 7.2

del filtro de paso bajo de la figura 7.2b. El sistema de la figura 7.2a se reproduce
en la figura 7.2¢ con 8(fr — 7} como sefial de entrada. Observamos que

8(t — 7) cos ot = &(f — 7) cos w,T

8 — 7)sen wt = 8t — 7)sen w,r
Por lo tanto, es evidente que las entradas a los filtros superior e inferior de
_m. figura 7.2c son 28(r — 7} cos w,T ¥ 26(f — 7) sen w,T, respectivamente.
Si k() es la respuesta al impulso de cualquiera de los filtros de paso bajo
entonces A,(t — 7) es la respuesta de estos filtros a 8(z — 7). Sin duda Hmm
salidas respectivas de estos filtros serdn .

2R, — 7) cos w,T y  2h,(t — T)sen w7,

o S T —

e 2
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Dichas salidas se multiplican después por cosw.f y sen wef, y, finalmente,
se sumarn. Es claro que la sefial de salida final (1) serd

o(t) = 2h,(t — 7)(cos w,T cos wl + SN o, 7 sen w, i)

= 2h(t — 1) cos w,(t — 7) {7.3)

Demostraremos, a continuacion, que la respuesta del filtro de paso de banda
ideal de la figura 7.1b a &8(s—7) es igual a ¢(r) de la ecuacidn 7.3. Se
puede deducir ficilmente del teorema de la modulacion (ecuacién I.11a)
que si la respuesta al impulso de H,(w) de la figura 7.2b es A,(2), entonces
la respuesta al impulso de H (w)(figura 7.1b) estd dada por A (¢) en donde

k(f) = 2Rh,(f) cos o f
Sin duda, la respuesta de este filtro a 6(¢ — 7) serd*
2t — 7) cos w,(f — 7)

Esto es igual a la respuesta ¢(#) de la ecuacion 7.3. En consecuencia, ¢l
sisterna de la figura 7.2a equivale a un filtro de paso de banda ideal.

Si aplicamos una sefial de ruido de paso de banda n(?) (figura 7.1a) a la
entrada del sistema de paso de banda ideal de la figura 7.3, la salida debe
ser n(f). Si representamos las salidas de los respectivos filtros de paso de
banda superior e inferior de la figura 7.3 por n.(f) y ngd¥), entonces es
evidente que

n(f) = n,(f) cos wt + nt)sen wf {7.4)

Las sefiales n.{t) y ns(f) son las salidas de filtros de paso bajo (de banda
limitada a w,,). En consecuencia n.{f) y ng(t) constituyen sefiales de baja
frecuencia, cada una limitada en banda a ,, radianes por segundo. En
seguida, encontraremos los espectros de densidad de potencia de n.(f) y de
ng(f). Se puede ver a partir de la figura 7.3, que #.{(#) es la respuesta del
filtro de paso bajo Ho(w) a la sefial de entrada 2n(f) cos wet. Si Sn(w) es
la densidad de potencia de n(f), entonces la densidad de potencia de n(r)

cos w,t estd dada por** (ecuacion 2.24b)

8w + ) + 8.(w — )] (7.5)
y la densidad de potencia de 2n(f) cos w,t es, desde luego,

(S (0 + @) + 8. (v — 0)] = 8,(ov + w,) + 8, (v —w,) (7.6)

* Aqui comparamos la respuesta de los dos sistemas al impulso retardado S -1)
en lugar del impulso &{(f)} para determinar la invariabilidad en tiempo del sistema en la
figura 7.2a. Como el sistema de la figura 7.2a se compone de elementos gque varian
con el tiempo, la compuracién de ia respuesta al impulso puede ser vilida dnicamente
si se descubre que el sistema no varia con el tiempo. La o@EﬁﬁwoF: de la respuesta
al pulso retardado (para todos los valores de 7) asegura la equivalencia,

** Fgte resultado es cierto solo si n(#) es una sefial aleatoria. Si no lo es, existz la
posibilidad de un espectro adicional alrededor de w=0.
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2n(t] 58N it ¢

Hofw) ngt)

2 58N ot sen w,t
Figura 7.3

Los espectros de: 8,(w), Sy(w +w,), Su(w—w,) vy (8w + wy) +
Sp{w — w,)] se muestran en la figura 7.4, El espectro de 2n(%) nommh t
Ex?ﬁ + w,) +m.=m€ —wc)] (figura 7.4d), pasa por un filtro de paso vm.,u.o_
ideal Ho(w) (figura 7.3) que suprime todas las frecuencias superiores a
W (Il > w,, ). El espectro resultante es el espectro de densidad de potencia
de n,(f), que se muestra en la figura 7.4e. Es evidente que 8,,.(w), el espectro
de densidad de potencia de #,(¢), esti dada por e i

Sulw -+ ) + 8{w — ) leo| << w
8, (w) = . ’ " (7.7)
lo} > o, .
En la misma forma, se puede ver por la ecuacié
, : on 2.24c y la figura 7.3
8n (w), espectro de densidad de potencia de nglt), es Em—wmoo mmwx {w) e
Hw).

%znﬁev - mau:cv Aﬂ.m@v

Notese que cuando S,(w) es ruido blanco con densidad de potencia 42,

N lw] < o,

S, (w) =8, (w) =
’ " 0 en cualquier otro punto (7.86)

_m: seguida amﬁngﬁmﬂom las potencias (valor cuadritico medio) de: n(t)
~a€ y E.S. La potencia de una sefial estd dada por 1/2r multiplicado vQ,.
el drea bajo su espectro de densidad de potencia. Se puede ver en la ecua-
Mommw.m& %coca_ mm:.mm _wmuo mm_m&v es igual al drea bajo 8, (w) o 8, (w). Esto
. que o, (w) s¢ forma sumando ambos espectros itiv -
tivo) de 8,(cw). Por lo tanio, se infiere que * (positvo y nege

n*(t) = n 2 = 7, 2(t) (7.9)

En resumen, una sefial aleatoria de ruido d
’ e paso de banda
de banda 2w,,) e puede expresar como P n(t) (con ancho
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Figura 7.4
n(t) = n ) cos wf + n,(f) sen wd (7.10)

en donde n.(r) vy ng(f) son sendas sefiales de ruido paso bajo con banda
limitada a w,, rtadianes por segundo. Los valores cuadritico medio de: n(t),
n () y ngr) son idénticos:*

* Se debe acentuar de nuevo que estos resultados se aplican mgmn._.:dnﬂn a sefiales
de ruido aleatorias de paso de banda. No se pueden aplicar sin discriminacion a cual-
quier sefial de paso de banda. Como ejemplo, considérese una sefial de paso bajo )
limitada en banda a (J,, radianes por segundo. Entonces, la wamm.—\ P(t) = fF) cos G, es
de paso de banda. Si representamos esta seflal como en la ecuacion 7.10,

Pt} = Polt) cos wet + P.(2) senw.t
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(1) = n2(l) = n,40) (7.11)
Los espectros de densidad de potencia de n.(¢) y de n,(t) son idénticos y
se relacionan con el espectro de densidad de potencia de n(f) como en la
ecuacion 7.7 (y la ecuacion 7.8).

Notese que la potencia de la componente de ruido n.(f) cos wef es
n,2/2 y que la de ngf¢) sen w.t es ng?/2 (ver ecuacion 2.25). Por lo tanto,
la potencia de la sefial de ruido se divide por igual entre las dos compo-
nentes en cuadratura.

Otra forma de expresar la ecuacién 7.10 es

n(t) = B(t) cos [wd + 6(F)] (7.12)
en donde
Rty = Vn2(s) + n () (7.13a)
y
6(t) = —tan 1 ﬁl%g (7.13b)

Ya que tanto n.(¢) como n,(¢) son sefiales que varian lentamente, se deduce
de la ecuacién 7.13 que R(#) y 6(¢) también son sefiales que varian lenta-
mente. La sefial de ruido de paso de banda con espectro de banda angosta
que se muestra en la figura 7.1 parece una sefial sinusoidal cuya amplitud y
fase varfan lentamente, como lo indica la figura 7.5. De la ecuacidon 7.12,

[
I

ya ~

Figura 7.5

es claro que la envolvente de esta sefial estd dada por R(f) y su fase es
B(r). Notese que esta sefial tiene modulacidon de amplitud y de dngulo.

entonces Yo(f) =f(t) ¥ w(?) =0. Asi, la ecuacién 7.11 no es valida. Esta sefial ¢(t) =
f{t) cos .t no es aleatoria estacionaria (aun cuando f(¢) es aleatoria estacionaria). En
tales casos, la ecuacién 7.5 no es vdlida. En general, cualquier sefial de paso de banda
se puede representar como en la ecuacién 7.10 pero la relacién 7.11 es vilida para
sefiales de pase de banda aleatorias estacionarias solamente.
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7.2 CALCULOS DE RUIDO EN SISTEMAS
DE COMUNICACION

Vamos a investigar el efecto de algunas formas de modulacion sobre la
razOn sefial a ruido. Antes se observd cualitativamente que los sistemas de
comunicacion de banda ancha generalmente presentan més inmunidad a la
interferencia de ruido. Si se transforma una sefial para que ocupe un ancho
de banda mayor, se vuelve més inmune al ruido. En otras palabras, la razén
de potencia de sefial a ruido se incrementa. De hecho, en el capitulo 8
demostraremos tebricamente que es posible intercambiar el ancho de banda
con la razdn sefial a ruido. Se demostrari que se puede transmitir cierta
cantidad de informacion mediante diferentes combinaciones de ancho de
banda y razones sefial a ruido. Si se reduce el ancho de banda, debemos
transmitir una potencia de sefial correspondientermente mds alta (razén sefial
a ruido mds grande). Por otro lado, si disponemos de un ancho de banda
mayor para la transmisién, se¢ puede transmitir la misma informacion me-
diante una sefial de menor potencia (razodn sefial a ruido menor}. La combi-
nacién del ancho de banda con la razdén sefial a ruido se lleva a cabo
mediante las diferentes formas de modulacion. Ahora, estudiaremos la rela-
cién entre el ancho de baada de transmision y la razdn sefial a ruido en
algunos sistemas de modulacién.

8i no existiera ruido en el canal, la sefial modulada tendria una razdm
sefial a ruido infinita, si se considera a la entrada del demodulador. Sin
embargo, como esto no es asi, la razén sefial a ruido de una sefial modu-
lada es finita. El demodulador transforma la sefial modulada en una seiial
modulante mds ruido. La sefial modulada a la entrada del demodulador y la
sefial modulante a la salida del demodulador tendrin diferentes anchos de
banda y diferentes razones sefial a ruido. En consecuencia, el demodulador
realiza la tarea de intercambiar el ancho de banda por la razén sefial a
ruido. Estudiaremos, en seguida, la naturaleza de este intercambic en al-
gunos sistemas de modulacion.

cTTTT T T T T a | I 1
| “
| — I
: Filtro de pa S Vi So No |
i p Demodulador —— |
so de banda E |

I Canal ” ntra-| | Salida

_ ! i da |
! | I
e L, U -

Transmisor Receptor
Figura 7.6

Consideremos el caso del ruido aditivo, es decir, el ruido que supuesta-
mente interfiere con la sefial por simple adicion. El modelo adecuado se
muestra en la figura 7.6. Notese que, en el receptor la sefial de entrada
se pasa por un filtro de paso de banda eliminindose cualquier ruido que se
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encuentre fuera del espectro de sefial util. Asi, el ancho de banda del ruido
a la entrada del demodulador es el mismo que el de la sefial modulada,

Compararemos, para cada sistema, la razén de potencia de sefial a ruido
a la entrada del demodulador con aquélla a la salida del demodulador.
Representaremos por S; y S, la potencia (valor cuadritico medio) de la
sefial Util a la entrada y a la salida, respectivamente, del demodulador. En la
misma forma ¥; y N, representarin la potencia (valor cuadritico medio) de
fa sefial de ruido interferente a la entrada y a la salida del demodulador.
Examinemos en seguida las diferentes formas de modulacién.

7.3 RUIDO EN LOS SISTEMAS DE AMPLITUD
MODULADA

1. BLD-PS

El receptor para BLD-PS se muestra en Ia figura 3.1f y se reproduce en
la figura 7.7.* Sea fir) la sefial mensaje de banda limitada a Wy, radianes
por segundo. (wy, < w,, la frecuencia portadora). La sefial Gtil a la entrada
del demodulador es f{t) cos w,?. Hemos mostrado (ecuacion 2.25b) que §;,
la potencia (valor cuadritico medio) de f{7) cos w,t, estd dada por la mitad
de la potencia de f{¥)

S, = [£(¢) cos o * = 372(t) (7.14)

Puede eliminarse

Filtro de
paso de
banda
Wet+ Wy

F(t) c0Ss wet + n, ()

Filtro de
paso bajo

) ._lm potencia de sefial 0til a la salida es 8o, 1a cual se puede encontrar
fécilmente si se observa que la salida del detector sincrono (para BLD-PS)
&8 1/2f(¢) (ver ecuacién 3.2). En consecuencia

= 1§, (7.15)

. * En este <aso, no se nec:sita el filiro de paso de banda a la entrada debido a que
Cualesquiera componentes de ruido fucra de la banda de sedal Gl quedan suprimidas
por el filtro de g:mms basge final, En consecuencia, este filtro puede eliminarse.

id #

n

g
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Para calcular N; y N, las potencias de ruido a la entrada y a la salida
del demodulador, empleamos el modelo de ruido de paso de banda de la
ecuacion 7.10, para ngt), sefial de ruido a la entrada del demodulador:

n(t) = nf) cos wl + nf) sen ol (7.16)

en donde n{r) es el ruido de paso de banda a la entrada del demodulador
y N; estd dado por

N, = n2(t) (7.17)
Si ni{t) se aplica a la entrada de un detector sincrono (que multiplica la
sefial de entrada por cos w,f), entonces ng(?), ruido de salida del demodu-
lador, estd dado por m(f) cos wet.

ny(t) = n,(f) cos w.t
= n,(t) cos? wt + nlf) sen wf cos wit
= L[n,(t) + n,(t) cos 2wt + n(f) sen 20,.f]

Los términos n,(f) cos 2w,t y mg(t) cos 2wt representan los espectros de
n,(t) v ng(t) desplazados a + 2w, y se eliminan mediante el filtro de paso
bajo a la salida del demodulador (véase la figura 7.7). Por lo tanto, mo(f},
la salida de ruido final es 1/2n.(f).

no(t) = ()
y
N, = n2t) = in2{{)
Mediante las ecuaciones 7.11 y 7.17 obtenemos
N, = jnd(t) = 1N, (7.18)
A partir de las ecuaciones 7.15 y 7.18, obtenemos
SfNo _, 719
SN, (7.18)

En consecuencia, para BLD-PS, la razdén sefial a ruido a la salida del
demodulador es el doble de la que existe a la entrada del demodulador.
Esto representa un mejoramiento de la razon S§/V en un factor de 2 para
los sistemas BLD-PS.

El factor 2 de mejoramiento para BLD-PS se puede explicar cualita-
tivamente. Ya que la sefial de ruido es aleatoria presenta componentes tanto
senoidales como cosenoidales (ecuacion 7.10). El demodulador multiplica
estas componentes por cos w.f. Esto provoca que la componente senocidal
se desplace al doble de la frecuencia (sen wcf cos el = isen 2ew,qt) y queda
completamente eliminada por un filtro de paso bajo. Asi, se elimina ia
mitad de la potencia (de la componente senoidal). Esto resulta en un incre-
mento de 2 en la razdén de potencia de sefial a ruido.
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2. BLU-PS

El receptor para BLU-PS es idéntico en todos los aspectos al empleado
en BLD-PS, excepto por el filtro de paso de banda de entrada (véase la
figura 3.20). Para BLD-PS, el filtro debe aceptar todas las frecuencias del
rango w, * w,,. Por otro lado, para BLU-PS la sefial de entrada solamente
tiene una banda lateral por lo que ¢l ancho de banda del filtro sera la
mitad del ancho de banda del filtro empleado en BLD-PS.

El espectro de la sefial de entrada y el de la sefial de salida del demo-
dulador para BLU-PS estin en la figura 3.20 y se reproducen en la figu-
ra 7.8. El espectro de f{t) es F{w) y se muestra en ta figura 7.8a Cuando
f(t) se aplica a la entrada del sistema de la figura 3.18, la sefial de salida es
BLU-PS, con el espectro que se muestra en la figura 7.8b (véase la ecua-
ciébn 3.27); ésta es f{t), 1a sefial a la entrada del demodulador. El espectro
de la salida del demodulador se muestra en la figura 7.8¢ (véase la ecua-

F(w)
F0)
0 wn pr——
a)
|159 m,w_.c (w)
¢ We Wty w—
b}
ﬁ Eq(w)
1F(0)
= 2w, —Wm g 0wy w ...\L\
c)
) Eyfw)
Z#(0)
=W _ Wi W —- -
d}

Figura 7.8
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cidén 3.31). Esta salida se hace pasar a través de un filtro de paso bajo para
eliminar el espectro en * 2w, El espectro de salida final se muestra en la
figura 7.8d.

La potencia de una sefial (valor cuadritico medio) es 1/2n multiplicado
por el drea bajo el espectro de densidad de potencia. A partir de la figu-
ra 7.8a y b, es evidente que el drea bajo la densidad de potencia de f{f) y
de fpru(?) son idénticas. Por lo tanto, la potencia de la sefial de BLU
modulada (figura 7.8b) es idéntica a la seflal original. Luego S;, potencia de
la sefial en el demodulador, estd dada por

8, = ft) (7.20)
La salida del demodulador es 1/2f(t), como se ve por la ecuacidn 3.31. En

consecuencia S,(¢), la potencia de la sefial a la salida del demodulador, estd
dada por

8, = [4f (O]

Pdr lo tanto
8,

S.

i

(7.21)

Para calcular N; y N,, observamos que los demoduladores sincronos para
BLD y para BLU son idénticos. La demodulacién en cada caso, se lleva a
cabo multiplicando la sefial de entrada por cos w,¢ y filtrando el producto
a través de un filtro de paso bajo para eliminar el espectro en + 2w,. El
ruido de entrada tanto para BLD como para BLU es sefial de ruido de
banda angosta. Es claro que la razon N,/N; debe ser idéntica para ambos
sistemas, el BLD y el BLU. En consecuencia, de la ecuacion 7.18 tenemos

N, 1 29
De la ecuacion 7.21 y 7.22, para sistemas BLU-PS tenemos:
.—m‘o,.,_,_»)wa H
\M_T‘,.m/.,_.w B A : .NWV

Concluimos, por lo tanto, que las relaciones de potencia de sefial a ruido a
la entrada v a la salida del demodulador son idénticas. En consecuencia, no
se mejora la razén sefial a ruido. Superficialimente, esto dard la impresion de
que BLD es superior a BLU ya que en BLD se mejora al doble la razén
sefial a ruido. Sin embargo, un examen detallado nos muestra que esta
condicién no es cierta. La sefial de BLU requiere solamente la mitad del
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ancho de banda de la sefial para BLD. Por lo tanto A;, potencia de ruido
de entrada, es en el caso de BLD el doble* de zquélla para BLU. Aunque
Ia razén S/N en BLD se mejora en un factor de 2, ésta tiene el doble de la
potencia de ruido a la entrada. Desde luego, el mejoramiento en la demodu-
lacién se nulifica por el ruido de entrada mavor. Se puede ver facilmente
que para determinada potencia de ruide en la entrada, la relacion sefial a
ruido en la salida es idéntica para BLD que para BLU. En consecuencia, el
comportamiento de BLU es idéntico al de BLD desde el punto de vista de
mejoramiento respecto del ruido.

3. AM con portadora (detector de envolvente)

En el caso de AM con alta potencia de portadora, la entrada al demo-
dulador es fi(r), dada por

fit) = [4 + f(t)] cos wyt + n,(t) (7.24)

En este caso la sefial es [4 + f{7)| cos w.t. Es evidente que S; y ;, poten-
cia de seflal y potencia de ruido a la entrada del detector, estin dadas por

f3(t)
+ iy {7.25a)

M
“

to]

N, =np1) (7.25b)
Para calcular S, y N,, encontramos la envolvente de f(r). Mediante la

representacion de la ecuacion 7.10 para el ruido de banda angosta en
la ecuacion 7.24, obtenemos

ft)y =14 4 f{t)] cos wt + n(t) cos wit + n,(t) sen ot

=14 + f@) + n()] cos wf -+ n,(t) sen w,t (7.26)
= E(t) cos [w,t + w(t)] {7.27)
en donde
Et) = VA + f(t) + n {0 + nX0) (7.28a)
' n(f)
p(t) = —tan LT Sy iL (7.28b)

* 5i la densidad de potencia de ruido es simétrica con tespecto a W=w) (como en
el caso de ruido blanco) la potencia de ruide a la entrada para BLD es exactamente el
doble de la correspondiente a BLU. Para una densidad de potencia de ruide asimétrico,
este factor puede ser mayor que 2, de acuerdo con la banda lateral que se suprima
(véase el problema 5). Sin embargo, el ancho dec banda de la sefial modulada general-
mente es tan pequefio que se puede suponer, con error muy pequefio, una densidad de
potencia unifornie en la banda.
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es la envolvente de F{7) v Yi(z) es el dngulo de m_mm.
WM%ME—MMWMHM%@_N@MWQN del detector de envolvente es E(f). Ahora, oonw_.mm.
remos los dos casos en donde g) ruido bajo; 4 + f(Hy>n(t) y b) ruido
m:oh. ﬂwmwv.“ ._q.:“ww. bajo. Podemos emplear vectores para representar fi(5)
en la ecuacién 7.26 (figura 7.9). Si 4 + ey nd0), entonces A+ .AMV
n.(f) y ng(t). La resultante E(f) en este caso se puede aproximar por 4 +
A1) + n(¢) como se muestra en la figura 7.9.

A+f(t) nelt)
E(t)
Figura 7.9

B(t) = A + f(t) + no(f)

() =0

Analiticamente llegamos a la misma conclusion. Si A +fA)>n(1) y
ng(£),* entonces la ecuacion 7.28a tiene la aproximacion

E(t) ~ VA + f)] + 2[4 -+ f&)In(8)
2n(t) ﬁ
nﬁm.+ngT\+mmﬂwa

! n(t) ;
~ 44 0L+ g
= A + f(t) + n,()
Es claro, en esta ecuacion, que la sefial 0til a la salida es ) y el ruido es
n (t). Por lo tanto

8, = f(t) (7.29a)

N, =n2t)=N; (7.29b)
Mediante las ecuaciones 7.25a, 7.25b, 7.29a y 7.29b, obtenemos

SN, 20 _ 30
S,/N, B A? + f3(f)

con precaucion. Ya que las sefiales n.(¢f) ¥ nglt)
de amplitud, habrd casos en que n.(f) ¥ :ue
go, 5i A +f(r) es muy grande, estos £asos serdn
A+ n(t) v no(t) la mayoria del tiempo.

* Este postulado debe mun.aa.naﬁwa.mo
son aleatorias con alguna n:.ﬁ._c:n_on
sean mayores que A - f(£). Sin \deE
raros, El postulado correcto seria que
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El mejoramiento de la razén se incrementa en la medida que A se reduce.
Pero, para el detector de envolvente, no se puede reducir 4 abajo de

WDl ax-

A > | fE)imax

Se puede ver ficilmente que la razon de potencia de sefial a ruido a la
salida, en AM es mixima para el mdximo grado posible de modulacién
(100 %).

Para el caso particular en el que f{f) sea una sefial sinusoidal, la amplitud
de f{t) es A para el 100% de modulacién. Por lo tanto

JE— Az

£ ==

mu\bﬂa
8N,

2

wlep

Asf, en este caso, el miximo mejoramiento que se puede obtener de la
razon de potencia de sefial a ruido es 2/3.

Si se utiliza la deteccidn sincrona para la demodulacién de AM con alta
potencia de portadora, los resultados son idénticos a los que se obtuvieron
para el detector de envolvente. Esto se ve con facilidad si se considera que
$; ¥ Ny, las potencias de entrada de sefial y de ruido, son idénticas en
ambos casos:

S _ 4+

oo o

El detector sincrono multiplica la sefial de entrada fi#) por cos w,z; por lo
que eq(7), la salida, estd dada por

e4(t) = fi(t) cos w s

Al substituir la ecuacién 7.26 para Ji(t) v eliminar los términos con espec-
tros en 2w, obtenemos la salida final e, (7),

eft) = HA + f{t) + n, ()] (7.31)

La salida contiene la serial util 1/2fit) y el mido 1/2n,(z). En consecuencia,

)mq_u = W.\.NQW

(7.32)
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Y

S,/N, 2£2(1)

o)

- = - (7.33)
MN.T?@ A2 nT.\.mT:

Por lo tanto es evidente que, para AM, cuando el ruido es pequefio compa-
rado con la sefial, el comportamiento del detector de ernvolvente es idéntico
al del detector sincrono. Obsérvese que al deducir la ecuacion 7.33, no se
hizo suposicién alguna por lo que respecta a las magnitudes relativas de la
sefial y del ruido. Por lo tanto, la ecuacion 7.33 es vilida en todas las
condiciones de ruido en la demodulacién sincrona.

b. Caso de ruido alto. En seguida vamos a considerar el comporia-
miento del detector de envolvente en AM con ruido alto; #(t) > [A + A7),
Esto implica que n.{t) y ng(t)> [4 + f{t}]. En estas condiciones,

B(t) ~ Vn ) + n2(f) + 2r B[4 + f(1)]

2[4 + f (1))
R(t)

=R{) /1 + cos (t) (7.34)

en donde R(#) y (f) son la envolvente y la fase de n,(z) dadas por las
ecuaciones 7.13a y 7.13b.

R(t) = Vo (t) + n21)
XQ)
f(t) = —tan ! ﬁH SH_

Ya que R()>[A +f(t)], la ecuacién 7.34 tiene una mejor aproximacion
como

A t
E{t) ~ mST + MA%.A ) cos QSH_
— R{t) + [4 + f () cos 6(1) (7.35)

Revisando la ecuacion 7.35 observamos que la salida no contiene término
proporcional a f{r). La sefial f{#) cos 6(¢) representa f(t) multiplicada por
una funcién variable con el tiempo (en realidad ruido) cos6(f) y carece de
cualquier utilidad en la recuperacion de ff). Asf, la salida no contiene
ninguna sefial 0til.

De este estudio es evidente que, para ruido alto, la sefial queda completa-
mente mutilada por el detector de envolvente. Es debido a este comporta-
miento que nos referimos al llamado efecto de umbral en los aaﬁowoam eao
envolvente. Deseamos dar a entender por umbral el valor de una razén sefal
a ruido de entrada abajo del cual la razon sefial a ruido a la salida se
deteriora mucho mds ripidamente que a razon sefial a ruido a la m:ﬁm@.m.
6l efecto de wmbral comienza a apan--r en la regidn en ﬁ_o:aa._m razon
de la potencia dc la portadora a la potencia de ruido se aproxima a la
unidad.
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Se debe acentuar que el efecto de wmbral es una propiedad de los detec-
tores de envolvente; tal efecto no se observa en los detectores sincronos. La
seflal de salida del detector sincrono estd dada por la ecuacidon 7.31:

eoft) = 3[4 + f(t) + ny(8)]

Al establecer esta ecuacidn, no se impusieron restricciones en las magnitudes
de la sefial ni del ruido. En consecuencia, es vilida en todas las condiciones
de ruido. La salida e,(f) contiene siempre un término 1/2f(¢) por lo que
el efecto de umbral no aparece. El mejoramiento de la razén S/N de la
ecuacion 7.33 se mantiene para cualquier condicion de ruido. También se ha
visto que para BLD-PS y BLU-PS (que emplea detectores sincronos) no hubo
efectos de umbral.

Se concluye que en AM con miido bajo, el comportamiento del detecior
de envolvente es casi igual al del detector sincrono. Pero con ruido alto, el
detector de envolvente presenta el efecto de umbral y resulta inferior al detector
sincrono.

7.4 RUIDO EN SISTEMAS CON MODULACION ANGULAR

1. Modulacién en frecuencia

En la figura 7.10 se muestra el diagrama esquemditico del modulador
demodulado para FM. El primer filtro en el receptor elimina el ruido que se
encuentra fuera de la banda (w, + Aw) en la cual existe la sefial ttil. Si
Acw es la desviacion de la frecuencia portadora entonces, de acuerdo con la
ecuacion 4.27, la banda de paso de este filtro es (w, ~ Aw, w, + Aw). La
salida ey4(r) del demodulador contiene la seflal mensaje mas el ruido con
ancho de banda Aw. Ya que la sefial mensaje tene un ancho de banda w,,,
se puede eliminar el ruido que se encuentra fuera de la banda de la sefial
mediante un filtro de paso bajo con frecuencia de corte w,, (figura 7.10).

[T Ty [T T -
| | |

! - :

M ft) | Generador| | __M_hmw mm FM 1_ _W_M.M_%..._a_mm |

_ ! i hase Demodulador banda IVLI_
_ | Canal | we + Aw | | (o wm) !

| } | u

e e J Lo B

Transmisor Receptor
Figura 7.10

Para calcular potencia de la sefial y del ruido a la salida, supondremos
que es posible calcular cada una independientemente de la otra. Asi, para
calcular la potencia de la sefial a la salida, se supondri que el ruido en el
canal es cero y para calcular la potencia de ruido a la salida, se supondra
que la sefial f{z) es cero. En el #péndice A de este capitulo se encuentra la
justificacion de este procedimiento.

W

s & 2rET*!
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Considérese primero la sefial sin ruido. La portadora de FM estd dada
por

felt) = A4 cos Tn“ + k, % }0) i

Se observd en la seccion 4.7 que para FM, la potencia de la pertadora con
o sin modulacién es la misma y estd dada por 4%/2. Asi,

8, = (7.36)

Az
Ty
La salida del demodulador es proporcional a la frecuencia instantinea w;. Si
la constante de proporcionalidad es «, entonces la sefial de salida es

8,(t) = o, = ﬂﬁw _Henm -+ F.?_.S &L

= aw, + okf{t)

La mmm/& atil es akgf(7) y

S, = a3k, 2t (7.37)

Para calcular N; y N,, observamos que el ancho de banda de la sefial a
la entrada del demodulador es 2 Aw en donde Aw es la desviacién méxima

de la frecuencia pertadora (ver ecuacion 4.27). Asi

1
ol

] ot
N, =- ,‘. S, (w)dw (7.38)

w,—Aw

en donde S,(w) es el espectro de densidad de potencia de n(#). Si el ruido
es blanco, con espectro de densidad de potencia de magnitud A2, en-

tonces

1 faectise 47
;waa. = — 1‘; - &8
T Jo,—Aw 2
— N A (Aw = 2n Af) (7.39)

Para calcular N, suponemos que la sefial mensaje f{#) es cero. La entrada
del demodulador fi(¢) es la suma de la portadora y el ruido m(s):

fi(t) = A cos of 4 n,l)
= A cos wt + nl) cos wt + nft)sen ot
= A + n,f)] cos mt + n,(f)sen wl

— B(t) cos [od + (0] (7.40)
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en donde
< E(t) = VA £ n 0] + n2) (7.40a)
L[ ndh)
»(t) = — tan _Hkm p EH_ (7.40b)

NMOBCM WCHU.CQM.”O un caso con H_.:.QC Um._o en QomHQQ .\m Ra(1 (_ Rell) m:
] C 5
:«Amv

wif) ~ —tan-1 T&

—n,(t)
A

~

(7.41)

La wm:am del demodulador es aw; en donde w; es la frecuencia instantinea
de la sefial de entrada y « es la constante de proporcionalidad,
Por la ecuacién 7.40, obtenemos

d d
wi = Z100] = 5 [od + (o)
~ o, + (t)
De la ecuacion 7.41, se deduce que
75(t)
La salida del demodulador es ow;, dada por
7, (t
.\.a?& = —Haco_ - ;‘Mvuﬁ
De donde la componente de ruido n,(r) es
ar(t)
) = —
7,(#) 1 (7.43)

Si ng(t) tiene un espectro de densid i
. 1 L ad de potencia 8, (w) entonces su
derivada #(s)) tiene un espectro §, (w) dado por ?mmmmam_ ecuaciéon 2,39),

8i(0) = w28, (w)

Y 8p (w), el espectro de densidad de potencia del ruide de salidg
[ —ai(t))/A4, esti dado por

a?
Sy (@) = 72 Si(@)
a2w?

mu

. J—

8, () (7.44)
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A continuacién, la salida del demodulador se pasa a través de un E:o.%
paso bajo con frecuencia de corte w,, para eliminar el excedente de ruido
de la parte exterior a la banda de la sefial util. N

Después de substituir la ecuacion 7.7 (y la 7.8) en la ecuacion 7.44 y
recordando que la sefial de salida se filtra mediante un filtro de paso bajo

(), obtenemos

o2w?
A _Hmaﬁac + eau |_1 @aﬁs - Snz _8_ < W hqnmmv
8w} =
0 Jw| > @,
Si el ruido del canal es blanco.
5 A
q%mcv - w
Y
w2l A"
A2 ol < e (7.46)
@3%0& = .
0 || > w,
Este es un espectro parabdlico como s¢ ilustra en la figura 7.11.
8p{w)
) 0
w—
Figura 7.11
La potencia del ruido de salida N, estd dado por
2 AT (om
N, = : _ wido
? A2 Jo
2 4% 8
Hm Amﬁld E :.&3
3 VA, 2
Mediante las ecuaciones 7.36, 7.37, 739 y 747, obtencmos
5.8, _ 6T e -
.w‘ ..r/_w. :v_:w

" H

Nétese que ia razon sio potoncia de sefial a ruido a la salida del demodula-

dor estd dada por (ecuacion 7.37 y 7.47)
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S, 3 (2mA?\ kYY)
an - m A e\‘\. v S AQ.Pm:

w,”

La desviacion de la frecuencia portadora es directamente proporcional a ky.
Por lo tanto, el ancho de banda de la sefial de FM es proporcional a k¢ En
consecuencia, de la ecuacion 7.49 se deduce que la razdén de potencia de
sefial a ruido a la salida del demodulador de FM es proporcional al cuadra-
do del ancho de banda de transmisidn.

Es interesante comparat la relacion S/ a la salida del demodulador para
FM y para AM. Si la sefial f{r) fuese transmitida en AM, la sefial de salida
del detector de envolvente estarfa dada por (ecuacién 7.29a).

8, = fx1)

y el ruido de selida &V, del detector de envolvente estaria dado por (ecua-
cion 7.29b).

N, = n2() = N,

en donde N; es la potencia de ruido a la entrada del detector. Para AM, el
ancho de banda de transmisién es 2f,,. Por lo tanto, para ruido blanco de
densidad 472,

N, =N, =247,

¥

A,J D)
N,jam — 247f,
Al substituir este resultado en la ecuacién 7.49, obtenemos

Arw‘ct(ﬂavm.z - wA.hwva
Tm‘oﬁzﬂevba N

En la ecuacion 7.50, A es la amplitud de la portadora de FM. Para que la
comparacion entre AM y FM sea significativa, supondremos que A también
es la amplitud de la portadora de AM. Para obtener algunos resultados
cuantitativos, consideremos un caso especifico en el que la sefial modulante
fit) es una sefial sinusoidal. Para la comparacion, debemos considerar la
condicién mds favorable para AM, 100% de modulacién. En este caso la
amplitud de f{r) es A (la misma que la de la portadora). Ademids, la desvia-
cion Acw de la frecuencia de la portadora de FM cuando f{f} es una sefial
sinuscidal de amplitud A estd dada por (ccuacion 4.20)

V«..._ amwﬂ\

(7.50)
ﬁcs

y el indice de modulacidn m, estd duio por

Aer Al
Mig =m —— 2 ——
{n «:5

1.

en donde w,, es la trecuencia de la senal modwlauic 7Y 87 substituimoes
este resultado en la ecuacidén 7.50, chtenemos
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n@a_\zn.vmg
A_w.a_\z@vbﬁ

Si consideramos razones de voltaje raiz cuadritico medio de sefial a ruido
en lugar de razones de potencia, obtenemos

— 3m,? (7.51a)

mn_@e\m{uevﬂguﬁ _ ‘,\W A.NMLUV
AN "

Es evidente, a partir de la ecuacién 7.51, que la razon sefial a ruido se
puede volver mis alta en FM que en AM, incrementando el indice de
modulacién my. Sin embargo, notese que, al incrementar my aumenta el
ancho de banda necesario. Asi, cuando mp=15, la razdén §,/N, para FM es
75 veces mayor que la de AM, pero el ancho de banda que se necesita
aumenta aproximadamente 8 veces. Esto tiene la siguiente explicacién. En
AM, el ancho de banda es 2ew,,. En FM el ancho de banda correspondiente
amp=35 es 3.3 Aw (véase la figura 4.5). Pero Aw = myw,. En consecuen-
cia, €l ancho de banda necesario en FM es 3.3 X 5wy, =~ 16cy,.

Para un valor grande de my (> 10) el ancho de banda B de la sefial
de FM es aproximadamente 2Af

B~ 2Af
’ Af 1B
" i
Ast{
(5 Mol _ 2 AWVN (7.52)
(Sl Nodam 4 \[

De esta ecuacion deducimos:

(e =3 (2

Si desecamos mejorar, en un factor de 2 (bdb), la razon S,/N, para el
sistema de FM, se debe incrementar el ancho de banda B en un factor de
2. Asi, la razén de potencia de sefial a ruido se mejora en 6 db por cada
incremento de dos a uno en la ocupacion de la banda. Se debe recordar, sin
embargo, que estos resultados se han obtenido con la suposicién de ruide
bajo.

Podemos escribir la ecuacién 7.52 en términos de las razones de voltaje
rafz cuadritico medio de sefial a ruido en la salida.

(SN el V3

B
—_—— (7.53)
:Ma\»)wcvbzudu 2 .\v‘:a
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Asf, la razoén de voltaje raiz cuadritico medio S/N a Ia salida para FM es
directamente proporcional al ancho de banda.

La propiedad de intercambiar el ancho de banda por la razén sefiai a
ruido, suele ser vilida para todos los sistemas de comunicacién. Transformar
una sefial para que ocupe un ancho de banda mis grande es volverla mis
inmune al ruido interferente. En el capitulo 8 se desarrollarin las bases
tedricas de esta propiedad.

Se debe observar que un sistema de FM permite intercambiar la razbn
sefial a ruido con el ancho de banda de transmisién, En los sistemas de AM,
en donde el ancho de banda de transmisién es fijo, tal intercambio no es
posible.

De la ecuacién 7.51b se deduce claramente que, para obtener un mejora-
miento de la razon S/N en FM con respecto a la de AM, debemos tener

1
my > Vi 0.6
Es importante notar que me= 0.6 es aproximadamente el punto de transi-
cion entre FM de banda angosta y FM de banda ancha. En consecuencia,
FM de banda angosta no proporciona mejoramiento alguno sobre AM. Este
resultado era de esperarse pues FM de banda angosta y AM tienen el mismo
ancho de banda.

La razén sefial a ruido en FM no se puede mejorar indefinidamente
mediante el incremento del ancho de banda. A medida que el ancho de
banda aumenta el ruido de entrada también aumenta legindose, eventual-
mente a un punto en el que la potencia de la portadora es del orden de la
potencia del ruido de entrada; los resultados obtenidos anteriormente, bajo
la suposicion de sefial de entrada baja, ya no se cumplen. Bajo la condicion
de ruido de entrada suficientemente grande, comienzan a aparecer los fend-
menos de umbral mencionados anteriormente.

Efecto de umbral en FM. El efecto de umbral en FM es bastante mis
pronunciado ¢ importante que en AM. Para estudiar este efecto, expresemos
la sefial a la entrada del demodulador como

Jilt) = A cos [ + y(&)] + nyt)
en donde

o) =k [ 10 d
Si usamos la ecuacién 7.12 para expresar ni(¢), obtenemos
Jit) = A cos [t + y(t)] + R(t) cos [wt -+ 08)]  (7.54)

El diagrama vectorial que representa la ecuacidon 7.54 se muestra en la fi-
gura 7.12. Es claro en esta figura que

filt) = E(t) cos [t + 6() + p(1)] (7.55)

en donde
A sen [y(t) — 0(t))
(£} + A cos [p(f) — 8(t))

B(t) = tan 1 Tw (7.56)
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Para el caso de ruido alto, R{(¥)>» A vy la ecuacion 7.56 se puede expresar
como

B(t) ~ tan-1 ﬁh sen [w(t) — EEV

E(t)
A
~ % sen [p(t) — O()] (7.57)
Ett)
\i
T R(t) 7 ﬁﬂtl&ﬂaﬂvl

wet 4 8(2) + Bl L&+ -

wet + Y [t}

Referencia arbitraria
Figura 7.12

Notese que ey(r), salida del demodulador, estd dada por

d
ey(t) = Rwla [wt + 8(t) + B(8)]

= alw, + 6(t) + B()

La sefial af(r) es la sefial de ruido. La informacién de f{z} esti contenida
en f(f). Se puede ver en la ecuacién 7.57 que B(2) contiene un factor
1/R(f) que es una sefial de ruido. Por lo tanto, §(f) no contiene ninguna
sefial dtil proporcional a f{t); en consecuencia, la sefial de salida estard
distorsionada. Esto origina el efecto de umbral que se muestra en la fi-
gura 7.13.

\A, FM
Seqy | AMPS
Ny - deteccion sincranica
_ .
0
J\ §;/N; db ——
Figura 7.13
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Reduccion del efecto de umbral mediante de-énfasis. Hemos observado
que la densidad de potencia de ruido a la salida del demodulador sube en
forma parabdlica con la frecuencia (figura 7.11). Esto es un grave inconve-
niente, porque para todas las sefiales mensaje pricticas la densidad de po-
tencia decrece con la frecuencia. Asi, el ruido es mas fuerte en el rango de
frecuencia en el que la sefial es mds débil. Por lo tanto las componentes de
alta frecuencia de la sefial mensaje se ven mds afectadas por el ruido interfe-
rente del canal. Esta dificultad se puede aliviar mediante la técnica conocida
como pre-énfasis y de-énfasis.

En el transmisor, se refuerzan las componentes de alta frecuencia de la
sefial mensaje f{t) (pre-énfasis). Esta sefial transformada f'(f) se utiliza, en
seguida, para modular en frecuencia la @onmaos En el receptor, el demo-
dulador produce la sefial transformada f'(¢) y el ruido parabolico. La sefial
requerida se obtiene al transmitir la sefial del demodulador a través de un
filtro que restaura las componentes de alta frecuencia al nivel original
(de-énfasis). Esto produce la sefial original f{(f) y el ruido cuyo espectro de
densidad de potencia también se reduce, en forma correspondiente, a altas
frecuencias. La técnica de pre-énfasis y de-énfasis no sélo reduce el ruido
alto e indeseable en la region de nivel bajo de sefial sino que también
disminuye todo el ruido de salida y mejora la razén sefial a ruido. Esto, de
hecho, reduce el efecto de umbral en FM. Ahora calcularemos el mejora-
miento de la razén sefial a ruido debido al pre-énfasis y al de-énfasis.

Consideremos un filtro de pre-énfasis muy simple como el de la fi-
gura 7.14a. Este es un filtro de un polo cuya respuesta en frecuencia se

0 !
al | H ()]
db 6 dB/octava
. o e
Ry Rg
, , |
wy we w
a) b}
v !
& o
W | H{w)|
db
C =
w1
— ' L| :
L) ——
c)
—b dB/octava

Figura 7.14
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muestra en la figura 7.14b. Los puntos de ruptura w, y w, estdn dados
por

1 1
Wy = 7= Y (B, >» Ry)

R,C RO
En una eleccion razonable de w; el espectro de f{z) cae aproximadamente a
3 db de su valor de baja frecuencia. Para sistemas comerciales, se toma el
valor de 2.1 KHz para fi, (w,/2n). Se debe escoger un valor de (2, muy
superior a la méaxima frecuencia de f¢). Para sistemas no.EaHﬂm,_wm fa,
(w2 /2m) tiene un valor tipico de f; 230 KHz. La red de ao-m:ﬁmm_m corres-
pondiente se ilustra en la figura 7.14¢ y su respuesta en frecuencia s mues-
tra en la figura 7.14d. Ya que la sefial util desaparece para w; > w,, no se
necesita correccidn en frecuencias superiores a ;. Para el filtro de de-én-

fasis.

Wy

1
Hlo) = 1 + jwfow,
w2
= e 7.58
Bo)l® = =t (7.58)

Si no'(f) representa la salida de ruido final (salida de la red de de-énfasis),
entonces el espectro de densidad de ruido de salida m:%?& para ruido
blanco de canal estd dado por (véase la ecuacién 7.46)

alwd A
8y () = ——p— [H(w)?

0

ala 2w A

kﬁmﬁew + EHNV

La potencia de ruido de salida N,' estd dada por

1 (om
N, Hﬂqh 8, (@) dew
_ a2 A %83 w? do
A% Jo w? 4 w®
_ ol d ﬁ§ — tan— A@i (7.59)
mAd? @y Wy
Si se define el factor p de reducciéon de ruido como
y,
P = .Zc\

Entonces de las ecuaciones 7.47 y 7.59 deducimos
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1 (@,,/0,)?
F= m ASS\EHv — tan—1 Aea‘a\euv A.N.QOV

La razon p de mejoramiento se ha representado en la figura 7.15 como
funcion de w,,/w,.

i8
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w1
Figura 7.15

Es importante notar que el pre-énfasis no provoca incremento alguno en
la potencia de la sefial que se transmite. Esto se debe a que, para FM, la
potencia de la sefial que se transmite es idéntica a la potencia de la porta-
dora sin modular (42/2). La potencia de ruido Ny en el demodulador y la
potencia de la sefial de salida S, tampoco cambian. Por lo tanto, el p de Ia
ecuacién 7.60 representa realmente el mejoramiento adicional de S/V en
EM.

El mejoramiento p aumenta al crecer W iw, . Esto significa que reducir
la primera frecuencia de ruptura w, mejora el comportamiento. Pero reducir
la frecuencia de ruptura w, provoca un aumento del ancho de banda de
transmision. Esto se debe a que, a medida que w; disminuye, el circuito de
pre-énfasis se aproxima mis a un diferenciador ideal, Para w; =0 (y
Wy > Wy, ), el circuito de pre-énfasis se comporta como un diferenciador
ideal. En consecuencia, la sefial original f{¢} se diferencia antes de usarla
para modular en frecuencia la portadora. El proceso de la diferenciacion
tiende a producir picos de gran amplitud (en contraste con el efecto de
igualacion de un integrador). Ya que la constante k, de modulacién es
constante, la amplitud mdxima de la sefial incrementada origina un aumento
en Acw, desviacion de 1z frecuencia de la portadora; desde luego, esto incre-
menta el ancho de banda de transmision. Por lo tanto, es evidente que el
mejoramiento de la razon sefial a ruido mediante pre-énfasis y de-énfasis se
efectia a costa de otros pardmetros. Cabe mencionar aqui que, si w; =0
en el circuito de pre-énfasis, entonces la FM con circuitos de pre-énfasis y
de de-énfasis equivale a la modulacién de fase (MF). Esto se debe a que,
cuando wy =0, el circuito de pre-enfasis funciona como diferenciador. Sa-
bemos que si se diferencia una sefial y después se modula en frecuencia una
portadora, la sefial resultante es una portadora modulada en fase.
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2. Modulacion en fase

La modulacién de fase puede tratarse como un caso especial de FM.
Como se explicd anteriormente, la MF se puede generar con una diferencia-
cion de f{tr) a fin de modular en frecuencia la portadora. Si se emplea un
demodulador de FM en el receptor, la sefial de salida serd dfjdt. La sefial
util se puede recuperar agregando al receptor de FM un integrador ideal. La
portadora MF se puede expresar como

ppumlt) = A cos (wgt + koS (6)]

y: | t+k &&
= nom_“acn + u.—,% H*

A2
8 ==
2

N, =24 Af (para ruido blanco)

La sefial de salida del demodulador de FM es akp(df/dr) en donde o es la
constante del demodulador. La sefial de salida se integra en seguida para

obtener la salida ak,f(t). En consecuencia
8, = atk,”f*(t)

El ruido a la salida del demodulador de FM esti dado por [ — arnis{#)/4]
(véase la ecuacion 7.43). La salida del integrador ideal que sigue al demodu-
lador de FM es n,(¢f), sefial de ruido final a la salida:

- Q.S\mnnv
A

no(t) =

y o2
5, () = 5 8u(®)
RN
=[S, (0 — @) + 8.0 + w)] o] <o,
A2
0 lw] > o,

Para ruido blanco en el canal

s A
o) =5
Y o2 AN
|o|] < wg
8, (@) ={ 4°
0 |w| > @

Notese que el ruido de salida para MF ticne una densidad de potencia
uniforme, a diferencia de FM. En consecuencia, no hay necesidad de pre-én-
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fasis o de de-énfasis adicional. De hecho, como se dijo anteriormente, MF se
puede considerar como sistema de FM con pre-énfasis y de de-énfasis perfectos.
La potencia de ruide de salida ¥, estd dada por

Nt ﬁsmiev do
mJo
242 A4°f,.
Lm.w
Por lo tanto,
Y (Ak,)?

BT RAL

SN, 2,2 Af
SN Ia

Tm‘a___mlw‘erua .
(SoNan

aqui, 4 es la amplitud de la portadora MF. Para que la comparacitn entre
AM vy MF sea significativa, sea 4 la portadora de AM. Para la condicion
mds favorable en AM, la modulacién es del 100%. Consideremos el caso
especial en el que f{¢) es una sefial sinusoidal. para el 100 % de modulaci6n,

(Ak,)?

J&) = A cos et
y una portadora MF estd dada por
ppulf) = 4 cos {wd + Ak, cos w,t)

w;, = w, + Ak, cos w,t

y
Aw = Ak,0

m

En consecuencia

(Sl N oar ADSV»

A.@m k“ h(we v AD w

w

El mejoramiento de la razdén de voltaje raiz cuadritico medio S/ estd dado

por i
(¥l _ (Se)

ICAA

w

m

Notese que la naturaleza del mejoramiento de la razdén S/V en MF con
respecto a AM es similar a la de FM con respecto a AM. En ambos casos,
el mejoramiento de la razén de potencia $/N es proporcional al ancho de
banda de transmision.
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7.5 RUIDO EN SISTEMAS DE MODULACION POR PULSOS

En sistemas de modulacién por pulsos, estudiaremos: la modulacién en
amplitud de pulso (MAP), la modulacién en posicién de pulso (MPP) y la
modulacién en pulsos codificados (MPC).

1. MAP

El comportamiento sefial a ruido de los sistemas MAP es idéntico al de
los sistemas AM/PS. El mejoramiento de la razéom S/V en MAP es unitario,
lo mismo que para BLU-PS. De igual manera, el mejoramiento de la razon
S/N para MAP/AM es 2, el mismo que para BLD-PS. El resultado no tiene
nada de particular pues los requisitos de ancho de banda para MAP y para
MAP/AM son idénticos a los de BLU y BLD, respectivamente (véase la
seccion 5.4).

En MAP, la sefial f{f) se muestrea; la sefial muestreada fi(¢) se transmite
en seguida a través de un filtro de paso bajo* el cual produce la sefial
original continua. Asf, de hecho, estamos transmitiendo f{f) directamente.
En el proceso de transmision la sefial resulta contaminada por el ruido. En
el receptor, se emplea un filtro de paso bajo. Es evidente, que en este caso
la razén sefial a ruido no se altera. Asf

SN, )
SN, . (7.61)

se¢ puede ver que
8, =8, =J0)

Y
N, =N, =47,

En el Apéndice B se comprueba el resultado de la ecuacion 7.6] para M
sefiales con multicanalizacion por distribucién de tiempo. Si una sefial MAP
se transmite por MAP-AM, se puede demostrar ficilmente que el mejora-
miento de la razén sefial a ruido es de 2 (lo mismo que para BLD-PS).

(para ruido blanco)

2. MPP (Modulacion en posicion de pulso)

En MPP, la sefial mensaje f{r) se muestrea y los valores-muestra se
transmiten en la forma de posiciones de pulso. El pulso & se desplaza de su
posicién estitica en una cantidad proporcional a ff&T), la muestra & de f{(¥)
{véase la figura 5.9). Los pulsos se transmiten por un canal de ancho de
banda B. Esto provoca la dispersion del pulso, como 1o ilustra 1a figura 2.9
de la seccion 2.6. Podemos aproximarnos con bastante precision al pulso
recibido mediante un pulso trapezoidal. Esto se muestra en la figura 7.16

* Realmente, existen M mensajes cuyas muestras s¢ intercalan con el propdsito de ia
multicanalizacion por divisibn de tiempo. Entonces, estas muestras se transmiten a
través de un filtro de paso bajo con frecuencia de corte Mfy,. Aqui, por conveniencia,
consideraremos el caso de una sefial Unicamente.
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(véase la figura 2.9). El tiempo de subida ty de un pulso estd dado por (véase
la ecuacién 2.11)

1
=g (7.62)

en mon.mm B es el m:o:o de banda {en Hz) del canal. La posicion del pulso
ﬂmcmmoaa es sensible al ruido aditivo del canal. Esto se puede ver en la
:.ch 7.16b. La adicién de una sefial constante de magnitud x desplazard la posi-
cion de pulso en e, en donde

(7.63)

]

Blm

Si x varia en forma aleatoria, entonces € variari en la misma forma,
Como € es proporcional a x, el valor rafz cuadritico medio de € seri
proporcional al valor raiz cuadritico medic de x. De la ecuacién 7.63 se
infiere que

|||||| 4 {—

Figura 7.16

Asi, si una sefial de ruido #(?) con valor cuadritico medio n%(r) se suma a
una sefial MPP, el valor cuadritico medio de e estd dado por

£ = @w ni(t) (7.64)

Cuando no existe ruido, la posicion del pulso k varia en proporcién

a fikT), muestra k de f{r). Si representamos por yx el cambio en la posicién
del pulso %, entonces

Yo = kof (kT)
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en donde k es una constante de proporcionalidad del modulador. Sin embar-
go, debido al ruido del canal, el cambio en la posicidn del wc_m.o ne es Vg,
sino yy + €, en donde € es aleatoria, con valor cuadritico medio dado por

la ecuacién 7.64. Sea

Y =t + & =k f(RT) + & (7.65)
En el receptor, las posiciones de pulso se convierten de nuevo en muestras.
La muestra k en el receptor es Y (ecuacion 7.65). Para obtener el mensaje
original f{t), las muestras se transmiten por un Eﬁo de paso bajo con
frecuencia de corte wp, (véase la figura 1.47). La salida de este filtro es
#(), dada por (véase la ecuacion 1.140b)

§6) = > §uSa(n,t — k)
k
= > af (kT) + glSa(o,t — kn)
4
S f ET)Sa( gt — k) + D e Salmt — k)
k k

Cada uno de los sumandos representa una sefial limitada en banda a wy
radiznes por segundo. Ya que fikT) representa la muestra de ), de E
ectaciGn 1.140b es evidente que ¢l primer sumando es igual a ».,h&. w_
segundo sumando representa una sefial de ruido e(#). Asi, la salida J(r) estd
dada por it = kyf(1) + e(t)

as1

N, ml e £l

phora bien mediante el resuliado del ejemplo 2.2 .ooc.mnmoq.._ 2.31), don-
de e declata que el valor cuadritico medio de una sefial cs igual al valor
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cuadritico medio de sus muestras, €2(¢), el valor cuadritico medio de (1),

es igual a €”. Pero el valor cuadritico medio de €, esti dado por la
ecuacion 7.64. Por lo tanto

asa
v, = (4] 7@
’ A
y
S, k2 AN
5. " () 10
= k* 4 yv B
n*(f)

en donde B es el ancho de banda del canal (en Hz).
Si la razén de la duracion del pulso 7 al perfodo T es «, entonces la
potencia de la seffal de entrada §; estd dada por (si suponemos que 7, < T)

S, = ad?

y la potencia de ruido a la entrada N; estd dada por

N, = n¥(t)

i
Por 1o tanto

SN,  kp?
.,w‘.._“.?wm x

(7.66a)

Si_ consideramos razones de voltaje raiz cuadritico medio de sefial a ruido
en lugar de razones de potencia, obtenemos

(SN0 (FT
St o I

(7.66b)

¥r &

Asi, el mejoramiento de la razdon de potencia S/NV es proporcional al cua-
drado del ancho de banda. Este comportamiento es idéntico al de FM de
banda ancha, como se ve en la ecuacion 7.49. Es posible, en ambos siste-
mas, combinar el ancho de banda con la razon sefial a ruido, La razon de
voltaje S/A" es linealmente proporcional al ancho de banda B Esta es la
caracteristica de los sistemas sin codificacién.

A continuacién demostraremos que en los sistemas codificados, como el
MPC, la razon de voltaje S/V se puede incrementar ¢xponencialmente con el
ancho de banda. Asi, los cistemas codificados, por natwaleza, son capases
de mejor eficiencia de transmision que los sistemas no codificados.
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3. Sistemas codificados

En forma general, los sistemas de modulacion se pueden dividir en dos
clases: a) sisternas no codificados y b) sistemas codificados. En los sistemas
no codificados un simbolo en el espacio del mensaje se transforma en un
sfmbolo en el espacio de la sefial modulada. Asi, en AM, cada amplitud
posible del mensaje original se transforma en una amplitud particular de jm
sefial modulada. De la misma manera, en MPP cada amplitud del mensaje
resulta un desplazamiento determinado de la posicién del pulso. En aﬁoam.w
codificados {como el MPC), sin embargo, cada simbolo del mensaje o ampli-
tud se transforma en un cierto nimerc de simbolos de sefial. Tuller* ha
demostrado que solamente con sistemas codificados se puede obtener tedri-
camente la combinaciéon més eficiente, del ancho de banda con la razdn
sefial a ruido.** Los sistemas no codificados (como FM o MPP) son por
naturaleza incapaces de combinar el ancho de banda con la razén sefial a
ruido eficientemente. A continuacion consideraremos el sistema MPC desde
el punto de vista de la combinacion ancho de banda-razon sefial a ruido.

MPC binario

En MPC, la sefial modulante se muestrea. Cada una de las muestras se
transmite mediante un codigo formado por un grupo de pulsos, como se
estudié en la seccién 5.2. En general, las muestras pueden tomar cualquier
valor en un cierto rango continuo de la amplitud; sin embargo, se permite
que las muestras tomen cualquiera del nimero finito de E...m_mm. en este
rango por medio de la aproximacién de cada muestra el nivel permitido mas
cercano, como se muestra en la figura 5.10a. Esta aproximacion que se
conoce como cuantificacidn, es una fuente de error. La sefial que se trans-
mite es aproximada, por lo cual existe una inseguridad en la amplitud de la
sefial cuya cantidad es igual a la diferencia de los niveles permitidos. El
error 0 la inseguridad se puede hacer tan pequefia como sea posible al
aumentar el nlmero de niveles en un rango dado de amplitud. En la fi-
gura 5.10a hay 16 niveles permitidos, con una separacion de 0.1 volts entre
dos niveles contiguos.

Consideraremos, primero, el caso de un cbdigo de pulsos binario en don-
de los pulsos pueden tomar amplitudes de 0 y A volts solamente. Como se
observd en la fipura 5.10b, para representar una muestra que puede tomar
cualquiera de los 16 valores posibles se necesita un grupo de 4 pulsos bina-
rios. Esto se debe a que 4 pulsos binarios pueden formar 2X 2X 2X 2=
16 patrones distintos. De igual forma, se necesita un grupo de 5 pulsos
binarios para representar una muestra que pueda tomar cualquiera de 32 va-

* W, G. Tuller “Theoretical Limits on the Rate of Transmission of Information”
Proc. IRE, 37, 468, 1949. o .

#% S1n embargo, se puede demostrar que, con un demodulador a.m fase optimo (cir-
cuito setroalimentado en fase), se puede alcanzar un comportamiento cercano .m.\_m
frontera tedrica superior en el limite a medida que el ancho de banda de transmisidn
tiende & infinito y la densidad de potencia de la sedial transmitida es E:woz.sn en la
banda de paso. Véase, por ejemplo, A. Viterbi, Principles of Coherent Communication,
McGraw-Hill, Mew York, 1966.
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lores posibles. Es ficil ver que para representar una muestra que pueda
tomar cualquiera de M valores posibles, necesitamos un grupo de log, M
pulsos binarios por muestra. Notese que se necesitaria un nimero infinito
de pulsos por muestra si se las transmitiera exactamente, sin cuantificacion.
Esto se debe a que, haciendo M = oo, las muestras pueden tomar cualquier
valor en un rango continuo.

En el receptor, los pulsos binarios se convierten de nuevo en las muestras
(las muestras cuantificadas) y se hacen pasar, a continuacion por un filtro
de paso bajo para recuperar f{f) (véase la figura 7.17).

Supongamos que las muestras de la sefial f{f) que estamos considerando
se cuantifican a M niveles, cada uno separado por Ay volts; cada muestra
queda representada por un grupo de log, M pulsos binarios. En la fi-
gura 5.10a, M =16, Av = 0.1 volts y log; M =4. Sea 0,2 el valor cuadri
tico medio del ruido. En seguida calcularemos la potencia de la sefial en la
entrada del demodulador; esta entrada consiste de pulsos binarios. Para
calcular la potencia de la sefial codificada, debemos conocer la distribucion
de amplitud de la sefial modulante f{r). Por conveniencia, supongamos que
las amplitudes de fA(z) estin uniformemente distribuidas en* el rango dado
(0 a 1.5 volts en la figura 5.10a). Esto implica que la probabilidad de
observar la amplitud de la sefial en cualquier valor del rango es la misma
que la de cualquier otro valor del mismo rango. En conclusién, la probabi-
lidad de ocurrencia de cualquier nivel cuantificado es Ia misma que la de
cualquier otro (igual a 1/M). Por lo tanto, es evidente que la probabilidad
de observar cualquier patron de codigo es la misma que la de cualquier otro
patrén (es decir 1/16 para los patrones de la figura 5.10b). Asi, cada uno
de los patrones de codigo ocurren con la misma frecuencia. En conse-
cuencia, la probabilidad de observar un pulso de O volts es igual a la de
observar un pulso de 4 volts (igual a 1/2). En promedio, el pulso en
A volts estard presente la mitad del tiempo y en la otra mitad no habri
pulso. Es evidente que la potencia de sefial promedio S; estd dada por

km.ﬂ&
S, = Y
;Cudl debe ser la magnitud de A? Es claro que la eleccion de 4 se deter-
mina por consideraciones de ruido. Si A es grande con respecto al voltaje
de ruido rafz cuadritico medio, seri posible reconocer el pulso en la pre-
sencia de ruido con muy poca probabilidad de error.

Para MPC, la deteccion de la sefial se concreta a reconocer ia presencia o
ausencia del pulso. S8i hacemos que A =Ko, entonces, cuando K es suficien-
temente grande, se reduce tanto como se quiera la probabilidad de error. En
el capitulo 9 consideraremos este tema. Se demuestra que, para K = 10, la
probabilidad de error se reduce al orden de 10~°. Sin embargo, en este
capitulo, K quedard como constante desconocida. Si el pulso tiene la misma
probabilidad de presencia y ausencia, entonces

* Esta suposicién no es necesaria. Se puede demostrar que los resultados deducidos
aqui son vilidos para cualquier distribucién de amplitud siempre que el intervalo de
cuantificacién sea suficientemente pequefio,
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%mwﬁm
Y=g =7y~

N 2
N, =0,

Por lo tanto

S,  K* .

v =7 (7.67)
Al tomar K suficientemente grande, podemos reducir la probabilidad de
error en esta deteccibn tanto como sea posible. En consecuencia, el ruido
del canal se elimina. Sin embargo, debido a la cuantificacion, se tiene un
error en la sefial recibida. Existe una inseguridad que se introduce en el
mismo transmisor v el error entre las sefiales real y aproximada se presenta
como ruido.

Para calcular el ruido de cuantificacion, empleamos los resultados del
ejemplo 2.2, ecuacidén 2.31. Esta establece que el valor cuadritico medio de
una sefial limitada en banda es igual a valor cuadritico medio de sus mues-
tras (tomadas a una velocidad mayor o igual a la velocidad de Nyquist):

[ =
Calcularemos a continuacién el valor cuadritico medio del error (ruido e
cuantificacién) que introduce el proceso de cuantificacion. Cada muestra de
f(t) se aproxima al valor permitido mas cercano. Sea f; la muestra k de f{r)
Y fi la muestra k aproximada. Desde luego, f, es uno de los M niveles
permisibles mds cercanos a fi. Podemos expresar la sefial f{t) en términos
de sus muestras f; (ecuacién 1.140b),

ity = fuSa(w,t — kom) (7.68a)

En el receptor, al decodificarse el tren de pulsos, genera las muestras fy.
Dichas muestras, al pasar por un filtro de paso bajo, producen una sefial
continua f{t) (ecuacién 1.140),

fo anﬂmiasm — k) (7.68b)
k
La sefial error () {que actila como ruido) estd dada por
eit) = f(t) — ft) HM (fe - - foSa(w,f — kn) (7.68¢)
k
Si ponemos
e =fr — fx
entonces

e(t) HM e Sa(w,t — k)

k
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De los resultados del ejemplo 2.2 es claro que el valor cuadritico medio de
e(t) es igual al valor cuadritico medio de sus muestras ey.

e3(t) = ¢,2

Notamos que e; es la diferencia entre el valor de la muestra real f{} y el
valor de la muestra cuantificada f,. Como los niveles cuantificados estin
separados por Av volts, e debe estar en el intervalo (-Av/2), (Av/2).
Como se supone uniforme la distribucion de amplitud de f(r} en el inter-
valo [0, (M — 1) Av], la distribucion de e, también serd uniforme en el intervalo
(— Av/2), (Av/2); es decir, la probabilidad de observar e, error de cuantifi-
cacidn tipico en un valor del rango ( — Av/2), (Av/2), es la misma que la
de observarlo en cualquier otro valor del mismo intervalo, Para calcular el
valor cuadritico medio de ey, dividimos el intervalo (— Av/2), (Av/2) en N
incrementos pequefios de anchura Ay/N cada uno. La cantidad e, tomard
estos valores separados por Av/NV volts con la misma frecuencia. A continua-
cién, debemos encontrar el valor cuadritico medio de todos estos valores*
en el limite cuando N +oe (o el incremento tiende a ceto). Asi, en prome-
dio, e, tomard valores 0, + Av/N, +2 Av/N, . .., =r Av/N, ..., £ Av/2 con
la misma frecuencia. Desde Iucgo, el valor cuadritico medio de e; estd dado
vOH y/.\N

— 1 2
e,z — lim ¥ M A:)WJ

N I=— Y2 ‘
o N2 g Ao
= Iim - M AS w@v
Vo ¥ s N
2(A)2 34
= lim 2
Neoow .r,)ﬂm /thuﬁ
NN _ .
ez (3 @D
== {im ——
N— Na 6
{An)?
T2

*Los que conocen de teoria de la probabilidad sabrin quc en donde pleg) es la

_ S
£,% = % extpley) de,

funcién de densidad de probabilidad de eg. En este caso

H_ —Ar Ax
-~ w8y
pley) — A 2 E
ﬁ U] en cualquier otra parte
Por lo tanto
x|m 1 ez » B (A2
Bpt - — et e, —e T —
A _ Npra 12
. RE S
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Asi,

I

e*(¢)

Pero ¢2(¢) es el valor cuadritico medio del error de cuantificacién o ruido
de cuantificacidn a la salida. Representaremos por En la potencia del ruido de
cuantificacion. Por lo tanto,

(Av)?

T _— AT __
N, =N, =7 (7.69)

En seguida calculamos la potencia de la sefial en la salida. La sefial de salida
J{t) estd dada por (ecuacidén 7.68b).

] A

Empleamos los resultados del ejemplo 2.2 (ecuacidn 2.31) para obtener
FRGIE AL

Asi, el valor cuadratico medio de la sefiai de salida es igual al valor cuadra-
tico medio de las muestras cuantificadas. las muestras cuantificadas pueden
tomar M valores discretos y cada uno tiene la misma probabilidad. Esto se
debe a que hemos supuesto que la amplitud de la sefial f{z) tiene la misma
probabilidad de ocurrencia en el rango 0 a (M — 1) Av. La muestra f, puede
tomar cualquiera de los M wvalores 0, Ay, 24r,..., (M —1)4y, con la
misma probabilidad. Por lo tanto, el valor cuadritico medio de f; es

A Hy "
{fu)? = ﬁmou +(Av)E £ (ZAe)E - T — 1) Av]?)

TPSN M—1

HEW\%

A M(M - DM — 1)

M 6
Avt(M — 1)(2M — 1)
o 6
En la practica, M> 1 y
v M2 A2
(fi)? = == (Av)
En consecuencia
_ M
8, = (F5 — 5 (Aop (7.70)
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De las ecuaciones 7.67, 7.69 y 7.70, obtenemos*

(S,iN,)  4M:  sM>
(S/N) K42 K

(7.71)

Debemos ahora relacionar el mejoramiento de la razon sefial a ruido con
el ancho de banda del sistema. Hemos visto que para M niveles de cuantifi-
cacidn, necesitamos log, M pulsos por muestra. Ya que para una sefial de
banda limitada a f,, Hz, necesitamos 2f,,, muestras por segundo, el sistema
debe ser capaz de transmitir 2f,, log; M pulsos por segundo. De lo tratado
en la seccidon 5.4, se observa que un sistema con ancho de banda B es
capaz de transmitir 2B pulscs independientes por segundo. En consecuencia,
para transmitir 2f,, log, M pulsos por segundo, el ancho de banda necesario
es [ logs M.

B=f log, M
y
M — (2)2B/m
Asi
(S,/N,) 8 _‘
w‘ﬂ =75 vawwgs Aq.ﬂwv

8i consideramos la razén de voltaje rafz cuadritico medio S/V en lugar
de la razén de potencia, obtenemos
(S/N)), V3

AN (2)Bn (7.73)

MPC S-ario

Hemos estudiado el MPC binario, en donde los pulsos pueden tomar dos
valores solamente. También se puede emplear pulsos s-arios; aqui, los pul-
sos pueden tomar s niveles. Asi, para un MPC 3-ario, se pueden emplear pulsos
con tres amplitudes; por ejemplo, O volts, A volts y 24 volts. Para el caso
s-ario, se necesita un grupo de log, M pulsos para representar una muestra
que pueda tomar cualquiera de M valores posibles. Esto se puede ver ficil-
mente al considerar el hecho de que un grupoe de k pulsos s-arios pueden
formar

8§ X8 X8EX " X §=g"

k veces

patrones diferentes. Por lo que para formar M patrones distintos necesitamos

M = s y k=log, M pulsos por muestra

*En esta deduccién se supone en forma implicita que f(£) >0 (véase figura 5,10a).
Realmente, f(¢) puede ser positiva y negativa pudiendo tener valor medio cero. En tal
caso S, =(M2/12) (Av)2.
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Suponemos que cada nivel del pulso s-ario estd separado por Ko,. El
nivel nimero r del pulso tiene una amplitud finita ¥Kg,. Si suponemos que
las amplitudes de f{¢} tienen la misma probabilidad de encontrarse en cual-
quier punto de un rango dado, entonces en la sefial transmitida (empleando
pulsos s-arios), la probabilidad de observar un pulso de un nivel es la misma
que la de observar un pulso de cualquier otro nivel. Por lo tanto, el valor
cuadritico medio de la sefial de entrada estd dado por

i
S, =—[(de)? +(4)*+ -+ +{4,_1)*] en donde 4, = rKo,

Poog

1 s—1
= M A2
r=0
1 3—1

1S ke,

r=0

(s — 1}(2s — 1)
6
En el receptor, la sefial de pulsos se decodifica para obtener las muestras
cuantificadas. Estas, por supuesto, son idénticas a las que se obtienen con
MPC binario. Es evidente que la potencia de la sefial de salida S, vy la
potencia del ruido a la salida (potencia de ruido de cuantificacién) son las
mismas que para MPC binario. As{

_— o 2
|NW T

e
8, = — (Av)?
Av)2
y, &)
12
También
N, =02
Por lo tanto
SN, 243

SRR 7.75
SN, K¥Hs — 1){2s — 1) ( )
Para un pulso s-aric se necevitan logy M pulsos por muestra solamente y un
total de 2f,,log, M pulsos por segundo. Esto requiere de un ancho de banda
£ dado por

B o= log, M

e

En consecuencia,

2 = g

24
Ky - 1)2s - 1)
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Notese que la substitucion de s=2 en la ecuacibn 7.76 da la ecua-
cién 7.72 como era de esperarse.
El cociente de las razones de voltaje S/V estd dado por

(S,iN). 246
(SdVive  EV(s — 1)(2s — 1)

g/ (7.77)

En este estudio hemos empleado pulsos s-arios cuyas amplitudes estén en
el rango de 0 a (s — 1)Ko, en pasos de Ka,. Aqui todos los pulsos son
positivos. Asi, la sefial codificada tiene un valor de corriente directa (en este
caso Ko,(s — 1)/2). La transmisién de esta componente de corriente directa
no tiene propésito Gtil alguno. Por lo que podemos eliminar dicha compo-
nente y reducir la potencia de sefial en una cantidad [Ko,(s — 1)/212. La
nueva potencia de sefial S; estd dada por

S/ =8, —

K Tt

TQ% ~ 17

(s — I)(2s - 1) (s —1) g

il A {7.78)

La eliminacion del nivel de corriente directa Ko, (s — 1)/2 de la sefial codifi-
cada equivale 2 emplear s pulsos en pasos de Ko, en el rango —Ko,(s — 1)/2
a Ko,(s — 1)/2. Asi, empleando pulsos binarios (permitiendo que los pulsos
tomen valotes positivos y negativos con una separacidn en niveles dada) hemos
reducido la potencia en la cantidad [Ko,(s - 1)/2]?. En el caso binario, esto
significa emplear dos pulsos de altura 4/2 y —A/2 en lugar de 0y 4. Sin duda, la
voﬁowﬂ\um promedio del esquema bipolar es A2/4 y la del esquema unipolar
es A4/2.

El mejoramiento del cociente con la reduccién de la potencia de sefial a
la entrada es

SN, 48
COKst — 1)

g2Bfm (7.79)

El cociente de las razones de voltaje S/V esti dada por

(SoiNy)... 13

- = — g Blm (7.80)
(SN )e Kvasr —1
Noétese que la razon S/N' de sefial a rido a la entrada esta dada por

(ecuacion 7.78)

S8 Rus -1 )
o (7.81)
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7.6 COMPARACION ENTRE LOS SISTEMAS
CODIFICADOS Y NO CODIFICADOS

Ya se han estudiado algunos sistemas de banda ancha que permiten com-
binar la razén S/N con el ancho de banda. Los sistemas de FM (también
MF) y MPP son ejemplos de sistemnas de banda ancha no codificados. El
MPC es un ejemplo de sistemas codificados de banda ancha. En los sistemas
no codificados (FM y MPP) hemos observado gue el mejoramiento de la
razén de voltaje S/V es lineal con el ancho de banda (ecuacién 7.53,
7.66b). Para los sistemas codificados (MPC), se observd que el mejoramiento
de la razén de voltaje S/V es exponencial con el ancho de banda (ecua-
cion 7.80). Asi, la combinacién del ancho de banda y la razén S/¥ es
mucho mis eficiente en los sistemas codificados que en les no codificados.
Los sistemas codificados son por naturaleza capaces de mejor eficiencia para
transmitir que los sistemas no codificados.

Se demostrard en el capitulo ¥ que el mejoramiento maximo tedrico de
la razén S/N que se puede alcanzar es exponencial con el ancho de banda.
Es decir, los sistemas codificados se acercan mds a realizar la eficiencia
médxima teorica que se puede obtener. No es dificil entender la razén cuali-
tativa de la relacién exponencial en la MPC. En los sistenas no codificados,
duplicar el ancho de banda es duplicar la razén de voltaje S/N. Pero en
MPC, duplicar el ancho de banda permite el doble del nimero de pulsos
que se van a transmitir. Si se duplica ¢l nimero de pulsos, el nimero de
patrones posibles que se pueden formar aumenta con ¢l cuadrado. Por ejem-
plo, un grupo de 2 pulsos binarios pueden formar 4 patrones; pero un
grupo de 4 pulsos binarios puede formar 16 patrones. En consecuencia,
duplicar el ancho de banda es elevar al cuadrado el nimero de niveles de
cuantificacion. De igual forma, triplicar el ancho de banda permite triplicar
el nimero de pulsos. Pero al triplicar el nimero de pulsos se incrementa el
nitmero de patrones con la potencia 3. En general, cuando se incrementa n
veces el ancho de banda, aumenta exponencialmente (a la potencia n} et
nimero de patrones. Esto permite el incremento exponencial de los niveles
de cuantificacién en un rango dado. Es evidente que Av, la separacion de
los niveles de cuantificacién, disminuye exponencialmente con el ancho de
banda. La potencia de ruido de cuantificacion (potencia de ruido a la sa-
lida) es (Av/12)* y se reduce exponencialmente. Esto provoeca que la razon
S/N se mejore en forma exponencial.

La ventaja mds importante de un sistema codificado es su conveniencia
para la comunicacién de larga distancia empleando varias estaciones repeti-
doras. En cada estacién repetidora, la sefial mezclada con el ruido queda
restituida mediante la regeneracion de los pulsos. Asi, en cada estacidn se
transmite una sefial libre de ruido. De hecho, esto implica que para MPC
solamente necesitamos preocupamos por el ruido del enlace entre las esta-
ciones repetidoras. El ruido no se acumula a lo largo de la trayectoria de
transmisién. Asi, los requisitos de transmision en MPC son casi independien-
tes de la longitud total del sistema. En realidad, por MPC, se puede trans-
mitir a cualquier distancia colocando suficientes estaciones repetidoras. Esta
es la razon logica del empleo de los sistemas codificados. En contraste, en
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los sistemas no codificados o de modulacién analdgica la sefial estd constan-
temente afectada por el ruido y no puede depurarse o regenerarse periddica-
mente a lo largo de la trayectoria. Ya que el ruido se acumula a lo largo de
la trayectoria, cuanto mas larga sea la trayectoria de transmision, mayor serd
mu. ruido. Esto restringe la distancia en la que las sefiales se pueden trans-
mitir.

El lector reconocerd la similitud entre los sistemas codificados y ne codi-
ficados con los sistemas digitales y analdgicos respectivamente, En los sis-
temas analogicos, por ejemplo, las computadoras analogicas, el incremento
del voltaje que representa la variable fisica aumenta la precision linealmente.
Sin embargo, en los sistemas digitales el incremento del nimero de digitos
aumenta la precisidon exponencialmente. En los sistemas analégicos los erro-
res se acumulan, en tanto que en los sistemas digitales (por ejemplo la
computadora digital} dicha acumulacién no se presenta, y por debajo de
cierto nivel el ruido no tiene influencia alguna,

APENDICE A. ACLARACION ACERCA DEL CALCULO
DE LA POTENCIA DE SENAL Y RUIDO POR SEPARADO EN FM

A la entrada del demodulador, el ruido es de paso de banda con un ancho de
banda de aproximadamente 2 Ace. Por otro lado, la frecuencia portadora, varia en
proporcion a la sefial modulante f(t) que es de banda limitada a Gyy radianes por
mm.mc:ao. Para FM de banda ancha, &w> Wy. Por lo tanto, la variacidn de la seial de
mido es mucho mds rdpida que las variaciones en la frecuencia portadora, En conse-
cuencia, es razonable suponer que la frecuencia portadora es constante en un intervalo
de Nyquist de 1/2f,, mediante una funcién en forma de escalera, como se ilustra en la
figura 4.3a. Asi, entre cualesquiera dos instanies de muestreo sucesivos, la portadora
ﬂm:m una frecuencia constante. Esto puede interpretarse como si la sefial modulante
ft)=0 y la frecuencia portadora wwy =, +khAtx). La sefiadl de ruido de paso de
banda #;(f) se puede expresar con () como la frecuencia central como sigue,

(8] = n,(¢) cos wid + n () sen wpt
& k

Siguiendo el desarrollo de la ecuacién 7.43 en el texto, obtenemos

w2
macﬁsv = \H»‘m. Sp (o)
on dende
Syl —wp) + 8 (o + wy) lwl = Aw - Bwy, + kefit)
mf?i =

{0 en cualquier otro punto

Nétese que ¢l ancho de banda de transmisidn es 2 M0+ 200y). Para ruido blanco

s

Mﬁﬁﬁcv == -m;

m.w \_m:Ho final de banda base suprime todo el ruido en el rango ol > w,. Si Splwy =

»¥"/2 entonces, evidentemente $,,, (tw), lu densidad d i i . i it
, o (L), ¢ potencia del ruido de sal

dado por (figura A7.1) ? e st
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xew? A leo| = ey
z -
Mﬂfﬁsv = 4 TW;HV
0 en cualquier otro punto
8nlw) Wi = e + kL)
<24w + dwp >
| M
” i
_ L 1
—We 0 We W
W —
a)
ma- ﬁap
&
AN Aw + 20, + Bpf(th)
2
|
R
Aw + 20 ~ e flty)
b}
Figura A7.1

este resultado es idéntico al de la ecucidn 7.46. La potencia del ruido de salida N,
estd dada por
a2 4" [fon

N, = w? de
o T AT )

3 ox* 2 .\A\.Ei»m -
=={—)— 1A7.2)
BV 2

Este resultado es el mismo que el de fa ecuacidn 7.47. Asi, la potencia de ruido en
cada intervalo es la misma y estd dada por la ecuacién 7.47. Evidentemente, la poten-
cia de ruido en todo el intervale serd la misma. ) . |

Cabe notar que las razones dadas agui son vélidas sdlo si Aw w3y, (FM de banda :

ancha) v ¢l ruido es blanco.

APENDICE B, RELACION SENAL A RUIDO EN SISTEMAS
DE MULTICANALIZACION MAP POR DIVISION DE TiEMPO

Consideremos el sistema de muiticanalizacion MAP por divisidn de w.wm_d.s‘o _.:c.ﬁ.zac
en la figura A7.2. Este es el mismo azreglo que el estudiado #n ._m seceidn 5.4. WEMMm:
M sehales mensaje f1(f), f2{t), ..., fas(f), cada una de banda _E:H.mam a B Hz. Todas
estas senales se muestrear individualmente y todas las B:am:.mm.mm ESBEE.r como se
hizo en la seccidon §.3. Las muestras multicanalizadas sc ﬁmzm‘Enm: en mamwam por un
filtrze de paso bajo con frecuencia de corte MB Hz. La salida de este filtro es una
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sefial continua cuyas amplitudes en los instantes de muestreo son idénticas a los valores
muestras.* Representemos la satida de este filtro por ). Para calcular la potencia de

@(r), empleamos el resultado de ia ecuacién 2.31 que establece que, para una sefial de
banda limitada f{r), el valor cuadritico medio de la sefial es igual al valor cuadratico
medio de sus muestras.

Dispositivos
e muestrep)
distribucion
y filtros.

de paso bajo

Dispositivo

de muestreo

y multica-
nalizacion

() + ni(t)

fult)

Figura A7.2

en donde bﬁ|u es el valor cuadritico medio de las muestras. Esto se obtiene sumando el
cuadrado de las muestras (tomadas emn un intervalo de tiempo grande) y dividiendo
entre el niimero total de muestras. Sj @) es de banda limitada a B Hz, entonces

S
i = lim oo Manm
k

T~+w

Aqui, fx es la muestza niimero & de F(E) ¥y 2BT es el nimero total de muestras en T
segundos (2 una velocidad de 28 muestras por segundo).

Es claro ahora, que el valor cuadritico medio de ¢{7) es el valor cuadritico medig
de sus muestias

PUt) = g2

Pero las muestras de i) son las muestras de M sefiales f108), f2(0), .. ., far) interca-
ladas. Supongamos, por facilidad, que todas estas sefiales tienen la misma potencia
(valores cuadriticos medios iguales):

AR =520 = - = ffi0) = P

Desde luego, Ia media de los cuadrados de las muestras de cada sefial serd f2(r). Si
todas estas muestras se intercalan, la media (del cuadrado) permanecerd iguai pues todas
las muestras tienen ia misma media (del cuadrado). Asi

ORI

* Realmente, las amplitudes de I3 sefial continua son /T multiplicado por los valo-
tes de las muestras, en donde T es el intervalo de mucstreo (en este caso T =1/2 MB).
Esto se puede ver por la ecuacién 35.1. Por conveniencia, supondtremos un filtro ideal
con ganancia T, para que la salida del filtro sea una sefial continua cuyas amplitudes
en ¢l instante de muestreo sean idénticas a las muestras correspondientes, Fsta supo-
icidn no afecta nuestros cdleulos, Gnicamente zfude un factor de ganacia en el sis-
tema,
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de donde la potencia (vator cuadritico medio) de @(f) es la Biﬂm.— que la de wmm
sefiales mensaje indiviguales. La media cuadritica de @(f) es la potencia S; de la sefial

de entrada.
8; = 1)

El ancho de banda de @{f) es ME y en consecuencia el filtro de entrada del receptor
tiene un ancho de banda MB. Si suponemos que el ruide del canal es blanco, con
densidad de potencia .47/2, entonces la potencia (valor cuadritico medio} del ruido de
entrada n;(t) estd dado por

n(ty = AMB) = = M4 B

k3

v
2

Esto es la potencia del ruido de entrada M. En consecuencia,
N;=MAB

Nétese que el valor cuadrdtico medio de las muestras de ruido también serda M.A°A.

Asi
n2 =MAB

A continuacidén, en el detector, la sefial continua de entrada ﬁp\: +n;(#) se muestrea
con una velocidad de 2MB muestras por segundo. La muestra nimero & am\ @w +§.f
la suma de la muestra & de @{#) con la muestra k£ de rmy{¢). El valor cuadratico 3.09.0
de ¢y es g y el valor cuadritice medio de ng es M.4"B. Estas muestras mM @“.ﬂn-
buyen a los M canales, en forma sucesiva, por el amﬁm.o.an. Los valores cuadraticos
medios de las muestras en cada uno de los M canales, sin vaE.m.P no se mmoim.. _w__w
seguida, estas muestras se transmiten por un filtro de paso bajo para producir

sefiales individuales. El valor cuadritico medio de cada mwm& es Y2 =f2(1) vy el valor
cuadritico medio del ruido a la salida en cada canal serd ng2 =M .4'f,,. Por lo tanto,

rm..u H.\.mcwv
N, = MAB
Luego
* SNy
rm.t‘.?«m B
PROBLEMAS

1. A través de un filtro de paso de banda, cuya funcidn de transferencia w.m
muestra en la figura P-7.1, se transmite un ruido blanco con densidad de potencia

|H(w)|

Figura P-7.1
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\.\B. La salida del filtto es un ruido de paso de banda. Expresar esta sefial en
términos de las compornentes en cuadratura, como en la figura 7.10. Determinar los
espectros de densidad de potencia y los valores cuadriticos medio de ny{) v ngle).

2. A través del filtro ideal de paso de banda de la figura ¥-7.2b, se transmite una
sefial de ruido con espectro de densidad de potencia 8,(t) que se ilustra en la
figura P-7.2a. Encontrar los espectros de densidad de potencia de las componentes en
cuadratura n,(¢} y ngl(t).

$,(w)

—5 mHz ‘o

Figura P-7.2

3. Un determinado canal tiene un espectro de densidad de potencia de ruido
uniforme 8,/(wW) =05 X 10-3. Por este canal se transmite una sefial de BLD-PS. La
sefial modulante f(r) es de banda limitada a 5 KHz y la frecuencia de la portadora es
100 KHz. La potencia de la sefial modulada (bandas laterales) es de 10 KW. La seiial
de entrada en el receptor se filtra con un filtro de paso de banda antes de que sea
alimentada al demodulador.

a) ;Cudl debe ser la funcién de transferencia de este filtro?

b) ;Cuidl es la razdn de potencia de sefial a ruido en la entrada del demoduiador?

¢) (Cudl es la razon de potencia de sefial a ruido en la salida del demodulador?

d) Encontrar y dibujar el espectro de densidad de potencia de ruido en la salida
del demodulador.

4. Considérese el canal del problema 3 con densidad de potencia de ruido uni-
forme 8, (w)=10.5 X 10—3. Por este canal e transmite una sefial de BLU-PS. La sefial
modulante f(r) es de banda iimitada a 5 KHz y la frecuencia de la portadora es de
100 KHz. La potencia de la sefial modulada es de 10 KW. La sefial de entrada en el
teceptor se filtra con un filtro de paso de banda ideal antes de alimentar el demodu-
lador. Considérese la banda lateral superior (BLS) como la transmitida.

@) ;Cudl debe ser la funcién de transferencia del filtro de paso de banda de
entrada?

b) ;Cudl es la razén de potencia de sefial a ruido 2 la entrada det demodulador?

¢) ;Cudl es la razon de potencia de sefial a ruido a la salid:: del demodulador?

d) Comparar Ia razén anterior con la de BLD-PS del problema 3,
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Repetir este problema en el caso de 1a banda lateral inferior (BLI), Comentar la

situacién, . .
5. El espectro de densidad de potencia 8, () del ﬂ.an de mn n_m#wHEEmMo omm_H
se muestra en la figura P-7.5. Por dicho canal se transmite una sefiat BLD-PS. La sef

modulante f(#) es de banda limitada a 5 KHz, y la frecuencia de la portadora es de

§ ()

1073

=200 kHz

200 kHz
w—>

Figura P-7.5

100 KHz. La potencia de la sefial modulada es de 10 KW. La wwmm_ uﬂ ammﬂuﬂ%
receptor se filtra con un filtro de paso de banda ideal antes de alimentarla e
dulador. . .
id ste filtro?
-Cudl debe ser la funcién de transferencia de es o
Mw r.nc& es la razdn de potencia de sefial a ruido a la m.:ﬁmam det ao..:&:f%o?
c) .oOEm es la razén de potencia de sefial a ruido a la mm,_am del %B.oaamaoH.
d) m:nosﬁﬁ y dibujar la densidad de potencia de ruido a la salida del demo-
.— : . .
o mMOHﬂosmﬁm_.dmm el canal de problema 5 cuyo espectro de am:weama de potencia ;mm
an.mw el de la figura P-7.5. Por este canal se Qm:m:a,ﬁ una sefial m_mc.mm_. Hmm mnMM.
modulante f(f) (la misma del problema 5) es de banda :B_Mam m&m_ﬂwmow aw _HMDWS
ia de la senal modula .
ia de la portadora es de 100 KHz. La potencia ;
WM sefial gﬂ entrada al receptor se filtra con un filtro de paso de banda ideal antes de
alimentaila al demodulador. .
isi0 BLS).
idérese la tansmisién de la banda lateral E.vm:oH (
O‘Mﬂmdnz& debe ser la funcidn de transferencia del filtro de paso de banda a la
O
del receptor? . .
o:ﬁwﬂm.o@:& mwﬂm razén de potencia de sefial a ruido a la m.:ﬂ.mnm del mmﬂoa:ﬁnoa.
: w.n:& es la razdn de potencia de senal a Tuido a la wm_.am del nn.BcaEmQE.U o
d) mo:ﬁﬁﬂ la tazém de ¢) con la razdén de sefial a ruido de salida para BLD-

1 blema 5. . . . ]
% Momsoo:ﬁmn v dibujar la densidad de potencia de ruido a la salida del demo

ul 1. ) )
’ mwo Repetir el problema para el case de la banda lateral inferior (BLI). Comentar la

m::mm_w.o :Wo emplea un c¢anal con ruide blanco .Eanwamn de u‘oﬁm:o.ﬂmﬂ. nw.m““w,wmu
0.5 X 10—3) para transmitir una scfial de AM. La sefial modulante f{z) esta Emww e
banda a 5 KHz y la frecuencia de la portadora es de 100 KHz. rmpﬁoﬂmwﬁn:&m -
banda lateral es de 10 KW y la amplitud ﬁ_rw ia .nmwlmaowﬂzmmohm_muﬁ%ouohw ﬁnﬂnoﬁg o
=45 KW). En el receptor, la seftal se : .

“N%H“”w% M.mmccmm de Wﬁvmw pasado pot un filtro de -vmwnw a@owﬁwﬂww ideal apropiado.

@} Encontrar la razén sefial a ruido a 1a @:a.nmn_m no._u o.Mn_ _Ma or.

&) Encontrar la razon sefial a ruido a la salida del demodulador.
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8. Repetir el problema 7 con el espectro de densidad de potencia de ruido que se
muestra en la figura P-7.5,

9. Una sefal f(r) tene valor cuadritico medio de 20 =%} El valor pico
positive de f{#) es de 2 volts y el valor pico negativo es de —2 volts. Se sabe que la
sefial f(r) es limitada en banda a § KHz. La sefial se transmite en FM por un canat
con ruido blanco. Encontrar ¢l ancho de banda de transmision si el mejoramiento de la
razdn sefial a ruido que se necesita a la salida del demodulador es de 60. (Sugerencia:
Emplear la ecuacién 748, recordando que Aw =k Af()|my, =2ky)

10. En un sistema de FM de banda ancha, la amplitud de la portadora es de
100 volts y la frecuenciz es de 100 MHz. La sefial modulante es de banda limitada a
5 KHz con valor cuadritico medio de 5000. La constante de modulacidén .@q es 500w y
la desviacién mdxima de la frecuencia portadora es de Af=75 KHz. La densidad de
potencia de rvido del canal es uniforme y de valor 8 ,(w) =103,

@) Encontrar la funcién de transferencia del filtro de paso de banda ideal a la
entrada del receptor.

b) Encontrar la razén de potencia de sefial a ruido a la entrada del demodulador.

¢) Encontrar la razén de potencia de sefiat a ruido a la salida del demodulador.

d) Encontrar y dibujar la densidad de potencia de ruido a la salida del demodu-
lador.

€) Si la sefial f{t) se transmite en AM, encontrar la razén sefial a ruido a la salida y
comparatla con la obtenida en FM.

11. Considérese el sistema de FM del problema 10. Se ha decidido emplear pre-
énfasis y de-énfasis parz reducir el ruido a la salida. Fn el circuito de pre-énfasis, las
frecuencias de ruptura son 1.5 KHz y 30 KHz, respectivamente, Encontrar la razon
seflal a ruido a la salida del demoduladoer. Compararla con ia que se obtuvo en el
problema 14.

12. El mejoramjento de la razdn sefial a ruido para_MPP esti dado por la ecua-
cidn 7.66a. Dicho mejoramiento es proporcional a ky2f2(f) B. Es decit, la razén se
puede mejorar si se incrementa B, F21), o kq. Al incrementar B, aumentamos el ancho
de banda de transmisidn, v al crecer f2(r) disminuye la velocidad de transmisién. Por
lo tanto, se debe sacrificar algo para mejorar la razén S/N. ;Qué se sacrifica si el
mejoramiento se obtiene mediante el incremento de k17 ;Se puede incrementar k,
indefinidamente y mejorar la razén S/N? Se puede ver, a partir de la ecuacién 7.66a,
que la razén S/N también mejora al reducir q (Qué se sacrifica al reducir &? iSe
puede teducit & indefinidamente? Discutirlo. Examinar la sitaacién en que el ancho de
banda del canal se hace muy pequefio.

13, Mediante MPP se transmite una sefial modulante J2). Se sabe que [f()|m4x =
2 volts, F2(/) = % . La sefal A1) es de banda limitada a 5 KMz, Se muestrea con una
rapidez de 10,000 muestras por segundo, transmitiéndose estas muestras mediante MPP.
El ancho del canal es de 300 KHz y la anchura del pulso es T =20 us, ;Cudl es el
valor madximo permitido de k7 Determinar, para este valor de k), el mejoramiento de
la 1az6n sefial a ruido.

(Qué ancho de banda se necesita para obtener este mejoramiento por medio de
FM?

14. El mejoramiento de la razén de potencia de sefial a ruide de la ecuacién 7.72
se dedujo para pulsos binarios unipelares, es decir, los dos pulsos toman los valores 0
¥ K0y, Deducir esta razén para cuando se emplean pulsos bipolares de amplitud.

15. Considérese de nuevo la seiial f(t) del problema 13 en donde V() msx =2 volts
y f2ty= ¢ El signo f{#) es de banda limitada 2 5 KHz ¥ se muestrea <on una ra-

pidez de 10,000 muestras por segundo. Estas muestras se cuantifican y se codifican
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en pulsos binarios. Los niveles de cuantificacién estin separados por 1/32 volts. El
valor raiz cuadritico medio del muido del canal es de 0.1 volt. (Se supone que las
amplitudes de la sefial f(r) estin uniformemente distribuidas en el rango -2 a 2) Se
supone que Jos pulsos son binarios y unipolares de amplitud 0 y K0, en donde
K = 10. Encontrar lo siguiente:

a) El ancho de banda de transmision.

5) La razon sefial a ruido a la entrada del demodulador.

¢) La razdén de sefial a ruido (de cuantificacién) en la salida dei demoduiador.

d) El mejoramiento de la razén S/N.

€) ,Cuil es el ancho de banda que se necesita para obtener este mejoramiento de
SN mediante FM?
Repetir el problema para pulsos binarios bipolares de amplitud

IHWQ.: .MA..Q.;
_— Y
2 2

Compdrese este sistema con el de MPP del problema 13.
16, Repetir el problema 15 con pulsos 4-arios, en lugar de binarios, para transmitir
la sefial; el nivel de cuantificacion es de 1/64 volt. Calcular para pulsos 4-arios unipo-

lares y bipolares. Supdngase K = 10 para deteccién sin error.

(K = 10)

CAPITULO

Introduccion a la transmision
de informacion

8.1 MEDICION DE INFORMACION

La comunicacién tiene por objeto enviar informacién. Estudiaremos en for-
ma intuitiva y también desde el punto de vista de la ingenieria, la natura-
leza del contenido informativo de un mensaje. Se verid que ambos puntos de
vista conducen a la misma definicién cuantitativa de la unidad de infor-
macion.

1. Punto de vista intuitivo

En cualquier mensaje se envia informacién, pero algunos mensajes con-
tienen mas que otros. Investigando mds minuciosamente, vemos gue la pro-
babilidad de ocurrir de un suceso se relaciona mucho con la cantidad de
informacion. Si alguien nos habla de la ocurrencia de un evento sumamente
probable, transmite poca informacidon comparada con la que entregaria si el
suceso fuese menos probable. El elemento de sorpresa o inseguridad en el
ocurrir de un evento parece ser proporcional a la cantidad de informacion.
Si alguien dice que el sol sale por el este, no transmite informacién alguna,
pues todo el mundo lo sabe. No existe inseguridad en el suceso de que el
sol sale por el este todos los dias. En otras palabras, la probabilidad del
evento es uno. Sin embargo, si un dia de enero el servicio de radiodifusién
nacional anuncia que la temperatura en Minedpolis alcanzd los 150°F, la
declaracion transmitiria una gran cantidad de informacion. Esto se debe a
que el suceso es completamente inesperado y su probabilidad de ocurrr
muy pequefia (P — 0). Es decir, ese evento es muy inseguro y la informacién
tiende a ser muy grande.

Consideremos un cable de un servicio de noticias como “Los Estados
Unidos invaden Cuba.” Sin duda, la frase contiene una gran cantidad de
informacién porque ¢l evento tiene probabilidad muy pequefia v. en conse-
cuencia, la noticia es una sorpresa. Pero la sorpresa no es tan grande como
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ja de “Cuba invade a los Estados Unidos”, porque la probabilidad del se-
gundo reporte es extremadamente pequefia comparada con la del primero.
Por supuesto, la sorpresa aparece COmo resultado de la inseguridad o lo
inesperado del suceso. Cuanto menos esperado es un evento, tanto mayor s
la sorpresa y, en consecuencia, mayor es la informacion. La probabilidad de
un evento es la medida de lo esperado y por eso s¢ retaciona con el
contenido de informacion del evento.

Desde el punto de vista intuitivo, la cantidad de informacion que se
recibe al conocer el ocurrir de determinado evento se relaciona con la pro-
babilidad de ocurrir de dicho evento. jCudl debe ser la naturaleza de esta
relacion? Es claro que si el evento es seguro (probabilidad 1} se envia cero
cantidad de informacién. Por otra parte, si el evento es imposible (proba-
bilidad cero), entonces su ocurrir transmite una cantidad infinita de infor-
macion. Esto sugiere que la cantidad de informacion debe ser funcién lo-
garitmica del reciproco de la probabilidad del evento.

1
Informacién I ~ log 7 (8.1)

en donde P es la probabilidad de ocurrir del evento ¢ I es la cantidad de
informaci6n que se recibe del conocimiento de la ocurrencia del evento.

2. Punto de vista técnico

Demostraremos zhora, desde el punto de vista de la ingenierfa, que la
informacion de un evento es idéntica a la que se obtuvo en forma intuitiva
(ecuacién 8.1) ;Qué se entiende por tal enfoque? El ingeniero estudia men-
sajes portadores de informacién para la comunicacion eficiente. Desde este
punto de vista, la cantidad de informacion de un mensaje es proporcional al
tiempo necesario para transmitir el mensaje. A continuacion veremos que
este concepto de informacion también conduce a la ecuacién 8.1, fo cual
implica que se requiere menos tiempo para transmitir un mensaje de segu-
ridad alta (o probabilidad alta) con respecto al que se necesita para trans-
mitir mensajes de probabilidad baja. Este hecho se puede verificar facilmente
con el ejemplo de transmitir simbolos alfabéticos del idioma inglés mediante
el chdigo Morse.

El codigo Morse estd compuesto por varias combinaciones de dos sim-
bolos (como raya y espacio 0 pulsos de altura a y —4 volts). Cada letra se
representa por cierta combinacion de estos simbolos y tiene determinada
longitud. Es evidente que a las letras e, £, @ y 0, las cuales aparecen mds a
menudo, se les asignan las palabras de codigo mds cortas. Las palabras de
codigo mis largas quedan asignadas a las letras x, K, ¢, y 2z, gue aparecen
con menor frecuencia Cada una de las letras se puede considerar como
mensaje. Es ~laro que las letras de probabilidad miés alta necesitan Menos
tiempo para transmitirse (palabras de codigo cortas) que las de probabilidad
pequefia. Abiora, demostraremos que el tiempo minimo que se requiere para
transmitir un simbolo (o un mensaje) de probabilidad F es proporcional a

log (1/£).
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binarios forman 8 patrones distintos que pueden representar caaa uno de
los 8 mensajes. En consecuencia, cada uno de los 8 mensajes contiene
3 bits de informacion. Se puede ver ficilmente que, en general, cualquiera
de n mensajes equiprobables contiene log, r bits de informacién de acuerdo
con los fundamentos de la ingenieria de informacion. Insistimos: la cantidad
de informacién contenida en cualquiera de los n mensajes equiprobables es
igual a log, n bits. Esto implica que, para transmitir tal mensaje, se necesita
un minimo de log, n pulsos binarios. Nétese que P, la probabilidad de
ocurrir de cualquiera de estos eventos, es 1/n. Por lo tanto

Informacion I = log, n

1
= log, P (8.2)

Este resultado se ha demostrado en un caso muy especial, el de men-
sajes equiprobables. También se puede demostrar que, aun si los mensajes no son
equiprobables, se necesita un promedio de log, (1/F) pulsos binarios para
transmitir un mensaje de probabilidad P. La prueba se hace en el Apéndice
(al final de este capitulo).

A partir del estudio anterior, es claro que la medida de la informacion
(en bits) de un mensaje es igual al nimero minimo de pulsos binarios que
se necesitan para codificar el mensaje.

Aparentemente, esta definicion de informacién es restrictiva pues se apli-
ca solamente a la informacién de naturaleza discreta como es la transmision
de algin nimero discreto y finito de simbolos o mensajes. Sin embargo, el
principal resultado de la teoria de la informacién es que cualquier forma de
informacién para transmitir siempre puede representarse en forma binaria sin
perder generalidad. Ya hemos visto, en el capitulo anterior, que la infor-
maci6bn de una sefial continua limitada en banda se puede representar por
un nimero discreto de valores-muestra por segundo. Entonces, es posible
representar estas muestras mediante un cédigo de pulsos binarios.

En la siguiente seccion, demostraremos que todo sistema (o canal) de
comunicacion es capaz de transmitir determinada cantidad de informacion
por segundo. Esto se conoce como la capacidad C del canal. Asi, determi-
nado canal puede transmitir una cantidad de informacién no mayor de
C bits por segundo. Se verd que la capacidad del canal estd limitada por el
ancho de banda y por la razén de potencia de sefial a ruido del sistena.

En tugar de pulsos binarios se pueden emplear pulsos M-arios (pulsos que
pueden tomar M valores distintos) para la codificacion. A continuacion
demostraremos que cada pulso M-ario puede levar una cantidad de infor-
macién de log,M bits.

Para demostrar lo anterior, supéngase que necesitamos transmitic uno
cualquiera de cuatro mensajes equiprobables, en lugar de dos. Claramente,
no es posible transmitir esta informacidn con un solo pulso binario que
adquiere tnicamente dos estados. Pero se puede transmitir cualquiera de los
cuatro pulsos mediante un grupo de dos pulsos binarios. Cada pulso binario
puede adquirir dos estados y, en consecuencia, se formardn cuatro patrones
distintos {comp se ilustra en la figura §.1) con la combinacidén de dos
pulsos. El estado cero de un pulse (ausencia de pulso) se Tepresenita por una
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linea punteada. Por lo tanto, se necesitan dos pulsos binarios para transmitir
cualquiera de los cuatro mensajes equiprobables. Asi, la informacién que se
transmite por mensaje es de 2 bits,

También se puede transmitir esta informaciébn con un pulso cuaternario
que pueda tomar cuatro estados o niveles, por ejemplo 0, 1, 2 y 3 voits.
Cada estado corresponde a uno de los cuatro posibles simbolos. Es evidente
que cualquiera de los cuatro simbolos posibles se puede transmitir con un
solo pulso cuaternario (figura 8.1). Se deduce que un puilso cuaternario
puede transmitir la informacion de dos pulsos binarios y, en consecuencia,
transmite 2 bits de informacidén. Del mismo modo, si se desea transmitir
uno cuzlquiera de ocho mensajes posibles, necesitamos un grupo de tres
pulsos binarios. Como cada pulso binaric tiene dos estados, ia combinacion
de tres pulsos nos dard ocho patrones distintos. Cada uno de los ocho
posibles mensajes también se puede transmitir con un solo pulso 8-ario
(pulso que puede tomar 8 estados o valores). Por lo tanto, un pulso
8.aric transmite 3 bits de informacion. Es ficil ver que un pulso que
pueda tomar M estados o niveles distintos transmite la informacién de
log, M bits.

Se deduce, por lo tanto, que cuanto mayor sea el niimero de niveles
distintos que pueda tomar un pulso, tanto mayor es la informacién trans-
mitida por cada pulso. Un pulso capaz de tomar un nlmero infinito de
valores distintos transmite una cantidad infinita de informacion, Esto signi-
fica que se puede transmitir cualquier cantidad de informacidn con un solo
pulso que tome un nimero infinito de vatores distintos. Aunque este resul-
tado parece fantistico es perfectamente légico v razonable. Si un pulso
puede tomar un niimero infinito de niveles distintos, entonces es posible
asignar uno de los niveles a cualquier mensaje o sefial concebible, sin im-
portar su longitud. Por ejemplo, se puede asignar uno de los niveles infinitos
para representar todo el contenido de este libro. Ahora bien, si se desea
transmitir dicho contenido, tan sblo seri preciso transmitir un pulso del
nivel correspondiente. Como existe un nimero infinito de niveles, es posible
asignar un nivel a cualquier mensaje o sefial de cualquier longitud concebible
en este universo. Catalogar el codigo en este caso podrd resuitar poco menos
que imposible; sin embargo, esto ilustra la posibilidad de transmitir una
cantidad infinita de informacion mediante un solo pulso.

A estas alturas, podemos preguntar por qué no usamos pulsos capaces de
tomar un nimero infinito de niveles distintos. Se limita el sistema debido a
consideraciones pricticas. Se debe recordar que, en nuestro estudio scbre
transmitir informacidn mediante pulsos, nos referimos al sistema compuesto
que transmite la informacion en el transmisor y la recibe en el punto de
destino. Por lo tanto, para transmitir determiinada informacién, debemos
poder asf transmitic cémo rtecibir tales pulsos. Ademis, debemos reconocer
los niveles distintos de los pulsos. Ahora bien, ;que nos prohibe transmitir
pulsos que tomen un nimero infinito de valores? Es evidente que, como
por consideraciones pricticas los pulsos deben tener amplitudes Snitas, el
nimero infinito de estados distintos implica que cada estado esti separado
a.o_ estado vecino por una cantidad infinitesimal. Ya que, en cualquier canal,
siempre existe determinada cantidad de ruido, serd imposible distinguir en el
receptor los niveles que queden dentro de la amplitud de la sefial de ruido.
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Por lo tanto, la consideracion del ruido indica que los niveles deben estar
separados, como minimo, por la amplitud de la sefial de ruido.

8.2 CAPACIDAD DE CANAL

Enunciamos antes que el ancho de banda y la potencia de ruido restrin-
gen la cantidad de informaciéon que puede transmitirse por un canal. Se
puede demostrar con rigor que en un canal afectade por ruido blanco gaus-
siano, se puede transmitir informacién con una velocidad no mayor de
C bits por segundo, en donde C es la capacidad del canal, dada por

@
C = Blog, T .T Wmv Am.wv

B es ¢l ancho de banda del canai en Hz, § es la potencia de sefial y V es
la potencia de ruido. La expresion de la ecuacion 8.3 de la capacidad de
canal es vilida para ruido blanco gaussiano. Con otros tipos de ruido, la
expresion se modifica. Queda fuera de los objetivos de este libro la com-
probacién rigurosa de esta formula.* En su lugar presentaremos una prueba
rudimentaria, basada en la suposicion plausible de que si una sefial se mez-
cla con ruido, se puede reconocer la amplitud de la sefial solamente dentro
del voltaje de ruido rafz cuadritico medio. En otras palabras, la inseguridad
de reconocer la amplitud exacta de la sefial es igual al voltaje de ruide raiz
cuadritico medio.

Supongamos que la potencia promedio de sefial y la potencia de ruido
son respectivamente S watts y N watts. La conclusion_evidente indica que
el valor cuadratico medio de la sefial recibida es /S +N volts y el valor
cuadritico medio del voltaje de rtuido /N volts. Queremos distinguir la
sefial recibida de amplitud /S +V volts en presencia del ruido de amplitud
N volts. Se deduce, de nuestra suposicion, que una variacion menor de /N
volts de la sefial de entrada no serd perceptible en el receptor. En consecuencia,
el namero de niveles distintos que se pueden distinguir sin error estard dado por

Pw‘ ._(i \
H< + N _ H+W
N

(8.4)

VN

Por lo tanto, el méximo valor de M se determina por la ecuacién 8.4. La
mixima cantidad de informacién transmitida por cada pulso con /1 + S§/N
niveles distintos es

* Ver Bibliografia.
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Estamos ahora en condiciones de determinar la capacidad de canal. La
capacidad de canal es la maxima cantidad de informacién por segundo que
se puede transmitir por un canal. Si el canal puede transmitir un maximo
de K pulsos por segundo, entonces, sin duda, la capacidad C del canal esti
dada por %

S
¢ =3 log, T i wv bits por segundo {8.7)

Se demostrd en el capftulo 5, con relacién a los requisitos de ancho de
banda de seflales MAP, que un sistema con ancho de banda nf,, Hz puede
transmitir 2nf,, pulsos independientes-por segundo. Se demostrd que bajo
estas condiciones la sefial que se recibe producird los valores correctos de las
amplitudes de los pulsos pero no reproducird los detalles de las formas de
pulso. Pero tan solo nos interesa las amplitudes de pulso y no sus formas, y
deducimos que un sistema con ancho de banda de B Hz puede transmitir
un maximo de 28 pulsos por segundo. Como cada pulso puede llevar una
informacién mdxima de 1/2log, (1 + S/NV) bits, se infiere que un sistema de
ancho de banda B puede transmitir informacién 2 una velocidad méaxima de

w
¢ = Blog, T . ﬂv bits por segundo (8.8)

Asi, la capacidad del canal estd limitada por el ancho de banda del canal (o
del sistema) y por la sefial de ruido. Para un canal sin ruido, N=0y la
capacidad del canal es infinita. Sin embargo, en la prictica N siempre es
finito v también lo es la capacidad del canal.*

La ccuacion 8.8 se conoce como ley de Shannon-Hartley v se considera
como el teorema central de la Teoria de la Informacion.** Por este teorema,

* Esto es valido aun si el ancho de banda B es infinito. La sefial de ruido es ruido
blanco con espectro de densidad de potencia uniforme en todo el rango de frecuencias.
En consecuencia, a medida que el ancho de banda B se incrementa, N crece también y
la capacidad de canal permanece finita aun cuando B =oco. Si #/2 es la densidad de

potencia, entonces ¥ = A'B ¥y S
C = Blog, |1+ —
N8B

) S 4B 8
tim ¢ = — —1log, |1 + —
T &B

El dltimo limite se puede encontrar si se observa que

1
im - log, (1 + 2} =log, e = 1.44
=0 W
por lo tanto

log, e = 1.44 —

Ne

) 8 8
:H_..- ' = —_
B—x o

** La teotia de la informacidn es un conjunto de resultados que se basan en una
definicién cuantitativa particular de una cantidad de informacion y es una subdivision
de un campo mas amplio, la teoria estadistica de la comunicacidon, que incluye todo el
andtisis probabilistico de los problemas de comunicaciones, Véase por ejemplo, P. Elias,
“Information Theory’', en Grabbe, Ramo, y Wooldridge, Hendbook of Automation,
Computation and Control, Yol. 1, ch, 16, John Wiley and Sons, New York, 1961.



364 Introduccion a la transmisién de informacion

vemos que el ancho de banda y la potencia de sefial pueden intercambiarse.
Para transmitir la informacién a una velocidad determinada, podemos reducir
la potencia de sefial transmitida, siempre que el ancho de banda se incre-
mente en forma correspondiente. De igual manera, se puede reducir el an-
cho de banda a condicién de incrementar la potencia de la sefial. Como ya
dijimos, el fin del proceso de la modulacién consiste realmente en efectuar
esta combinacién entre el ancho de banda y la razon sefial a ruico. A la
luz de este teorema, se puede entender adecuadamente el mejoramiento de
la razén sefial a ruido en FM de banda ancha y en MPC.

Sin embargo, se debe recordar que la capacidad de canal representa la
maxima cantidad de informacién por segundo que se puede transmiti- por el
canal. Para alcanzar esta velocidad de transmision, la informacion debe pro-
cesarse o codificarse de l1a manera mds eficiente. La viabilidad de tal codi-
ficacién constituye uno de los resultados importantes de la teoria de la
informacion atribuida a Shannon. En la realidad, sin embargo, no todos los
sistemas de comunicacidén que se emplean (sistemas no codificados como
AM, FM, etc.) alcanzan esta velocidad mdxima.

8.3 TRANSMISION DE SENALES CONTINUAS

Expondremos las implicaciones de la ley Shannon-Hartley considerando la
combinacion del ancho de banda y la razbén sefial a ruido de una sefial
continua de banda limitada a f,, Hz. Sabemos por el teorema de muestreo
que la informacion de tal sefial queda completamente especificada por 2fp,
muestras por segundo. Asi, para transmitir la informacion de tal sefial tan
solo es preciso transmitir esas muestras discretas.

La siguiente pregunta importante es: ;Cuanta informacion contiene cada
muestra? Esto depende de los niveles o valores discretos que puede tomar
cada muestra. En realidad, estas muestras pueden tomar cualquier valor ¥,
en consecuencia, para transmitirlas necesitamos pulsos capaces de tomar un
nimero infinito de niveles. Sin duda, la informacién transmitida por cada
muestra es de infinitos bits. Por lo tanto, la informacién de una sefial
continua y limitada en banda es infinita. En presencia de ruido (valor finito
de A, la capacidad del canal es finita. En consecuencia, es imposible trans-
mitir toda la informacion de una sefial limitada en banda por un canal
fisico con ruide {que exisie en la misma banda). En ausencia de ruido,
N =0, la capacidad del canal es infinita y se puede transmitir cualquier
sefial. Desde luego, es impaosible transmitir toda la informacién de una sefial
continua a menos queé la potencia de sefial transmitida sea infinita. Debido al
ruido, siempre existe una cierta inseguridad en la sefial que se recibe. La trans-
misién de toda la informacién de una sefial significaria cero de inseguridad.
Realmente, la inseguridad se hace tan pequefia como se quiera al incrementar la
capacidad del canal (incrementar el ancho de banda y/o incrementar la potencia
de sefial), pero nunca puede hacerse cero,

Es importante notar que la inseguridad se introduce en el proceso de
transmision. Por lo tanto, aunque sea posible transmitir toda la informacion
de una sefial continua en el extremo transmisor, es imposible recuperar esta
cantidad infinita de informacién en el receptor. La cantidad de informacién
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que se¢ puede recuperar por segundo en el receptor es de no mis de C bits
por segundo en donde C es la capacidad de canal. Esto es precisamente lo
que sucede cuando se transmite en forma directa una sefial continua, como
por ejemplo AM y FM. En estos casos se envia la informacion ocBﬁ,_oS de
unz sefial en el transmisor. Pero como el canal tiene una capacidad finita de
C bits por segundo no se puede recuperar mis que C bits de informacién
en el receptor.

De otra manera, en lugar de transmitir toda la informacién en el trans-
misor, se puede aproximar la sefial para que su contenido de informacién se
reduzca a C bits por segundo y transmitir esta sefial aproximada que tiene
un contenido finito de informacién. Serd posible, con esto, recuperar toda
la informacion que se ha transmitido. Esto es exactamente lo que se hace
en modulacién por pulsos codificados. ;Cémo podemos aproximar una sefial
de suerte que la sefial aproximada tenga un contenido finito de informacién
por segundo? Esto se puede llevar a cabo con el proceso de cuantificacién
que se estudid en el capitulo 7. Considérese la sefial continua limitada en
banda a f,, Hz, como se ilustra en la figura 8.2. Para transmitir la informa-
cion de esta sefial, es necesario transmitir 2f,, muestras por segundo. Las

Volts b
) 1B2==15%

11} _ 1082211

09— 0.92-0.9

0.56™=0.6

0.282=0.3

0.27=0.3

0.1F011=01

__TPL t—

fm

Figura 8.2

nuestras también se ilustran en la figura. Como ya se dijo antes, las mues-
tras pueden tomar cualquier valor y para transmitirlas directamente se nece-
sitan pulsos que puedan adquirir un nimero infinito de niveles. (Hemos
visto que aunque sea posible transmitir tales pulsos en el extremo trans
misor, debido al ruido no es posible recuperar las alturas exactas de estos
pulsos en el receptor.) Por lo tanto, en lugar de transmitir los valores
exactos de dichos pulsos, aproximamos las amplitudes al valor mis cercano
a&. nimero finito de valores permitidos. En este ejemplo, todos los pulsos
estan aproximados al décimo de volt méas cercano. Es evidente, de la figura
que cada uno de los pulsos transmitidos toma cualquiera de los 16 :76”
les y, en consecuencia, transmite una cantidad de informacién de log,
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16 = 4 bits. Como existen 2f,, muestras por segundo, el contenido total de
informacién de la sefial aproximada es de 8f,, bits por segundo. Si la ca-
pacidad del canal es mayor o igual a 8f,, bits por segundo toda la informa-
cién que ha sido transmitida se recuperard integramente, sin incertidumbre.
Esto significa que la sefial que se recibe serd réplica exacta de la sefial
aproximada que se transmitio.

El problema consiste en que el ruido que se introduce en el proceso de
transmisién podria causar un grado adicional de inseguridad, capaz de incre-
mentar Ja inseguridad total a mds de 0.1 volts en la amplitud de la senal
recibida. Se puede demostrar ficilmente que, si la capacidad del canal es
8f,, bits por segundo, el proceso de transmisiéon no introduce grado adicio-
nal alguno de inseguridad. Supongamos que se emplea un canal con ancho
de banda de f,, Hz para transmitir esas muestras; entonces, como la capaci-
dad de canal que se requiere es de 8f, bits por segundo, la razén de
potencia de sefial a ruido necesaria estard dada por

Por lo ianto,
S+ N

= 256
N

Se vio antes que el nimero de niveles que se pueden distinguir en el
receptor es de /(S +N)/N. Se deduce que, en este caso, el receptor puede
distinguir los 16 estados sin error. En consecuencia, aunque el proceso de
transmisién introduce algo de ruido en la sefial deseable, los niveles estdn
suficientemente separados para distinguirse en el receptor. Esta es otra for-
ma de decir que un canal con la capacidad de 8f,, bits por segundo puede
transmitir, sin error, 8f,, bits por segundo.

8.4 INTERCAMBIO ENTRE EL ANCHO DE BANDA
Y LA RAZON SENAL A RUIDO

Por un canal de capacidad finita se puede transmitir determinada sefial
con cierta cantidad de inseguridad. Hemos visto que se puede obtener una
capacidad mediante cualquier niimero de combinaciones del ancho de banda
y la potencia de sefial. De hecho, es posible cambiar una en funcion de la
otra. En seguida, demostraremos que ¢l cambio se puede realizar.

Considérese la transmision de la sefial f{#) de la figura 8.2. Se ha visto
que si se tolera una inseguridad de 0.1 volt, el contenido de informacion de
la sefial estd dado por 8f, bits por segundo. Ahora, s¢ demostrard que esta
informacién se puede transmitir con diferentes combinaciones de ancho de
banda y potencia de sefial.

Una forma posible de transmisin es enviar directamente 2f,, muestras
por segundo. Cada muestra puede tomar cualquiera de los 16 estados (pulso
16-atio). En este caso debemos tener una razon sefial a_ ruido que nos
permita distinguir 16 estados. Es cvidente que /S + N//N = 16. Ademis,
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para transmitir 2f,, pulsos por segundo, necesitamos un canal con ancho de
banda de f,, Hz. En consecuencia, la capacidad C de canal requerida esti
dada por (ecuacién 8.8)

S+ N
Q”.\SNOMM 2

= [ log, (16)2
= 8,

Asi, la capacidad de canal es exactamente igual a la cantidad de informa-
cion por segundo de la sefial f{t).

De otra forma, podemos transmitir las muestras de la figura 8.2 mediante
pulsos cuaternarios (pulsos que pueden adquirir cuatro estados). Es claro
que necesitamos un grupo de dos pulsos cuaternarios para transmitir cada
muestra que puede tomar 16 estados. Ahora bien, la razdén sefial a ruido
que se requiere en el receptor para distinguir pulsos que toman cuatro
estados diferentes es /S + N/y/N =4. Es evidente que en este modo de
transmision se reduce la potencia de sefial requerida. Sin embargo, tenemos
que transmitir ahora el doble de pulsos por segundo, es decir, 4f pulsos
por segundo. Por lo tanto el ancho de banda necesario es 2f,, Hz. La
capacidad del canal en este caso es

bits por segundo

S+ N
€= w.\.sa ~Omw'.lw/vw|

= 2f,, log, (4)?
= 8f,,

bits por segundo

A partir de este ejemplo, es evidente que se puede transmitir una cantidad
dada de informacion mediante diferentes combinaciones de potencia de se-
fial y ancho de banda y que una puede cambiar en funcién de la otra. La sefial
f(r) también se puede transmitir por pulsos binarios (8f,, pulsos por se-
gundo), lo cual requiere de /S +N/A/N=2y un ancho de banda de canal
de 4f,, Hz. Es interesante notar que también se puede transmitir A1) por
un canal con anche de banda menor que f,, Hz si se transmite suficiente
potencia de sefial (ver problema 3 al final de este capitulo).

Se debe observar que el proceso de intercambio entre el ancho de banda y
wm potencia de sefial no es automético. Debemos modificar o transformar la
informacién de la sefial (codificacién) para que ocupe el ancho de banda
deseado. En la prictica, esto se realiza mediante diferentes tipos de modula-
cion. Sin embargo, se debe reconocer que no todos los sistemas de comuni-
cacion materializan todas sus posibilidades inherentes de ancho de banda y
potencia de sefial empleados. Algunas formas de modulacién son superiores
a otras en la utilizacion de la capacidad de canal. Hemos demostrado en el
capitulo 7 que los sistemas codificados son superiores a los no codificados

ﬁoomso FM, MPP) al efectuar el intercambio entre el ancho de banda y la
razén S/N.
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Se puede deducir, de la ley de Shannon-Hartley, la ley ideal para com-
binar el ancho de banda con la relacién S/V. Considérese un mensaje con
ancho de banda de f,, Hz. Supongamos que el contenido de informacion de
esta sefial es de J bits por segundo. Supdngase, ademds, que dicha sefial se
codifica (o modula) de manera que el ancho de banda Emcxmm:m es w Hz.
La modulacién de la sefial no modifica en absoluto el contenido de infor-
macién de la sefial. La sefial modulada se aplica, a continuacién, a la en-
trada del demodulador (figura 8.3). Sean §; y N; la potencia .am la sefial y
del ruido, respectivamente, a la entrada del demodulador. Es evidente que

i

S
I = Blog, ? + %v (8.9)

La salida del demodulador produce la sefial original ), con ancho de
banda de f,,, mis ruido. Sean S, y IV, la potencia de sefial y de ruido,
respectivamente. En un demodulador ideal, la informacion 7 de la sefial de
salida debe ser idéntica a la de la sefial de entrada. En consecuencia

I=f,log, T 4 Wv (8.10)

o

S, N; Demodulador | Sl
Ancho de ideal Ancho de
banda B banda /m
Figura 8.3

Por las ecuaciones 8.9 y 8.10 obtenemos
8

S, »
Blog, A~ -+ MV = f,. lOg, AH + Mv

0 %

Por lo tanto,

En la prictica, So/N, v Si/N;® 1 obteniéndose

m__?.
..w,an H Au,whv Aw._wv
N, N,
Si consideramos razones de voltaje de sefial a ruido en lugar de razones de
potencia, obtenemos
B2fm
Awm_h ~ AMH.V (8.13)
2 vr .N<—. vr

Asi, en un sistema ideal, la razén de potencia de sefial a ruido a la salida
(S,/N,) se incrementa en forma exponencial con el ancho de banda B. El
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mismo resultado se obtiene con razones de voltaje de sefial a ruido, Sin
duda, su comportamiento es bastante superior al de los sistemas no codifi-
cados de banda ancha, como FM y MPP, que se discutieron en el capi-
tulo 7. En aquellos sistemas, se demostré que la razén de potencia de sefial
a ruido se incrementa con el cuadrado del ancho de banda B. En cambio,
en el caso de los sistemas codificados (MPC), se observd que el mejora-
miento de la razon sefial a ruido es exponencial con el ancho de banda
(ecuacién 7.79),

Ejemplo 8.1

En este ejemplo, con los conceptos de la teoria de la informacién, calcularemos el
ancho de banda de la sefial de video (imagen) para TV.

Se puede considerar una sefial de televisidn compuesta de aproximadamente
300,000 elementos pequefios de imagen. Cada uno de estos elementos puede tomar
10 niveles perceptibles de brillo (como negro y sombras de gris) para producir el
contraste adecuado. Suponemos que, para cualquier elemento de imagen, los 10 niveles
de brillo tienen la misma probabilidad de ocurrencia. Se transmiten 30 cuadros de
imagen por segundo. Se establece también que para reproduccidon satisfactoria de
la imagen se necesita una razén de sefial a mido de 1000 (30 db).

Con esta informacién, calcularemos el ancho de banda que se requiere para trans-
mitir 1a sefial de video de TV. Primeto, calcularemos la informacién por elemento de
imagen. Como cada elemento de imagen puede tomar 10 niveles con la misma probabi-
lidad,

Informacidén por elemento de imagen =log; 10 = 3.32 bits/elemento
Informacion por cuadro de imagen = 300,000 X 3.32
=996,000 bits/cuadro de imagen
Ya que existen 30 cuadros de imagen por segundo, obtenemos

Informacién por segundo = 996,000 X 30 =29.9 X 106 bits/segundo

Asi, 1a sefial de video tiene una informacion de 29.9 X 10° bits por segundo. Para
transmitir esta informacion, la capacidad € del canal debe ser igual a 29.9 X 10° bits
por segundo

¢ = 29.9 x 108 bits{segunao

Pero, para cualquier canal con ancho de banda, & (en Hz) estd dada por

S
)

Sin embargo, tenemos S/N = 1000. Por lo tanto,
€ =299 x 10°~ B log, 1000
=995 B

En consecuencia,
B =302 x 108
~ 3 MHz
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8.5 EFICIENCIA DE LOS SISTEMAS MPC

Aunque el incremento de la razon sefial a ruido en la salida para MPC es
exponencial con el ancho de banda, como se requiere en un sistema ideal,
el comportamiento del sistema MPC adn es inferior al predicho por la ley
de Shamnon-Hartley. Consideremos un sistema MPC s-ario. La sefial mensaje
fir) tiene un ancho de banda de f, Hz. Existen 2f,, muestras por segundo.
Supondremos que hay M niveles de cuantificacion. Asi, una muestra de la
sefial fif) se aproxima a cualquiera de los M niveles. 5i suponemos que
todos los niveles son equiprobables, ia informacion por muestra es 10g; M bits.
O sea que el contenido total de informacion de 1a sefial es 2f,, loga M bits por
segundo. Para transmitir esta seflal en forma ideal, necesitamos una capacidad

de canal

O = 2f, log, M bits/segundo (8.14)

Empleando pulsos s-arios (pulsos que pueden tomar § estados), se necesita
un grupo de logs M pulsos s-arios para representar una muestra que pueda
tomar uno de los M valores. En consecuencia, necesitamos transmitir un
total de 2f,, log,M pulsos s-arios por segundo. El ancho de banda necesario
para transmitir estos pulsos estd dado por

B=7f,log, M Hz {8.15)

De la ecuacion 8.14, se deduce que
O = (f, log, M)(2log, s)
= Blog, §* (8.16)
Pero, para MPC s-ario, la razbn de potencia de senal a ruido de entrada estd

dada por (ecuacion 7.81)
8, K%s*—1)

N, 12
Por 1o tanto,
12 8,
=14+ = =
%.rww ._,u.(ﬂ,
y
1= B f = UV (8.17)
S - —_— A
¢ 8 A K N,

La ccuacién 8.17 establece la capacidad teorica de canal necesaria para
transmitir el mensaje cuantificado f(z). Sin embargo, en la realidad se trans-
mite este mensaje por un canal de ancho de banda B (scuacion 8.15) y con
fas potencias de sefial v de ruido S; v N, respectivamente. En consecuencia
C'. la capacidad del canai real empleado, estd dada por (ecuacién 8.8)

8,

¢ = Blog T L u/m.v bits/segundo (8.18)
N,

P
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Asi, C {ecuacidn 8.17) es la capaci Gpti i

, i . pacidad de canal Gptima o tedric i
para transmitir el mensaje cuantificado f(z) y C' {ecuacion m;mw_ wmowwmmw
ﬂw”ama RE del canal necesaria para transmitir f{¢) cuantificada mediante
APC. Obviamente, la .mw.\?. de MPC es K?/12 veces la requerida por el
sistema ideal. En el capitulo 9 se demuestra que K = 10 es un valor razo-
:mgw .wm:ma::m probabilidad de error aceptable (10~%). En consecuencia, los
requisitos de potencia para MPC son, a grosso modo, 100/12 4
los necesarios para el sistema ideal. . 12 62 40) voces

Con probabilidad de error de 105, la discrepancia es de aproximada-
merte .m db. El comportamiento de un sistema ideal y de un sistema MPC
@BM diferentes valores de s se ilustran en la figura 8.4. El error anm&m
en deteccid A |
on detea ion es 1 en 10°. La curva real estd a la derecha de la curva ideal

m: la mmm:‘.m 8.4, se observa el efecto de saturacion con respecto a la
velocidad méxima de transmisiéon para una s dada. Asi, para s=2 (MPC

7
6
M ;
P
vt
B
3
5 mﬂ&ﬁ
1
=20 10 0 14 20 10 a0 50 60
S dh—
Figura 8.4

E:mz.oy la velocidad de transmisibn por ancho de banda unitario no se
puede incrementar a mds de 2 bits. No es dificil entender la razén. U
v.:_wo _uE.mio puede transmitir un méiximo de 1 bit de informacién m.m :m
sistema tiene un ancho de banda de B Hz, entonces podemos E.EmEEH
2B pulsos por segundo. Asi R, la velocidad de transmision, estd dada por

R = 2B bits/segunao
y

R
5= 2 bits/segundo/ancho de banda {8.19)
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Cuando la raz6n sefial a ruido es pequefia, no mm.mcma.mn &ﬁ?..m:: maﬂom””w

damente los pulsos en el receptor y, en ooumooco:nﬁ.mx_.ﬂo una alta @Moao b

lidad de error. Esto provoca que la cantidad R/B disminuya wm HMMWM e

para una razon sefial a ruido pequefia. A EoBaM que mejora a razon sefe
i ili disminuye y R/B s¢ acerca a

a ruido, la probabilidad de error dismn B e e o e Tos

do el nivel de la razon sefial a ruido lleg lor ¢

Mm_muc.w mMmMco%s distinguir claramente en el ruido, mm:mEEM. WBM_WMMHMWO

i il la razon sefial a ruido -

ici de la potencia de sefial (o n.mo 1 _

MHHM_M_M_ aa%aawc_m en el comportamiento del ma.“oim. A oﬁm__.,ww WMWM@M.

i i ibn se puede incremen .

de saturacion. El nivel de saturacion : r men-

Mwo“onoao s¢ muestra en la figura 8.4. ma general, la Emon%mo_wﬁmﬂmmxnsooz

transmitida por un pulso s-ario es logys bits por segundo. HU= m__w oma cof

ancho de banda B puede transmitir 28 vEmo.m. por m\mmc:ao. or lo .
velocidad maxima de transmisién de informacion estd dada por

R = 2B log, ¢ bits{segundo

mm — 2 log, s bits/segundofancho de banda {8.20)
B

Asi, para s =23

Amv waoﬁwHw.EES___mamc:aQ_msnwcam g:am
B max

Para s =4

\ Wv HwﬂomwpH*G:@,momccao___m:orogn g:gm
/.mw max

En consecuencia, los niveles de saturacion para 5=3 y 4 estdn dados por
3.16 y 4 bits/segundo/ancho de cmmam, Emﬁmogﬁsgmw.. ba vor Ta Ley de
Notamos aqui, que la capacidad de mmsa predic %ﬁm o Ley de
o R arY o modiante codincacion do bloqu, en donde ona 5o
cabo mediante codificaci ; , nd s
WWMMME:MMNT mm_.Evo_ow s¢ oo:&ama.m como un simbolo y amsa__m___awwwo MH M mm.
La complejidad de tal no&mmunmo.s es ftan .mq.muam que, p \
aceptan con gustd situaciones inferiores a lo id6neo.

APENDICE. CONTENIDO DE INFORMACION DE MENSAJES
NO EQUIPROBABLES

i da, ...,

idérese una fuente que genera los mensajes n_w 25

P Owswaoamw . La fuente genera una serie de V mensajes. Si NV crece :E.mro. asbw.:omw
QM“ wnwwam ,ooM 1a ley de los nimeros grandes, dicha serie cortendra un :Eﬁﬂ..o - Mm.mm
veces el mensaje a;, un nimero NP, de veces el mensaje 4s, .m.no. Oo:w._c m_. onMMMM P
mensaje €s Emmum:&onﬁ, la probabilidad P(S) de ocurrencia de cualquier

mensajes es

a, con probabilidad

P(S) = (PYNIA(PYN - (PN T  asy
\ i ibles tiene el mismo
de, cada una de las seties posi
NoOtese que como /N es muy grande,

. i
de mensajes ai{(VPy), a3 (NPy), etc. Por lo tanto, todas estas series son equ
numero de s
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probables con probabilidad P(S) dada en la ecuacion A8.1. Una de tales series tiene la
informacién J(5)

1(s)

Il
=3
0%
L]

1
= M Pilog, 7 (A8.2)

Como !a serie § se compone de N mensajes, 1a informacién promedio por mensaje es
HO R

HONIR 1
= - M P log, = bits (A8.3)
. i=1 ®
Esta es la informacién promedio por mensaje. Como los mensajes ay, aa,..., a,
ocurren con probabilidad Py, Py, ., ., P,,, es evidente que el mensaje a; con probabilidad

Py envia una informacién de log 1/Py. bits, que es el resultado deseado,

PROBLEMAS

1. La forma de onda de voltaje Sz(2000m7) se va a transmitir con una inseguridad
que no excede de 1/80 volt. Determinar la capacidad de canal que se requiere (véase
la figura 1.12).

2, Repetir el problema 1 para la forma de onda $a(2000m6)2 s la inseguridad no
es mayor de 1/64 volt (véase la figura 1.12).

3. Trazar un esquema para transmitir la sefial continua ) de la figura 8.2 con
una inseguridad que no exceda de 0.1 volt por un canal con ancho de banda de

'm/2) Hz. Supdngase que la sefial f(t) es de banda limitada a Jm Hz.

4. Repetir el problema 3 si Ia inseguridad no excede de 0.025 voits,

5. En el ejemplo 8.1 del texto, se encontrd que la cantidad de informacién por
cuadro de la imagen de televisidn es aproximadamente de 9.96 X 105 ~ 106 bits, Un
anunciador de radio trata de describir oralmente una imagen de televisién mediante
1000 palabras tomadas de su vocabulario de 10,000. Supdngase que cada una de las
10,000 palabras tiene la misma probabilidad de aparecer en la descripcién de esa
imagen (una aproximacién burda, pero suficientemente buena para dar la idea). Deter-
minar la cantidad de informacién radiada pot el anunciador al describir 1a imagen. ;Se
pensaria que e! anunciador describe fielmente la imagen empleando 1000 palabras? ;Fl
antiguo adagio “mds vale una imagen que 1000 palabras” esti exagerando o subesti-
mando la realidad?

6. En la transmisién de imdgenes por facsimil, hay aproximadamente 2.25 X 106
elementos de imagen por cuadro. Se necesitan 12 niveles de brillo para una bueng
reproduccion. Supéngase que todos estos niveles tienen la misma probabilidad de ocu-
rrir, Caleular el ancho de banda del canal que se necesita para transmitir la imagen
cada 3 minutos. Supdngase que la razdn de potencia de sefial a tuido en el canal es de
30 ab (1000),

7. Considérese la transmisién por cable de ias condiciones del tiempo. Existen
cuatro posibles mensajes; asoleado, nublado, Uuviose ¥ con neblina, Si cada uno de los
mensajes tiene la misma probabilidad ;Cudl es el nimero minimo de pulsos binarios
que se requiere por mensaje transmitido? Dar un patron de cbdigo tipico para los cuatro
mensajes empleando pulsos binarios.
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Supdngase, ahora, que las probabilidades de los cuatro mensajes son :h.“ 1/8, 1/8 v
1/2, respectivamente. En este vaso, la informacién por En._w&n. en promedio es menor
de 2 bits. Esto se deduce de la ecuacion A8.3.

4 _ 1
Informacién promedic por mensaje = M P, log M
=

En este caso, Py, Py, P35 y Py son 1/4, 1/8, 1/8 vy 1/2. .m.on lo .ﬁ::o. es uwﬁcmw
empleat ¢l cbdigo que necesitard en promedio menos de m.c:m. <ndmoﬁ que el em
pleo del siguiente cédigo en realidad solo requiere de 1.75 bits/mensaje,

Asoteado 10
Nublado 110
Liuvioso 111
Con neblina 0

Notese que este codigo es decodificable en forma inica, €s am&.\r .nzﬁmhzwn ﬂmﬂo__ﬂwww
que se forme empleando este codigo es nnao&ﬂomgo en forma finica. ecto: wa cde
vetificar que no existe algiin otro cddigo aono&mnm_u._m en mouaw._:;nu que sea ?mwﬁ
que éste. Esto se debe a que la informacién promedio por mensaje en este caso
.75 bits,
" M_mcm“mwnmw_.um_m“:””nﬁ en una bolsa. BO de ellas son mnmnﬂomm. La ._.m.oaoam -oﬂ“.:n\
es ligeramente mas pesada que las demds. M.Dzm.omscamn ‘no Ewo:w.bwo_o_._ se smmaﬂ M,H
para localizar esta moneda? (Sugerencia: an.waoumma el nimerc minimo de medicio
i i is pesada.

uonowg mcm v”.mnw__omw“ﬂwﬂawﬂ nmwﬁwnwwﬂnﬁpmo una de las monedas difiere en peso @mmo no
se mﬁ.va .w es mds o menos pesada que las n_ow.gm&, mazm cantidad de EmoH_BmM_o—_me
necesita para localizar esta moneda y determinar si es mas o menos pesada que las demaés?

CAPITULO

Elementos de comunicacion
digital

Hasta aqui, hemos estudiado la comunicacién de sefiales continuas. Existe
un nimero infinito de formas de onda que se pueden formar con sefiales
continuas. En contraste, se plantea un caso en donde nos interesa transmitir
una de un niimero finito de formas de onda o mensajes. La transmision de
un texto en inglés empleando un cédigo como el de Morse, es un ejemplo
simple de esto. En este caso, existe un total de 27 simbolos o mensajes
(26 letras y un espacio). Estos sfmbolos se transmiten por diferentes combi-
naciones de marca y espacio. En consecuencia, el problema de transmitirlo
se reduce al problema de transmitir una serie de formas de onda, seleccio-
nadas cada una de un grupo especifico y finito. Este tipo de comunicacion
¢ conoce como comunicacion digital. Esto contrasta con el caso de trans-
mitir informacién analogica, por ejemplo, la transmisién de radio o televi-
sion en donde el conjunto resultante tiene un nimero infinito de formas de
onda posibles.

Ya es evidente la diferencia fundamental entre los sistemas de comunica-
cion de datos digitales y de datos continuos (o datos analdgicos). En la
comunicacion digital, interviene la transmision y deteceién de una forma de
un grupo finito de formas conocidas, mientras que en la comunicacion con-
tinua, existe un nimero infinito de mensajes y las formas de onda corres-
pondientes no se conocen. Se debe notar que el sistema MPC estudiado es
un sistema de comunicacion de datos digitales que se emplea para transmitir
datos continuos. Esta transmision se vuelve posible gracias al proceso de
cuantificacion. En efecto, en este proceso se aproximan las sefiales continuas
para que puedan tomar tan sélo ciertas amplitudes discretas, Esencialmente,
esto es la digitalizacion de la sefial continua. Los mensajes se pueden trans-
mitir mediante un némero finito de simbolos (o niveles).

En los sistemas digitales, el problema de deteccién es un poco mas sen-
cillo que en los sistemas continuos. Durante la transmisién, las formas de
onda sufren los efectos del ruido del canal. Cuando la sefial Hega al recep-
tor, es necesario decidir cudl de las # formas de onda conocidas posibles se
ha transmitido. Una vez adoptada tal decisién, se recupera exactamente la

178
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forma de- onda transmitida, sin ningun ruido. Por lo tanto, en este sentido,
el ruido del canal no ejerce influencia alguna; sin embargo, provocara algiin
error en nuestra decision. Por ejemplo, podemos quedar desorientados por el
ruido y realizar una decision incorrecta. De modo que debemos aceptar el
hecho de que algunas decisiones serin equivocadas y que el error crecerd
con el incremento del ruido. Sin duda, la ocasibn de cometer un error
(probabilidad de error) constituye un criterio muy significativo para detectar
sefiales en sistemas digitales. En este capitulo, estudiaremos el problema de
la deteccién éptima. Nos restringiremos a la comunicacion binaria, es decir,
la comunicacion que emplea dos simbolos Gnicamente. Este es uno de los

tipos que con mds frecuencia se observa.

9.1 DETECCION DE SENALES BINARIAS:
EL FILTRO OPTIMO*

En el caso de la comunicacion binaria, los mensajes se transmiten me-
diante dos simbolos solamente (como el MPC binario). Uno de los simbolos
se representa por un pulso s(r), que se muestra en la figura 9.1ay el otro
por la ausencia de pulso (no hay sefial). Sea T sepundos la duracién del
pulso s(¢). La duracion del espacio {ausencia de ()] también es T segundos.
Se debe insistir de nuevo en que aqui no importa detectar la forma de
onda, pues ya se conoce. Se desea determinar si el pulso estd presente 0 no.
For lo tanto, el detector en el receptor debe ser un dispositivo capaz de
decidir. Debe examinar el contenido de la sefial de entrada cada 7' segundos
y después decidir si el pulso estd presente o no. El detector optimo serd
aquel con la menor probabilidad de error al hacer una decision.

s(t)
c_ T t—>
a)
fe)
t——
b}
Figura 9.1

La decisién se puede facilitar si pasamos la sefial por un filtro que
acentie la sefial util s(¢) y suprima al mismo tiempo el ruido n(#). Por lo

* N. del T. Version dol término en inglés “matched filter™.
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tanto, buscaremos un filtro que reciba la componen fi i
instante y suprima al mismo tiempo la Eﬁv_:c% del M;%M. Wo“w m“_oaﬂm.ﬁ\_
un contraste marcado entre la sefial y ¢l ruido y si el pulso NS QW
v,amm:a. la salida tendrd un gran pico en este instante. Si el pulso :owwm
#.m presente no existird tal pico, Este arreglo permitira decidir, con una _.ocm_u,w.
_amm de error reducida, si el pulso esti presente o ausente. El Eﬂo :-
.Sm.__mm esto se conoce como filtro dptimo. El objetivo de dicho m_ﬁoaam
5.08535: la componente de sefial y reducir la componente de ruido al
mismo H.ano. Es claro que esto equivale a optimizar en la salida la razén de
E.E:@:Ea de la sefial a la amplitud de! ruido en algin instante. Resulta
Hmm oonw_wwu.gs emplear el cuadrado de las amplitudes; asi que .&mmmﬁm-
os un filtro que optimice 1 . i , fl
fos un M F@ﬁ:ﬁmﬁca . a nﬂwmms del cuadrado de la amplitud de ia sefial al
Sea s(1) +.:Qv la sefial de entrada, en donde s(r) es la sefial pulso Gtil
n(z) es el ruido del canal y s,(¢) + n,(¢) es la salida del filtro (figura o.mv.
La ooBvommio de sefial a la salida es s,(f) y la componente del ruido mﬁ.
1, (). >.E. deseamos optimizar la razén s,2(£)/n,2(z) en algin Ew:::.m
t=ty (instante de efectuar la decision). Notese que n{t) es una sefial

s(t)+ nft) So(t) 4+ ng(t)

Figura 9.2

aleatoria por lo que no puede determinarse exactamente. Por lo tanto, debe-
mos no:.wo.nsmﬂ.om con tomar su valor cuadritico medio n,2(¢). Asi, desea-
mos optimizar la razon p dada por _

p = {9.1)

% E,,)

Sea S(w) la transformada de Fourier de s(¢) v H{w) | i0
. %ﬂ .
ferencia del filtro dptimo deseado. Entonces, )y Ho) a funcién de tran

8,(t) = FS(w)H ()]

1 ]
=50 H{w)S(w)e’ dw
y
1l (= X
8,(t,) = e H{w)S8(w)e™™ do (9.2)

m_. valor cuadritico medio de la sefial de ruido se puede expresar en tér-

minos del espectro de densidad de potencia de ruido a la salida (ecua-

Mw“om.wmww. ww m:?&amm el espectro de densidad de potencia de la sefial de’
n(f) a la entrada, entonces [H{w)l? 5, (w) es el i

de potencia de n,(f). Por lo tanto, W50 (0) es ol espectro de densidaa
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1 @

not(t) = 5- | Sxlw) |H(w)|? dew (9.3)
T J—-w

Noétese que el valor cuadritico medio de n,(¢) es ii lependiente de 7. En
consecuencia,

_— 1
1) = 52 | Sule) IH(w) do (9.4)

Supongamos que el ruido de canal :S es blanco, con densidad de potencia
yars

TN nulm H(@)F do (9.5)

Substituyendo las ecuaciones 9.2 y 9.4 en la ecuacion 9.1, obtenemos

2
S(w)e™ dw

(9.6)
n® sv a\‘% \H(w)? do

Notese que como s,(¢) es un nimero real, s,2(f) = Iso(£)I2. Aqui emplea-
mos la desigualdad de Schwartz. Una forma de dicha desigualdad establece
que si Fy(w) y F,(w) son funciones complejas, entonces

NA hs | Fy{wp? %%s |[Fy(w)Pdow  (9.7a)

—oo

‘ﬁ " P 0)Fyw) dw

La desigualdad se cumple solo si (ver Apéndice)
Fl(w) = kF¥(w) (9.7b)
en donde k es una constante arbitraria. Si ponemos
Fy(w) = H(w) y  Fylw) = S(w)™n
entonces

Sw)e’™™ dw

._.a H ()]? @i.s IS()?dw  (9.8)

—o —a0

Al substituir la aoamcaama 9.8 en la ecuscion 9.6 obtenemos

m.am@iv 1 v—.ao g 2
PRI B

Por lo tanto,

pui =22 =g st o (0.9)
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lo cual ocurre cuando la desigualdad de la ecuacién 9.8 se¢ vuelve igualdad.
Esto es posible sélo si (ecuacion 9.7)

H{w) = k8*(w)e™ o=
= kS(—w)e 19tn {(9.10)

en donde k¥ es una constante arbitraria.
La respuesta A(f) al impulso del sistema Optimo estd dada por

h(t) = F[H(w))
= FULS(—w)eitn]

s(t)
0 T
a} t—>
s(—¢)
-7 0
b) t—
h{t}
tm<T
- T4ty 0 tm
t—
c)
h(t)
tm=T
0 tm
© =
h(t}
tm>T
t—
d)

Figura 9.3
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Notese que la transformada inversa de Fourer de S(—w) es s(— 1) v el
término e~/ 'm representa un desplazamiento en tiempo de #,, segundos.
Por lo tanto,

h(t) = ks(t

Por conveniencia, supondremos que & = 1.

Como se dijo antes la sefial mensaje s(f) es de duracién finita. Sea
5(#) = 0 fuera del intervalo {0, T) como se ilustra en la figura 9.3a. La sefial
s(t;; — t) se puede obtener al hacer girar s(#) alrededor del eje vertical,
desplazdndola después a la derecha en I, segundos. En la figura 9.3 se
flustran tres casos en donde ¢, <T, ¢, =T y f, > T. Obsérvese que la
respuesta #(¢) al impulso es no causal para t,, <T (figura 9.3c). Esto repre-
senta un sistema fisicamente irrealizable. Para su realizacién fisica ¢, = T,
como se muestra en las figuras 9.3c y d. Ambos sistemas dardn el resultado
deseado. Sin embargo, para realizar ripidamente la decisidn el tiempo de
observacién ¢, debe ser tan pequefio como sea posible. Para valores de #,,
m4s grandes, debemos esperar tiempos correspondientes mayores para la
observacién deseada. En consecuencia, f,, = T es preferible a 7, > 7. Se
concluye, por lo tanto, que la respuesta al impulso del sistema Optimo es la
imagen especular de la sefial mensaje deseada s(f) con respecto al eje vertical
y desplazada a la derecha en T segundos. Tal receptor se llama filtro
dptimo o receptor optimo.

En un filtro éptimo, la razén sefial a ruido (ecuacion 9.1} es méxima en
el instante ‘m> que también es el instante en que toda la sefial s(z) entra al
receptor (figura 9.4). Debe observarse que este filtro es el dptimo de todos
los filtros lineales. En general, se puede obtener una mejor razén sefial a
ruido si se elimina la restriccion de linealidad del filtro. Esto, por supuesto,
produce un fiitro no lineal.

—f (9.11)

m

s(t) 85(2)
E

h{t)
s(t) so(t) _ |

t—
0 T 3

i —=

Figura 9.4

El valor médximo de la razén sefial a ruido que se obtiene con el filtro
optimo esti dado por la ecuacidon 9.9. Notese que E, energia de la seftal
s(t), estd dada por

o u. @
@ Hi. %S&.lll _mﬁev_uae

27 J

Por lo tanto, .
2E
G 0.19)

Energia de la senal s(¢)
Espectro de densidad de potencia de la sefial de ruido de entrada

Deteccion de sefiales bingrigs 381

La amplitud de la sefial 5,(¢,) se obtiene substituyendo la ecuacién 9.10
en la ecuacién 9.2
.M o0
Soltm) = 5= | S(w)Pde
20 J_n

=E (9.13)

En consecuencia, la amplitud méxima de la componente de sefial a la
salida ocurre en f=t, tiene como magnitud £, la energia de la sefial s(¢)
(véase la figura 9.4). Este es un resultado notable. La amplitud méixima es
E\%no:&g\a de la forma de onda s(f} v depende Unicamente de su ener-
gia.

El valor cuadritico medio de la sefial de ruido en la salida se puede
obtener substituyendo la ecuacién 9.13 en la ecuacion 9.12

s AE
w2, = 5 (9.14)
El filtro Optimo se puede implementar mediante el arreglo de la figura 9.5,

Si la entrada al filtro es f{¢), entonces 1), su salida, estd dada por

r(t) Hhs Fle)h(t — z) dx

en donde A(f) es la respuesta al impulso dada por A(¥)=s(t, — ) v
At — x)=s{x + 1, ~ t). Por lo que

r(t) H% Jles(x + ¢, —t)dx
La decision a la salida se hace a partir de 7(z,,), salida en t=1,,.

r(t,,) H%ls f(x)s(z) dz (9.15)

s(t)

t=1iy

KTt

fle)=s(t) +n(t)

Figura 9.5

_u.oamaom obtener r(f,,) mediante un arreglo (conocido como correlader de
amEﬁoy que se ilustra en la figura 9.5. En €l, la sefial de entrada s(f) + n(r)
se multiplica por s(7). Evidentemente, esto es deteccion sincrona (o cohe-

rente). Es decir, la deteccion con filtro dptimo es esencialmente deteccion
sincrona.
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9.2 DECISION DE UMBRAL EN EL FILTRO OPTIMO

El filtro optimo se disefia para optimizar la razon sefial a ruido en el
instante t,,(f;; = 7). La presencia de la sefial s(r) se decide, por tanto, por
la observacion de la salida en t=7T Si #(t) representa la salida del filtro
Optimo en t = 7, entonces

HT) = 5,(T) + no(T}
Al substituir 1a ecuaciéon 9.13 en la dltima ecuacidn, obtenemos
1) = E + n,(T) (9.16)

Como la sefial de ruido de entrada es aleatoria, n,(7) también es aleatoria.
En consecuencia, si la sefial s(¢) estd presente a la entrada, la salida A7)
esti dada por una constante £ mds una variable aleatoria n,(T). Por lo
tanto 1z salida diferird de E por la amplitud del ruido. Si la sefial s(r) estd
ausente en la entrada, la salida del filtro estard dada tnicamente por el
término de ruido

HT) =n,(T) (9.17)

Asi, si la sefial estd presente, la salida serd E + n,(T); v si estd ausente, la
salida sera n,(T). La decisidn de que la sefial esté presente o ausente podria
hacerse facilmente a partir de esta informacion, pero n,(7T) es aleatoria y su
valor exacto no es predecible; puede ser grande o pequefio y positivo o
negativo. Es posible que la sefial s(r) esté presente en la entrada, pero ny,(T)
quizd tenga un valor negativo grande. Esto hari la salida /{T) muy pequefia,
Por otro lado, aun si la sefial s(z) estd ausente, n,(7) puede ser bastante
grande. Esto causard que la salida #(T) sea grande. Asi pues, no hay forma
segura de decidir si s(f) estd presente o no. Sin embargo, es evidente que
cuando HT) es grande, hay mds probabilidad de que s(#) esté presente. Por
otro lado, si (T) es muy pequefia, hay mds probabilidad de que la sefial no
esté presente. Aparte de la decisién asumida, siempre existe alguna probabi-
lidad de error. Por lo tanto, debemos encontrar una regla de decision que
lleve al minimo tal probabilidad.

Considérese como regla de decision: “presencia de sefial” si (7T)}>a y
“ausencia de sefial” si A7) <a Encontraremos el umbral Gptimo a de deci-
sién que minimiza la probabilidad de error de la decisi6n.

Para encontrar el umbral dptimo, primero debemos considerar la natura-
leza de la amplitud de ruido r,(7). El ruido es una sefial aleatoria con
amplitudes de cierta distribucién. La distribucién mdas cominmente obser-
vada de dichas amplitudes es la de Gauss.* Esto significa que la frecuencia

» Mediante el teorema de limite central de la teoria de la probabilidad, se puede
demostrar que una sefial compuesta de un gran nimero de sefiales relativamente inde-
pendientes tiende a ser gaussiana, La mayorfa de las sefiales de ruido son el resultado
de numerosas perturbaciones relativamente independientes. Evidentemente, el ruido de
dispatro y el ruido térmico caen dentro de esta categoria. En consecuencia, la supo-
sicién gaussiana del ruido se justifica en la mayoria de los casos.
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H_m&é del ocurrir de las amplitudes del ruido tiene forma gaussiana. Esta
distribucion p(x) recibe el nombre de funcién de densidad de probabilidad
de la amplitud x y estd dada por

1
plx) = PRV

en donde o,% es el valor cuadritico medio de la sefial. Esta distribucién se
ilustra en la figura 9.6a. Se puede ver que la distribucién de amplitud es
simétrica respecto a x=0. La sefial tiene la misma probabilidad de ser
positiva y negativa, por lo cual su valor medio es cero. La densidad de
probabilidad representa la frecuencia de ocurrencia de smplitudes. La fun-
cién estd normalizada de tal manera que el drea p(x}dx (mostrada en la
figura Y.6a) representa la probabilidad de observar la amplited de la sefial
en el intervalo (x, x +dx). Asi, si observamos una sefial en el intervalo 0,
T'(T'— ), como se ilustra en la figura 9.6b, la amplitud estd en el intervalo
x, x +dx en cierto tiempo dT dado por

g2t (9.18)

a)

x(8)
x4 dx
* vm
: —
2 Ivmmu\/l) L.&m\‘ | dtg \_
0™ ] Batag =1 F
m:< < dis < dis < &qn N

b)

Figura 9.6

En consecuencia, la frecuencia relativa de observar la sefial en el intervalo x,
x +dx es dT/T. Por lo tanto
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Ahora, es claro que la probabilidad de observar x en el intervalo (x1, x2)
esti dada por el drea de p(x) bajo (x;, x2):

T
Probabilidad (z; < x << x,) H% plx) dx (9.19)
Ls
de igual manera, la probabilidad de observar x> o estd awa.m por

Probabilidad (@ > «) H% p(x) dx {9.20)

&

u
?ovm_ummamaﬁaAE H.—, %?&&H E.w:
Para el ruido de salida m,(f), el valor cuadritico medio esti dado por
N'E|2 (ecuacion 9.14). En la ecuacion 9.18, o,? representa el valor cua-
dritico medio. Por lo tanto

1 ,
pla) = ——=e """ (9.22)

7 AN K

Desviemos ahora nuestra atenciéon a la salida del filtro optimo. Cuando
s(f) estd ausente, la salida es n,(7) con distribucion de amplitud dada por
la ecuacién 9.22. Esto se ilustra en la figura 9.7a. Si representamos por 7 la
amplitud de la salida, entonces 7 = ny(T) ¥

1 Ao
MGQ.V = § e VE Awwwv

Si la sefial s(7) estd presente, entonces
r =K 4+ n,(T)

La salida r consiste de una constante E mis una no_s_uosmi.m &mmﬁoa»
ng(T). Evidentemente la distribucion de amplitud de r es la misma de fa
ecuacion 9.23, pero desplazada por una constante £. Asi, en este caso

1

B o NE

Esta distribucion se muestra en la figura 9.7b. Ambas distribuciones se
muestran juntas en la figura 9.8 L L

Sea @ el umbral de decision. La decision es “sefial presente s r>ayes
wsafial ausente” si #<a Por la figura 9.7a, es evidente que existen momen-
tos en que r>>a aun si la sefial no esti presente. La probabilidad de que

&univ ml?.lm.*_u__‘\‘\.mm r‘@.w.ﬁv
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pr)

Para sefial
ausente

p{r} Para seiial
presente

Figura 9.7

r>a cuando la sefial no estd presente se representa por el irea sombreada
de la figura 9.7a. Es evidente que empleando ¢ como el umbral, cometemos
un error (llamado “de falsa alarma™) con probabilidad igual al 4rea som-
breada de la figura 9.7a. Por otra parte, aun cuando la sefial estd presente,
la amplitud r de la salida puede descender a menos de @. En este momento
nuestra decision es “seflal ausente” ain cuando en realidad la sefial estd
presente. Este tipo de error se llama de falsa normalidad y su probabilidad
estd dada por el drea sombreada de la figura 9.7b. Asi, para un umbral
dado, cometemos dos clases diferentes de error, el de sefial presente y de
sefial ausente.

p(n) . p(r)
Sefial ausent Sefial presente

Figura 9.8

Si la sefial s(7) tiene la misma probabilidad de ostar presente y ausente,
entonces, en promedio, s(z) estard presente la mitad del tiempo y la mitad
restante ¢stard ausente. Cuando s(¢) estd presente, cometemos el error de
tipo talsa nomalidad y cuando s(7) esti susente, cometemos el error de ti-
po falsa alarrua. En consecuencia, la probabilidad de error en la decisidn
estard dada por la media de las dos dreas sombreadas de las figuras 9.7a y
9.7b. Esto es la mitad de la suma de las dos dreas. Por la figura 9.8, es
evidente que la suma de areas es minima si elegimos
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E
2

Por lo cual el umtral 6ptimo estd dado por la ecuacion 9.25

¢ = (9.25)

Probabilidad de error

Hemos visto que cuando la sefial s(r) tiene la misma probabilidad de
estar presente y ausente, eéntonces la probabilidad de error en la decisién
estd dada por la mitad de la suma de las dreas de la figura 9.7a y 9.7b.
Ademds, el umbral optimo de decision g = E/2. Por lo tanto, las dos dreas
son idénticas. Por consiguiente, la probabilidad de error P(¢) estd dado por
cualquiera de las dreas. Emplearemos el drea de la figura 9.7a.

Ple) H% plr) dr
1

= .ﬁ e IE gy (9.26)
VaA'E e

La integral del segundo miembro de la ecuacion 9.26 no se puede evaluar

en forma cerrada. Sin embargo, se encuentra ampliamente tabulada en tablas

netmales con el nombre de integral de probabilidad o funcidén de error

erf (x).

Definimos la funcién de error erf (x) como*

1 3
erf () = —— % eV g (9.27)
V27 Jow Y
y ta funcién de error complementaria erfc (x) como
1 w0
erf (z) = — | ¥4 9.28
Vool Y (9.28)
De estas definiciones, es evidente que
erf () + erf (z) =1 (9.29)
Una aproximacién til para erfc (x) estd dada por
1 1 .
erf () = —— T — Iv ¢ w3 parax > 2 9.30
V27 z* ( )

El crror en esta aproximacion es de alrededor de 10% para x=2 y es
menotr de 1% para x >- 3.
Empleando la definicion 9.27, podemos expresar la ecuacién 9.26 como

[ a
Ple) = erf |—— (9.31)
vV AE2

* En la ectuslidad  existen en la biblingrafi. varias definiciones de erf(x) y de
erti(v) que son gquivalentes esencialmente con diferencias pequefias.
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c)
Figura 9.10



388 Elementos de comunicacion digital

Pero como a =E/2

E

il (9.32
24 v

P(e) = erfc

La figura 9.9 muestra la probabilidad de error P(e) como .?:&o: de E/A".
;Cémo interpretamos la probabilidad de error? La Eocmg_ama. de un even-
to implica la frecuencia relativa del evento. Asi, si hemos Raﬁmao N mmﬂu
siones (N — ), entonces V., numero total de decisiones incorrectas, esta

dado por

.ZM
P(e) =

N = P(s)N

t

Asf, si P(e)=1/100, en promedio, una de cada 100 decisiones serd in-
correcta.

Ejemplo 9.1 (MPC binario)

Para MPC binario (estudiado en el capitulo 7), s{¢) es un pulso rectangular de altura
A v tiempo T. La respuesta al impulso del filtro 6ptimo estd dada por

Rty =s(T — 8}
Nétese que (T — #) es s{t), a la cual se ha aplicado una rotacion alrededor del eje
vertical y un desplazamiento a la derecha de T segundos. Esto es idéntico a s(f). En
consecuencia, hit) == s{t)

Este filtro se puede realizar mediante una disposicion como la de la figura 9.10c.
La energia E de s(f) estd dada por
B = AT
También sabemos que

A =Ko

n

donde v, es el valor raiz cuadratico medio de la sefial de ruido.

0.t = N, = n2t)
Como la duracion del pulso es T, hay 1/T pulsos por segundo. Para transmitir 1/7
pulsos por segundo, el ancho de banda B necesario es 1/2T.
I

a2

B =

$i. 472 es el espuctru de densidad de potencia del ruido, entonces
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N =12Tg? (9.23)
Es evidente que
E AT Al - K¢ 2 K2

A 3Te? 22

n

2¢,2 2

Para un vator de X =10,

y la probabilidad de error P(€) esta dada por
P(e) = erfc V25

= erfe (5) (9.34}
Mediante la ecuacidén 9.30 obtenemos

Ple) =~ 0.284 x 10~ (9.35)

Este resultado también se puede leer directamente en la figura 9.9. Para £/ A=50, 10
log 10 BfA"=16.9 db. Esto da P(€) ~0.284 X 106,

Asi, si la amplitud del pulso es 10 veces el valor rajz cuadritico medio del ruido
(K =10), la probabilidad de error es del orden de 10—¢, valor aceptable en la mayoria
de los casos pricticos.

En este estudio, se¢ ha supuesto un pulso rtectangular ideal para s{t). Sin embargo,
debido al ancho de banda finito del canal, este pulso se vuelve trapezoidal (véase la
seccion 2.6) en el proceso del filtro Gptimeo también debe ser trapezoidal para acoplar-
s¢ a la forma de onda de la sefial recibida. Se debe tener presente este punto en
nuestro estudio posterior, en donde se emplean pulsos rectangulares ideales para s(f).

9.3 MODULACION BINARIA EN AMPLITUD {MBA)

El MPC binario del ejemplo 9.1 se puede transmitir facilmente por cable.
Pero cuando la transmision se hace por el espacio mediante radiacion, debe-
mos emplear el MPC binario del ejemplo 9.1, modulado en amplitud. La
modulacién en amplitud traslada el espectro de baja frecuencia del MPC
binario a unz frecuencia superior (a la frecuencia portadora). Este arreglo se
conoce como modulacién binaria en amplitud (MBA).* Uno de los simbalos
binarios se transmite mediante un pulso sinusoidal s(f) dado por

A sen et 0 <t <T
s{t) = .
] en cualquier otro punto

El otro simbolo se transmute mediante un espacio (ausencia de sefial). Una
forrna de onda MBA tipica se muestra en iz figura 9.11.

Vamos a encontrar el receptor éptimo y la probabilidad de error del sis-
tema MBA. Se supone que la probabilidad de que el pulso s(r) esté presente
es la misma que la de que esté ausente (0.5).

* N. del T. MRA son las siglas del término en inglés ASK (amplisnde shitt keving).
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El pulso s(f) se muestra en la figura 9.12a. La respuesta al impulso de}
filtro optimo es

h(t) = s(T — t)
Obsérvese que s(T — ¢) es justamente —s(¢). Por lo tanto

hity = —st)

A S
DCDC ><>< >q>< VY Wl

Figura 9,11

La salida del filtro ptimo, cuando s(f) estd presente en la entrada estd
dado por la convolucion de s(#) con A(7). Esto se ilustra en la figura 9.12c.
La salida es mdxima en =T como se esperaba y tiene como magnitud la
energia £ de la sefial 5(#). En este caso

2
MHW (9.36)
2
s(t} hit)=s(T=¢)
A A
T
0 t—> 0 T P—
-A -A
a} b)
AT
A PR
/| Y
> > f—— ) \D >/ [ ——
0 T Mo o\ T [ Ver
N \\
N 7
A2
A\
c
A senwt
t
[ SR N,
s(t) + n(t) Muestra enT

d)
Figura 9.12
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El umbral de deteccién es E/2. En este caso el umbral es

AT
a —=
4
La probabilidad de error estd dada por (ecuaciér 9.32)

» o TE 047
(6) = erfo | /o= (9.37)
i 4 /1 9.38
= erfc .wl - {9.38)

La probabilidad de error también se puede leer directamente en la fi-
gura 9.9
Podemos expresar la probabilidad de error en términos de la potencia

. promedio de sefial. La seffal s(#) tiene energia £ dada por

427
2

E —

En promedio, la sefial s(¢) estd presente la mitad del tiempo y en la otra
mitad no hay sefial. Por lo que la potencia promedio de sefial P estd dada
por

p 1 E Az
sTTe T g
% .
P.T
P(&) = erfc =2 9.39
(€) s {9.39)

El filtro Optimo tiene una respuesta al impulso de (figura 9.12b)
—4 sen ot 0 <t<T

0 en cualquier otro punto

Con otro procedimiento, podemos emplear el arreglo de correlacion para el
filtro optimo (véase la figura 9.5). Para este caso particular, el arreglo apro-
piado se ilustra en la figura ©.12d. Notese que la deteccién por filtro opti-
mo es esencialmente deteccidon sincrona.

94 MODULACION BINARIA EN FASE (MBF)

En el capitulo 7 se observd que para MPC binario eficiente, se debe
emplear pulsos bipolares (dos pulsos de altura A/2y — AJ2) en lagar de dos
pulsos de altura 0 v A. Asi, en MPC bipolar, jcs dos sfimbolos se representan
por 5(1) y — s(¢). Cuando se emplean los pulsos rectangulares inodulados en
amplitud (figura 9.13), el arreglo se conoce como modulacion binaria en fase
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(MBF).* La modulacién binaria en fase también se puede considerar como un
MPC binario modulado en fase. Una forma de onda MBF tipica se ilustra en la
figura 9.13c. Encontraremos el detector optimo y la probabilidad de error
para este caso,

Los dos simbolos se transmiten por formas de onda s,(¢) y s:(¢) en
donde

sit) = —s,(t)

Figura 9.13

Se supondri una forma de onda s(#) arbitradia a fin de generalizar. La tinica
restriccion de s(#) consiste en tener una duracion de T segundos. Sea E la

energia de s(t).
El filtro Optimo para s(f) tendrd una respuesta al impulso
Rty = (T — 1)
Si s1(f) se aplica a la entrada de este filtro, la salida en =T estard dada
por HT) de la ecuacién 9.16
r(T) = E 4 n,(T) {9.40)
La componente n,(T) es alcatoria con distribucidn gaussiana y vaior cuadra-
tico medio de.4#” Ef2. Por lo tanto,
1
ry=—F—
) = aNE

Esta distribucion se ilustra en la figura 9.14a. De igual manera, cuando la
sefial s,(¢) se aplica a la entrada del filtro acoplado, la salida A7) estd dada

por

o e~ EVIAE (9.41)

HT) = —E < n,(7) (9.42)

* N. del T. MBF son las sizlis drl término en inglés PSK (phase shift keying).
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p(r) {Cuando s1(¢) esta presente)
|

*
_
I
_
|
l
0 E
al

r—

p(r) {(Cuando soft) es1a presente)

p(r) con sgft)

Figura 9.14

Esto se deduce del hecho de que s5,(f} = —s5,(f). Por lo que la salida debida
a sz(7) serd el negativo de la salida debida a s,(z). La distribucién de
amplitud A7) cuando s;(f) estd presente se ilustra en la figura 9.14b. Es
evidente en este caso que

i
r(T) =

= ./\ .\*\.%@I:{Tm-u.—\—\..@ ﬁ@.PWv
T fi

En la figura 9.14c se muestran juntas las dos distribuciones. Debemos deter
minar un umbral de decisién que lieve al minimo a la probabiliiad de error.

Con una argumentacién paralela a las empleadas antes (véase la ecua-
cidn 9.25), es evidente que el umbral ¢ de deteccion Gptima estd dado por

=t (9.44)

Asi, si {T)> 0, la decision es “s;(7) presente”, v s1 (7)< 0, la decision s
“s;(¢) presente”. La probabilidad de error estd dada por el drea de p(r) (en
la figura 9.14b) desde Q hasia o

1 o

Pls) — ———— —+EVAE -

& a\q&@h ¢ (9-45)
1 o

— — -z A E 7. .

VahE g dx (9.46)
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Esta integral tiene exactamente la forma de la ecuacién 9.26, pero con g
reemplazada por £. Asi,

2K
Ple) = erfc v (9.47)
Para el arreglo MBF (figura 9.13)
A7
F==
Y
Pe) = erfec | A H {9.48)
A

La potencia promedio de la sefial MBF es A42/2,

A2
P, =

= (9.49)

Por lo tanto

2P, T
%

P(z) = erfc (9.50)

Compérese ésta con la ecuacién 9.39 para MBA. De estas ecuaciones, es
claro que para alcanzar una probabilidad de error dada, la potencia prome-
dio necesaria para MBA es el doble de la que se requiere para MBF. Por lo
tanto, MBF es superior a MBA por 3 db en lo que respecta a los tequisitos
de potencia promedio de sefial.

9.5 MODULACION BINARIA EN FRECUENCIA (MBFr)

La modulacién binaria en frecuencia puede considerarse como un MPC
binario modulado en frecuencia. Los dos simbolos se representan por dos formas
de onda, 5;(9) y 5;(2).

A sen mwyt 0 <t <T

a(t) = . (9.51a)
0 para cualquier otro punto
Asnnog 0<t<T
8(t) = , (9.51b)
0 para cualquier otro punto
en donde
D
Wy = T

Las dos formas de onda se ilustran en la figura 9.15a. En este caso, las dos
formas de onda son diferentes y, en consecuencia. necesitamos dos filtros
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s1(t} s2(t)
A m Ciclos A n Ciclos
T T
P> t—>
—-A —-A
a)
|
sT=t) f——oT o—Po 1 pocision
_ si(2) st 04
s(t) + n(t) | _ B:> By s1{t} 0 s2(t)
" so(t) Si
sy(T—1t) A\“\ ot A< B2
b}
si(2)
|
‘. o\__\ o By Decision
| mHAQ mm .
st} + n(t) _ 61> B s1(t) O soft)
_ saf) Si
.ﬁ s(\_—\ P A<
Muestra ent=T
sa(t) ¢

Figura 9.15

optimos. Vamos a demostrar que el receptor optimo para MBFr* es el que
se ilustra en la figura 9.15b o ¢. Ei arreglo de la figura 9.15b es el del
filtro optimo, en tanto que el de la figura 9.15¢ es el del correlador (figura 9.5).

La sefial de entrada es s(f) + n(r} en donde s(f) es 5;(¢) o 55(f). Repre-
sentemos por fr) la sefial de entrada

F(&) = s(t) + n{t)

A la sefial de entrada le sumamos —s$.(?) como se muestra en la fi-

gura 9.16a. La adicion de una sefial conocida a la sefial de entrada no debe
afectar el procedimiento Optimo de decision.** La nueva sefial f'(f) esta
dada por

J'18) = s(t) + nl(t) — s,(t)

* N. del T. MBFTr son las siglas del término cn inglés FSK (frequency shift keying).

** Este resultado es un caso especial del teorema de reversibilidad. Si se realiza
cualquier operacién con una sefial, la operacién optima se puede obtener mediante una
operacidn intermediz que es reversible. Al restar s;(f) s una operacidn reversible por-
que la sefial original se puede obtener sumando s,{r) a f'(¢) en la figura 9.16a.
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Figura 9.16

.. !
Pero s(r) es 5,(2) o 55(¢). Si s(¢) es s,(r), entonces Hw sefial atil en f'(7) es
cero. Asi, f'(t) queda reducida al caso en que dos simbolos mm.auamoimn
por “el pulso presente” y “el pulso ausente Q:m.z.um y m%me.o.v. mmwo Mm
exactamente el caso de sefiales binarias que se nm:&_o en la seccion 9. - La
nueva sefial 5'(¢) es ahora s,(£) —s,(¢). El filtro 6ptimo para esta sefial tiene
respuesta al impulso de

B(t) = s,(T —t) — s{T — ) (9.52)
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La figura 9.6a contiene el filtro optimo. La energia E' de M.QV esti dada
por
o7
B =] Isult) — solt)) de
o

T T T
— % $,3(£) dt - % st dt — 2 % 81(t)s,(t) dt (9.53)

en donde 5,(r) y s,(¢) estdn dadas por las ecuaciones 9.51a y 9.51b. No-
tese que la ultima integral del miembro derecho de la ecuacién 9.53 es
cero:

T 2
% SEN mawgl sen newgt df = 0 Wy = —
0 T
y
T 4 AT
R, 8,2(t) dt H.\A A dt = F = —— {9.54)
0 0 2
Por lo tanto,
E' = 3F = A7 {9.55)

Asi, la energia £’ de la sefial s'(f) es 2E(=A*T) en donde F es la energia
de 5,(r) 0 5,(¢).

El umbral de decision del filtro éptimo es £'/2 = £ Por lo tanto, la
decision es “s;(¢) presente” si {T)>E v “s2(t) presente” si H{T)<E. Este
filtro éptimo se muestra en la figura 9.16a. La probabilidad de error de
este filtro es la misma que en la ecuacién 9.32, con la salvedad de ser la
energia £, en este caso, £'(= 2E). Por lo tanto,

Ple) = mawo)\ﬂw.f (9.56)

El filtro Optimo con respuesta al impulso de $5(T- 1 —-s:(T—- 1) se
puede dividir en dos filtros dptimos en paralelo con respuesta al impulso de
sf{T—1) y —52(T~ 1), como se ve en la figura 9.16b. Es evidente que los
dos arreglos son equivalentes. Hacemos mds transformaciones COMmO s mues-
tra en la figura 9.16c. En la figura 9.16b, el criterio es ay +a; >FE a<E
Si restamos E de la salida del filtro superior como se muestra en la fi-
gura 9.1c, el criterio de decision se reduce a ) + 03 >0 6 <0, Ademis,
cambiamos el signo de la respuesta al impulso del filtro inferior. Por consi-
guiente, en la figura 9.16c o, =a; — £ ¥ &' = —a,. Esto nos da el criterio
de decision @," —a;," >0 0 @' — 0y’ < 0. Asi, la nueva regia de decisién es
“s1(f) presente” si @y’ >an' y “s;(7) presente” sia; < Aquf, notamos
que la salida del filtro superior a la sefial 52(tyen t =T es cero. La respues-
ta del filtro superior a s;(f) en =T estd dada por

T 27
s(f) x By(f) = | A% sen nwyr sen meoy(t — T)dr =0 Wo = o

En consecuencia, la sefial —s,(f) en la cntradn del it superior se puede
eliminar sin afectar el arreglo. Ademids, notamos que la sefial —s,(f) a la
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entrada del filtro inferior jacoplado a s,(f)] produce 1a salida —E en t=T
{véase la ecuacién 9.13). Como nuestra decisidn sblo depende dc la salida
en t =T, podemos climinar —s,(¢) a la entrada del filtro inferior v restar £
de su salida, como se muestra en la figura 9.16d. Asi, el arreglo de la
figura 9.16d equivale al de la figura 9.16c. A continuacién, notamos que la
decisidén se basa en la comparacidon de dos salidas en la figura 9.16d. En
consecuencia, la suma de —F a ambas salidas se puede eliminar. Esto pro-
duce el arreglo final de la figura 9.15b. En la figura 9.15¢ se iustra el
arreglo de correlador correspondiente.

Probabilidad de error en MBFr

Ya que todos los arreglos de la figura 9.16 y 9.15b son equivalentes,
todos tienen la misma probabilidad de error. La probabilidad de error para
el arreglo 9.16a ya ha sido obtenida (ecuacion 9.56):

B
Ple) = erfc — 9.6%
(e) ,\ — (9.57)
Evidentemente, la potencia promedio Py para MBFr esti dada por
A K
W-Q _—-— =
2 T
Por lo tanto,
P.T
Ple) = erf ° 9.58
(e) = erfe} [—> (9.58)

Como puede verse en la ecuacién 9.39, esto es idéntico a la probabilidad de
error de la modulacién binaria en amplitud (MBA). Por lo tanto, es evidente
que MBFr (modulacidén binaria en frecuencia) es superior tanto a MBA
{modulacién binaria en amplitud) como a MBF (modulacién binaria en

fase).

96 ALGUNOS COMENTARIOS SOBRE DETECCION
POR FILTRO OPTIMO

Se ha visto que un filtro optimo equivale a un arrreglo de corr  dor de
tiempo (figura 9.5). En este arreglo, la sefial de entrada [s(f} + n(r)] se
multiplica por s(z). Evidentemente, esto es deteccidon sincrona (también co-
nocida como deteccion coherente).

Se menciond antes que la deteccion con este filtro es optima en sistemas
lineales. En general, se puede encontrar un sistema mejor si no nos restrin-
gimos a sistemas lineales. Sin embargo, se puede demostrar que, cuando el
ruido es gaussiane (como en el caso de casi todas las sefiales de ruido),
entonces el receptor de filtro éptimo {o el detector correlador) es el dptimo

absoluto.

Algunos comentarios sobre deteccion 399

En nuestro estudio, se ha supuesto en forma implicita que el transmisor
y el receptor estdn sincronizados. Para cualquier pulso dado, la decisién se
hace en ¢l instante en que el pulso queda alimentado completamente al
filtro optimo. Asi, las decisiones en el receptor se hacen cada T segundos
estos instantes deben estar sincronizados adecuadamente, Ademis, se mcvouw
que en el instante de adoptar la decisién, la salida procede noE,ESNE_gs
del .vao en consideracién y el ruido. No se toma en cuenta la posibilidad
de interferencia entre simbolos, que puede producirse por la respuesta resi-
Qcﬂ del filtro optimo debida al pulso anterior. En el caso ideal, la respuesta
residual debida al pulso (n - 1) es cero en t=nT. Esto se @cmnm ver en la
mmﬁ.:.m 9.4. La respuesta a un pulso de longitud 7 ocupa un intervalo 27T
Asi, la respuesta al primer pulso ocupard un intervalo (0, 27), en tanto ncm
la respuesta al segundo pulso ocupard un intervalo (7, 27). El instante de
muestreo para el segundo pulso es 7=27 instante en que la respuesta
debida al primer pulso ya ha desaparecido. P

.\M.‘\m:.m- (s1)
hi(t) =s(T~t) " By | Decision
1) . s1(t) si
FEnP () | PV B
so(t) Sl
ha(t) = sy(T— 1t} B <8y
B

Figura 9.17

Se debe notar que, en estos comentanos, hemos supuesto continuamente
que los dos simbolos binarios tienen Ja misma probabilidad de ocurrir. En el
caso de que las dos sefiales no sean equiprobables, el receptor optimo de la
figura 9.15b se modifica, como se muestra en la figura 9.17.*

) En este capitulo, hemos estudiado el método de deteccién coherente o
sincrona. Esta deteccion se lleva a cabo con un filtro optimo o con un
oo.ﬂm_maoq. En MBA, MBF y MBFr, se supusieron conocidas las fases de las
seftales de entrada. Sin embargo, en muchos casos no se conoce la fase de
%m ﬁonmaom_ de la sefial que se recibe. Esto puede ser producto de las
inestabilidades de los osciladores del transmisor y/o del receptor, o producto
a.a una longitud desconocida de la trayectoria de Eotmmmﬂon_. Asi, existe
cierta ignorancia acerca de la fase de la portadora de la sefial anﬁ.a,m. Bajo
estas non&muonom_ no se puede emplear la deteccion coherente (la deteccién
por filtro optimo ni el detector de correlacion) pues en estas técnicas es
indispensable conocer con exactitud la llegada de la forna de onda de
entrada. En tales casos se eiiplea deteccién incoherente.

* Véase, por ejemplo, B.P. Lathi, An Introducti
o , , B.P. s uction to Rendom Signal
w_ﬁzmﬂ Hamewﬂ_ International Textbook Co., Scranton, Ia Gmm: ﬂ%ﬁxw‘ Wﬂzﬁ%:
- V.owozencraft and I.M. Jacobs, Principl . sunicati g i
Wiley ae Son, Ne Yok toast s nciples of Communicating Engineerins, John
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La deteccion incoherente se lleva a cabo alimentando la sefial de entrada
a un detector de envolvente. La salida del detector de envolvente se exa-
mina cada T segundos para efectuar la decision apropiada. Se puede demos-
trar que este método tiene un comportamiento inferior comparado con el
de la deteccion coherente, particularmente en razon baja de sefial a ruido.

APENDICE. LA DESIGUALDAD DE SCHWARTZ

Si Fy(tw) y Fp(w) son funciones complejas de ), entonces la desigualdad de
Schwarz dice que

® 2 /oo w©
.‘. Fi(0})Fy(w) do AA.‘A _ELEV_N&SVA"» _m_&ev_»mngv

Demostracién: Sea

@*
Blw) = = (©) = (A9.1a)
_H.‘ | Fgl()|? den )
—® A
Yy
o d.\ Smﬁﬁeve*?& dw {A9.1b)

Entonces, puesto que

[Fy(w) — «®(@)][F¥o) — a*@*(w)] = |Fi(w) —a®(w)? >0 (AD.2)

Obtenemos
o " ‘a0 @
-‘. |F-|2 de + _ﬂ_m,‘ Q|2 dw — R'_ QF¥ do — R*/‘, O*Fidw >0 (AD.3)
—~w —0 —w -
(2]
Pero, de A9.1a ,‘, [®2de =1
—

v de A9.1b, deducimos:

8
—, 6@%&8”9*
af ==

En consecuencia, la ecuacion A%.3 se transforma en

w0
«‘. |Fy]? doo + || — qa®* — a*ax = 0

=]

ad
% | Py ()] do — |2]? = 0 (A9.4)

oG

Substituyendo la ecuacidbn A%9.1la y A9.1b en la ccuacion AY.4, obtenemos

2

- —% Fy () Fyl{w) do
% [Py ()2 do >
- r‘. | Fyl{m)|? dea

L=
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Nétese que la desigualdad de A9.4 se vuelve igualdad si y sblo si

@
[Cimerao =
— 0
De la ecuacion A9.1 se desprende que esto es posible sdlo si
Flw) = NPM.MAEV

en donde k£ es una constante arbitraria.

PROBLEMAS

1. En una transmisién binaria, uno de los mensajes se representa por un pulso
tectangular s(f) como el de la figura P-9.1a. El otro menssje se transmite por la
ausencia del pulso. La respuesta al impulso del filtro dptimo es h(t) =s(T — ) =s(1).
Calcular fa razén de potencia de sefial a ruido 5,2(f)/n,2{t) en +=T. Supbngase que el
ruido es blanco con densidad de potencia de A7/2.

R

s(t) AMA- :

s(t) c so(t)

T t—

(@) {b)
Figura P-9.1

Se desea emplear un filtro simple R-C (figura P-9.1b) en lugar de un filtro Sptimo
en el receptor. Calcular la méxima razdn de potencia de sefial a mido [s5,2(£)/n52 (1]
que se puede alcanzar con este tipo de filtro y compérese con la obtenida con el filtro
optimo correspondiente. (Sugerencia: obsérvese que 5,(¢) es mixima en { =7, La razén
sefial a ruido es funcién de la constante de tiempo RC, Encontrar el valor de RC que
produzca la maxima razén sefial a ruido.)

2. Calcular la funcién de ftransferencia del filtro optimo para una sefial pulso
gaussiano dada por 1
%Anv = —— —t3i2a*
o\ 20
El ruido del canal es blanco con espectro de densidad de potencia de .42, Calcular la
razén S/¥ mdxima obtenida por este filtro.

3. Demuestre que s,(t), salida del filtro Optimo a la sefial de entrada s(f), es
simétrica con respecto a t =T,

4. Dos mensgjes se transmiten por marca y espacio empleando un solo pulso bi-
nario, que se ilustra en la figura P-9.4.

A T=10"3

{ —
Figura P-9.4
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a) Disefiar el receptor 6ptimo si el ruido del canal es blanco con densidad de
otencia de A2 (A" =107%). o . .
? b) Encontrar la probabilidad de error del receptor optimo suponiendo que la pro

babilidad de que s(¢) esté presente es 0.5. . o
5. Si los mensajes del problema 4 se transmiten por dos pulsos binarios que se

muestran en la figura P-9.5, disefiar el receptor Optime y encontrar su probabilidad de
error. Comparar este arreglo con el del problema 4.

0.707 A

t—— T

I

~07074

Figura P-9.5

6. Una sefia gaussiana tiene valor medio de cero y el é,moH cE.a&:nc medio es
0,%. Encontrar la probabilidad de observar ia amplitud de la sefial arriba de 100,

7. 8i dos mensajes se transmiten mediante las formas de wsnm s3(t) y s2{(8) que se
muestran en la figura P-9.7, disefiar el receptor Optimo para ruido blanco de canal.

st} s2{t)

A A

Figura P-9.7

Calcular la probabilidad de error de dicho receptor. Comparar dicho arreglo con o__pﬁw
solo empiea un pulso trangular (como en el problema 4) o m\om pulsos Q_mbmc Eah
(como en el problema 5). ;Cudl es el resultado de la comparacidn de este arreglo co

MBF1? ) .
8. En el texto, el filtro Optimo se obtuvo para el caso de E_n_o.E..Eoo. EOnoan”-
do con los mismos argumentos, obténgase el filtro mﬁnao. para ruido de .Mo_o_. Mam.h.
sidad de potencia no uniforme) con una densidad de potencia 8,(¢) dada. ﬁ ugere, 5
sean, en la desigualdad de Schwartz, ecuacion 9.7a, Sew) | ot

Fl(w) = 8{w)H(w) v Fylo)= wﬁ|8u

en donde S (¢3) se obtiene factorizando 8, () HmAfv%A\n&. y %.?& tiene todos los
polos y ceros en la mitad izquierda del plano complejo de wnmn:mnn_wm.u
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