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Sea un sistema g(t) lineal de orden n e invariante en el tiempo al
que se aplica una entrada r(t) o x(t), queda representado por
una ecuacion diferencial lineal de orden n con coeficientes

constantes y no homogénea.
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La relacion entrada-sistema-salida .
) ] Entrada ] Salida
se puede observar en el siguiente Sistema
diagrama de bloque: L r(f) OB (O )
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Que es un sistema lineal e invariante en el tiempo LTI (Linear
Time-Invariant)?

Es aquel que cumple las siguientes condiciones:

Linealidad: el sistema es lineal si satisface el principio de
superposicion que engloba las propiedades de
proporcionalidad o escalado y aditividad.
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Invariabilidad: Un sistema es invariante con el tiempo si su
comportamiento y sus caracteristicas son fijas. Esto significa que
los parametros del sistema no van cambiando a través del tiempo
y que por lo tanto, una misma entrada nos dara el mismo
resultado en cualquier momento (ya sea ahora o después).
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Para los sistemas de control la entrada o comportamiento deseado

pueden ser:

» Referencia constante o funcion escalén: r(t) = A-U(t).

» Referencia variable o funcion rampa: r(t) =A-t-U(t); también
puede ser parabodlica: r(t) = A-t?- U(t)

» Referencia especial o funcién impulso: §(t)

r(t) r(t) r(t)

WV
WV
WV

Escalon Rampa Impulso
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Si realizamos la TL ,es decir, su equivalente en el dominio s
hallamos la salida en funcidon de la siguiente relacion:

£{g(t)} = G(s) = ;8

Y(s) = R(s) - G(s)

Aplicando las distintas entradas vistas anteriormente, pero en el
dominio s, obtenemos la salida o respuesta segun sea el caso:
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» Para un entrada tipo escaldn:

A
Y(s) = . G(s)
» Para una entada tipo rampa:
A
Y(s) = S—ZG(S)
» Para una entrada tipo impulso:
Y(s)=1:-G(s) = G(s)

Nota: Por lo tanto si conocemos la respuesta al impulso (salida)
podemos obtener la funcion del sistema g(t).
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Por lo tanto para analizar la /y(r) N
respuesta o salida en el dominio del e
tiempo ante una entrada especifica |
aplicamos la transformada inversa: /\/‘_‘
L7 YR(s) - G(s)} = y(b) [ | 4s0

\ |\ )
Para un sistema estable, la respuesta i 8 Y
y(t) del sistema a una entrada r(t) Régimen Régimen de
consta de dos componentes: régimen - fRmtene suado ssabls)

transitorio (o natural) y régimen en
estado estable (o forzado).
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La F.T. de un sistema se define como el cociente de la transformada de
Laplace de la variable de salida y la transformada de Laplace de la

variable de entrada. - ~
R(s) G(s) Y(s)
—> —>
Entrada _ Salida
Sistema
- J

v La F.T. depende de las caracteristicas del sistema y no de la magnitud y
tipo de entrada.

v" No proporciona informacioén acerca de la estructura interna del sistema.

v' Para su analisis dindmico se considera las condiciones iniciales nulas.
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La funcion de transferencia es una propiedad del sistemay
depende de las propiedades fisicas de los componentes del
sistema, es por lo tanto independiente de las entradas aplicadas

Sea un lazo cerrado: R(s) E(s) Y(s)
4@— > G(S) >

|

y

B(s)
H(s) [—
T - . S
Funcion de transferencia en lazo abierto: m= G(s)H(s)
Funcién de transferencia lazo cerrado: Y(s) — G(s)

R(s) 1+ G(s)H(s)
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Si g(t) es lineal, su correspondiente transformada de Laplace
G(s) se denomina funcion transferencia y tendra la forma:

(s+2zy)(s+2z) -

Gls) = K(S + po)(s + py) -+

Donde las raices del polinomio del numerador [lamaremos ceros,
y las raices del denominador llamaremos polos.
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Al polo mas cercano al eje jw se le llama polo dominante, ya
que es el elemento que ejerce mayor efecto sobre el

sistema. y(0) y(0)

1.00 + 1.00

Polo real: \
comparando los diagramas e —

% f ¥ f
en 5.00 5.00

domlnlo del Im Im

tiempo con el s

dominio en ||||||||| D(;l NEEEEEED ¢
. —10 =Re —102

s de las funciones: -

91 = ey g,(B) = 7™ \

Re

I 11 i1 n1ni

tenemos:
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Podemos observar que en el dominio tiempo ambas
funciones tienen valor final nulo y que una de las funciones
alcanza mas rapidamente el valor final.

En el dominio s podemos ver que la posicion del polo nos
indica la velocidad de respuesta del sistema. Cuanto mas
alejado hacia la izquierda esta el polo del eje jw mas
rapido sera el sistema y en caso contrario mas lento se
volvera el mismo.
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7() ()

Parte imaginaria: teniendo en 100§ 1.00
cuenta las funciones gi1(t) = sint /\ A /\ /\ /
, VLA ,

y g2(t) = sin 2t cuyas : 1(,\00 1.00
representaciones en el dominio [

tiempo y s se muestran en la
figura. Podemos ver que la parte
imaginaria del polo dominante
corresponde a la frecuencia
angular de oscilacion w del
sistema.
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Sistemas de primer orden: son aquellos que quedan definidos
como por una ED de primer orden:

dy
a-a+b-y=c-r(t)
Aplicando Laplace obtenemos su ecuacion de transferencia:
Y(s) _ (c/a) (c/a) (a/b) /b K

“O=Re) “sT /@ s+ /@) @/b) @b+l TsT1

K =ganancia del sistema (factor de amplificacion entre la entrada
y salida).
T = constante del tiempo del sistema.




oy ® FACULTAD
UPI ] NACIONAL i“ DE INGENIERIA
I | 7 UNaM

DE MISIONES

ANALISIS CUALITATIVO DE LA RESPUESTA DE UN SISTEMA

Si aplicamos una entrada escalon r(t) = AU(t) obtendremos la respuesta
y(t): p X
Y(s) =R(s)-G(s) =~

Anti-transformando obtenemos:
y(t) = A-K|1 - e V7]

T-s+1

Cuyo valor final sera:
limy(t) =A-K

t—oo
Si conocemos A, K y T podemos determinar directamente la respuesta al

escalon del sistema de primer orden.
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Normalizando para A- K = 1 tenemos:
yt)=1—-e""

4 I i)
. . ,V(f) i Psndnente=? (2) = 1 — et
El tiempo de asentamiento ( i EV =l-¢
(ta) que requiere el ! — 1
sistema para alcanzar su B [
valor final corresponde a 4 0.632 o
constantes de tiempo.
R R : R 2
N " S o it
g 3 & - 3
\ 0 T 2lT ir 47 5T =r/
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Sistema de primer orden en lazo abierto:

G(s) = G.(s) - G, (s) - ~
Ganancia Proceso por
ajustable controlar

G(s) = K-Ks  Kjg R(s) Y(s)
T-s+1 Tra° S+ 1 —> Gl GP(S> 9
G J
Donde

Kiqo=K:-K;—> Ganancia en lazo abierto
T4 — constante de tiempo en lazo abierto

Importante: NO confundir la ganancia del sistema con la
ganancia ajustable.
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Variando Ks entre O y 5 tenemos:

Step Response
]

K=05
I
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Sistema de primer orden en lazo cerrado:

G S G i Proceso por
T(S) == 1 G ( ) i U::z:qnbcllg co:)frolgr o
+ G(s) - H(s) Q) 2o = 6_
En lazo abierto N
G(s) = Ge(s)+ Gp(s)
Y que H(s)=1
KLA KLA K
T s+1 1+ K LC
T(S) - - KLA - Tra :A_|_ 1 N TrLcS + 1
1+ T,a-s+1 1+Kp4
Kia

Kic = ——— — ganancia en lazo cerrado

TLA :
— constante de tiempo en lazo cerrado

‘t = ————
L7 14+ Ky
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Variando Ks entre O y 5 tenemos:

0.35
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En el plano s tenemos:

0.8

0.6

2 =
(OIS

g Axis
=

Ima

| | |
= o= =
o > N

|
>
(e

=il

Root Locus

Desplazamiento del polo de
lazo cerrado hacia la
izquierda del eje real debido

a incrementos de ganancia K
N
-~
<%
K Polo de
lazo
abierto
p=-2
] 1 1 1 1 1 1 1 1
=5i=460—d 35 R=aE= 60 =20 =i = =050 ()

Real Axis
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Conclusion: en el analisis de lazo abierto vemos que el
incremento de la ganancia Ks, ante una entrada escalon, no
afecta a la velocidad del sistema ya que su polo permanece en la
misma posicion, en cambio en el lazo cerrado el polo se
desplazara hacia la izquierda como consecuencia del incremento
de Ks por lo que la velocidad del sistema se hace cada vez mas
rapida.

La representacion de los polos de lazo cerrado ante la variacion
de ganancia se denomina lugar geométrico de raices
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Sistemas de 2do orden:
d? d
d—ti}+d—i]a1+ao-y=b0-r(t)
Aplicando la transformada de Laplace obtenemos la funcion
transferencia:
Y(s) b
R(s) sZ+ays+ag
Segln sean los valores de ao respecto de al el sistema de 2do orden
puede ser: (o A
v’ Sobre-amortiguado. _ o A
v’ Criticamente amortiguado.
v’ Sub-amortiguado.
v' Libre oscilatorio.

G(s) =
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Por ejemplo para un sistema masa-resorte-amortiguador
tenemos que su funcion transferencia es:

1
ms? + Bs+ k

G(s) =

B 2 .
amortiguador

. J

Analizando las raices del polinomio caracteristico (polinomio
del denominador) nos permitira obtener el comportamiento
del sistema para distintos casos.



oy ® FACULTAD
UPI ] NACIONAL Ei':' DE INGENIERIA
I | 7 UNaM

DE MISIONES

ANALISIS CUALITATIVO DE LA RESPUESTA DE UN SISTEMA

Realizando un arreglo matematico del polinomio caracteristico tenemos:
s2+ 2 lw,s + w2 =0

Donde:
Kk : :
W, = = — frecuencia natural no amortiguada
A 1 t iento del sist
= ————=-> amortuguamiento del sistema
2\Vkm

La importancia de numero A radica en que se le pueden asignar diferentes
valores con lo cual el comportamiento resultante del sistema sera

totalmente distinto
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Respuesta libre oscilatoria A = 0 los polos resultantes son
complejos con parte real nula.

Respuesta criticamente amortiguada 4 = 1 los polos son
reales repetidos.

Respuesta sobre-amortiguada A > 1 los polos son reales
distintos.

Respuesta sub-amortiguada 0 < 4 < 1 los polos seran
complejos conjugados con parte real distinta de cero.
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Analisis del sistema de 2do grado en lazo abierto:
Gc(s) =K

wy,
G (S) = s . R
’ S(S U 2/10)71) Ganancia S;i‘tftlllll;zige
G(S) = GC (S) . Gp (S) R ajustable érado 5
, —> K G >
G(s) = Kwj, L )
S(s + 2Awy,)

0<K<10,1=0.5w, =2
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Step Response
1 I

—
=
=

Como podemos
observar el sistema
es incapaz de
seguir la referencia
ante una entrada
escalon.

Amplitud
I I T S - S =)
1 1 ] | ] 1 | 1

OC

1 1 1 1 1 1
25 3 35 4 45 5
Time (sec)
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Lazo cerrado:

GC (S) =K ( Sistema de h
W 2 Ganancia segundo
G (S) — n e ajustable grado v
p S(S + Zﬂ.a)n) )\/\ ~ K G,(9) >
G (S) + =
T(s) =
1+ G(s)-H(s)
- J
Kw?
T(s) = -

s24+ 2Aw,s + Kw?
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En este caso Y
observamos que la L~
respuesta para valores
de K mayores a 1.8
(comportamiento

subamortiguado) el
offset es minimo.

Amplitude
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Para disenar sistemas de control es necesario identificar
ciertos parametros tanto en el régimen transitorio como
en el permanente. Por lo tanto si se tomara como
referencia el comportamiento (salida) de un sistema de
2do orden sub-amortiguado ante una entrada escalon.
Los parametros a tener en cuenta son:
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Maximo pico de sobreimpulso MP: es la maxima
sobredesviacion de la respuesta respecto a su valor final.
Tiempo de pico Tp: el tiempo en el que se alcanza su
maximo pico de sobreimpulso.

Tiempo de asentamiento Ta: tiempo que necesita el sistema
para alcanzar su valor final (4T71).

Tiempo de elevacion Te: tiempo requerido para que la
respuesta pase del 10% al 90% de su valor final.
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Respuesta sub- of e —
amortiguada de un ol /
sistema de 2do . i
orden para una oo L
entrada escalon

unitario.

0.6 -

04

0.2

L ] ] ] L L L L L
0

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Te Tp Ta
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