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Procesamiento Dlgltal de Sefales
Unidad 2: Transformada Discreta de Fourier y

T ———



La DFT y la serie de Fourier de Tiemp‘f

Discreto

« A continuacion se vera como utilizar la DFT para el calculo
de la serie de Fourier de Tiempo Discreto.

 Comparando las ecuaciones.

rN_l —‘]'Z—Tcnk
DFT: X[k]=- Z_(;X[n]e N paranggN_l

| O, para otros valores de &

SFTD: a, = 3 alnle *C=V.

n=<N>



La DFT y la serie de Fourier de Tiempos

Discreto
« A continuacion se vera como utilizar la DFT para el
calculo de la serie de Fourier de Tiempo Discreto.

Comparando las ecuaciones:
(N1 _]2_7t &

x[n]e para O < k< N —1
DFT: XI[k]l=- Z

| O, para otros valores de k&

SFTD: « = L
/ G=(V) La ventana de tiempo puede
ser cualquiera siempre y

Factor de escala cuando abarque un periodo




La DFT y la serie de Fourier de Tlempov

Discreto
« En definitiva, se pueden considerar expresiones
equivalentes salvo una constante igual a 1/N

A —]'2—Ttnk
DT T e e A

0, para otros valores de &
SFTD: @ == %x[n]e e,
*Es importante que |la ventana de datos de la DFT abarque

exactamente un periodo
*Se puede concluir que tienen las mismas propiedades




Propiedades de la DFT

1) Propiedad de linealidad

ax,[n] + a,x, [n] <= a X [k] + a,X, [K]
1) Desplazamiento en el tiempo
x[n—ngluean < Wa'© X[k] Wy =e /TN

1) Desplazamiento en frecuencia

WN_knO x[n] <= X[k — kO] mod N



Propiedades de la DFT

* Notando que las variables n y k de la DF T deben estar
restringidas al rango o<n, k<N —1

» Asi, los corrimientos x[n—n,] o X[k —k,] implican:

x[n _no ]modN OX[k_kO ]modN
* Lanotacion [m],, . Significa [] = m+iN
siendo i un entero (positivo o negativo) tal que

0<[m],..v <N-—1

En definitiva, el corrimiento es circular



Propiedades de la DFT

 Ejemplo de corrimiento circular en DFT:

Si x[n]=3S[n—3], luego
x[n—4] ue =0[n—T] qe =0[n—7+6]=3[n—1]

x|n] _ ii{Z]— 4] .




Propiedades de la DFT

4) Conjugacion:

x* [I’l] == X* [_k]modN

4) Inversion temporal:  x[—nl__ <= X[—Kk]l__ 4~

4) Dualidad: X[n] <= Nx[—k]

mod N

4) Convolucion circular:  x,[n] ® x,[n] <= X,[k] X,[k]

1
4) Multiplicacion: xi[n]x;[n] <= —= X, [k]® X, [K]



Coeficientes de la serie de Fourier de; s

s ggi ARBRAE RS

Senales periodicas digitales 205040 p oy
x(n) x(N+1)=x(1) DC component kfy=0xfy=0 Hz
A : |c I 1st harmonic kfy=1xfo=fo Hz
x(1) . _ \\ .'"'; a: Other harmonics ... ' ¢ / y Other harmonics ...
Oy 2! J  agll b dlriEd RS
T X +—>n ! 1 ! t
0 N >r\ —fs/2 _fO £ fs/2 fs_ fO fsfs+ fo f
To=NT x(N)=x(0) / D =g _ Hz

2nd harmonic kfy=2xf,=2fy Hz

- Solo |a porcion entre las frecuencias —f, /2< f< f. /2
representa toda la informacion espectral de la senal (two sides
spectrum)
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Relacion entre la banda k

kog .. -
© = _Nl (radians per second),

f=" @),

La resolucion en frecuencia es:

Wy i _
Aw = N (radians per second),

af =2 (o)



Ejercicio:

« Dada una secuenciax{n]=[ (1) 2 3 4]cuyaDFTde4
puntos resulta X (k)=[ 10 —-2+,;2 -2 -2-,2],dada
una frecuencia de muestreo de 10 Hz,

— Determinar el periodo de muestreo, los indices de tiempo, y la
estampa de tiempo para la muestra x[3]

— Determinar la resoluciéon en frecuencia, el numero de bandas, y
mapear en frecuencia cada coeficiente de la DFT




Espectro de amplitud y espectro de
potencia

Power
spectrum or
amplitude

DSP
processing

x(n) DFT or FFT scectiim | O N2 N1
%
— 21X =~/ (Real X (0)])2+ (Imag[X () i
- A’ She ) B .’V . g TV ’
k=0.1,2.... N—=1. Espectro de amplitud a dos
lados (two sides)
_ [¥1X©)], k=0 - i
A= N . Espectro de amplitud a un lado (one side) (se
v X(®,  k=1,....N/2 preserva la energia de la sefal)



Espectro de amplitud y espectro de
potencia

0T & N-1 Xk
To=NT J DSP Power
) spectrum or
—— | processing —¥ amplitude
x(n) DFT or FFT
spectrum

1
N2
m0002 000 N'=1,

|X(k)|2: NL {(Real[X(k)])qu (Imag[X(k)])z},

2

Py =

~

0 N/2 N-1

[e———>
NAf

f= ki /N

Espectro de potencia a dos
lados (two sides)

- {xl,,|x(o)|2 k=0 Espectro de potencia a un lado (one side)

IXK]> k=0,1,...,N/2

N2



Ejercicio de espectro de amplitud y

votencia
« Dada la secuencia: 4

T0=NT

« Asumiendo una frecuencia de muestreo de 100 Hz,
calcular el espectro de amplitud, fase y potencia.
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Ejercicio de resolucion espectral ﬁ;“"n&mmwm

ITOLOROM0 A orem

* Considere una secuencia muestreada a 10kHz, si se
utiliza una DFT de 1024 para calcular el espectro:
— Determinar la resolucion espectral
— Determinar la frecuencia mas alta
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x(n) (original signal)

Windowed x(n)
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Efecto del Ventaneo de Datos

Efecto del ventaneo en el modulo de la Transformada
de Fourier

Caso 1: Ventana rectangular (Truncamiento de Datos)
Considere la siguiente sefnal con tres componentes sinusoidales:

Con frecuencias de 10Hz, 20Hz y 21Hz, con amplitudes iguales a 1,
la frecuencia de muestreo es igual a 60 Muestras/s



1.0 ~ ?
0.8 A

0.6

Modulus

0.4

0.2 1

ARRREEE A

o\

0.0 ]
0 5 10

Frequency (Hz)

15

20

T = 0,6 segundos

N = FsT =36

Resolucion = 1,66 Hz
=1/T



Modulus

ETERERRXXEBERASAAE

RN & o &

0 5 10 15

Frequency (Hz)

T = 0,8 segundos

N=FsT =48

Resolucion = 1,25 Hz
=1/T
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SOMORONOED A Crvnm

N T = 1 segundos
X e N = FsT = 60
Resolucion = 1 Hz =
| 1/ T
£ (considerar que el
s tiempo de
observacion no
AWV LYYV incluye un numero

0 5 o 120 25 % entero de periodos

Frequency (Hz)



TR
#f' :‘ f\ 4 Q
W\"'jl i

13}1 ﬁﬂmw@ms

¥

Efecto del Ventaneo de Datos

et ,0,1:0[94/?0 AOrmm

T'=1,5 segundos
1.0 - 0 °‘ N - FST= 90
Resolucion = 0,66 Hz

0.8- 1 I
\:\ 4 [ |
P I =1/T
< H il |
0.4 1 v

Frequency (Hz)



T =2 segundos

1.0 - o $1 N=FsT =120

| Resolucion = 0,5 Hz
=1/T

Modulus

1 . [ | K] . | | A A A
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Frequency (Hz)



Efecto del Ventaneo de Datos

T =3 segundos
1.0 ' f"[? N - FST= 180
1 Resolucion = 0,33 Hz

0.8
i =1/T
= ]
.g 0.6 !
o] i
= !

0.4 i

0.2 H

0.0 n— . T . T l’ T - . f

0 5 10 15 20 25 30

Frequency (Hz)



Efecto del Ventaneo de Datos:

Resolucion en Frecuencia

I' =4 segundos
o oo N = FsT =240

; ] Resolucion = 0,25 Hz
=1/T




Efecto del Ventaneo de Datos:

Resolucion en Amplitud

° e T=156 s
~20 - .---- Windowed Signal (Hanning) fS _ 50 HZ
A1 =1, A2 = 0,001
2 Comparacion entre la
" ventana rectangular
(truncar) y ventana
~1404 R de Hanning

Frequency (Hz)




La DFT y la Transformada de Fourier de P
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-Ejemplo: Graficar la Transformada de Fourier
de Tiempo Discreto de la siguiente senal:

{1, 0<n<N, -1
x[n] =

0, para otros n
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La DFTy Ia Transformada de Fourier de #i
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-Ejemplo: Solucion por TFTD

Nl
X (&™) = Ze_mn _ sen(wN, /2) .
i sen(w/2)

=

w

IX(eM)]
N ¢
(8] N o w o S

_
)
T

H
w




La DFT y la Transformada de Fourier de iy

Tiempo Discreto (TFTD g

- Ejemplo: Resolucion por DFT
- La definicion de la DFT es: —j—kn

x[kj= {2t T paraO<k< N

, para otros valores de k

S

- En Matlab, el comando asociado a esta transformada es fft

fft Discrete Fourier transform.
fft (X) is the discrete Fourier transform (DFT) of wvector X.
For length N input wvector X, the DFT is a length N vector X,
with elements
N
X(k) = sum X (n)*exp(-j*2*pi*(k-1)*(n-1)/N), 1 <= k <= N.



-Ejemplo: Resolucion por DFT

- | Ejemplol.m | +
3= clear all ;
2 clc
45
3
4= N=10;
5= N1=5; 3.57
6 — x=[ones(1,N1) zeros(1l,N-N1)1; 3t
= X=Fftix).; o5
x
8
9= w=0:2*pi/N:2*pi* (1-1/N); s
10 — figure (1) '
3 £ stem(w, abs (X))
162 xlabel('w') 0.5¢
3= ylabel (' [X(k)|") 0




La DFT y la Transformada de Fourier de

Tiempo Discreto (TFTD)
-Superponiendo al resultado TFTD:

Ejemplol.m [ +
2 3 clear all
2 == clc
3
4= N=10;
5= N1=5;
6 — x=[ones(1,N1) zeros(1l,N-N1)]1;
T X=fft (x)-
8
9 — w=0:2*pi/N:2*pi* (1-1/N);
10 .= figure (1)
125 stem (w, abs (X))
F 2 xlabel ('w')
3= ylabel (' [X(k) | ")




La DFTy Ia Transformada de Fourier de #ii

s ggi WB‘P&Y@M@

OfOIQArfaﬁﬂ’Wm
.Se puede aumentar las muestras en frecuencia
Ejemplol.m +
1— clear all
2= clc
3
4 — N=32;
6 — x=[ones (1,N1) zeros(1l,N-N1)1]; =
7 - X=fft(x); =
8
9 — w=0:2*pi/N:2*pi* (1-1/N);
10 — figure (1)
L= stem (w, abs (X))
1 — xlabel ('w')
152 = ylabel (' |X (k) ]|"')

Zero padding (completar con ceros) Se mejora la resolucion (pero, en algunos, casos

de forma artificiali



La DFT y la Transformada de Fourier de
Tiempo Discreto (TFTD)

e Efecto de truncamiento de los datos:

Considere una senal de longitud infinita de la cual se desea obtener la TFTD
utilizando DFT

Es necesario restringir la duracion de la sefal (por una cuestion
computacional).

Esto puede ser modelado como el producto de la senal x(#)
por una ventana (77) (ventana rectangular).

x(n)
4 Xy (1) = x(n) - w(n)

- w(m)=1 0<n<N-1

| I I T =0 otherwise
T, ‘.9? _

0 113

_ N-1 .
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La DFT y la Transformada de Fourier de

Tiempo Discreto (TFTD)

* Efecto de truncamiento de los datos:

Asi, al realizar el calculo de la DFT de las muestras seleccionadas, se realiza en
realidad un muestreo de la TFTD del producto  x(#) w(n)’0r propiedades de
TFTD, se verifica que la transformada de este producto corresponde a la
convolucion circular de las transformadas individuales. Por lo tanto se
obtienen muestras de un espectro de x(#) distorsionado.

x [n]= x[n]w[n]«—"— X (/°) = 2_171 I XYW ™)do



La DFT y la Transformada de Fourier de

Tiempo Discreto (TFTD)

- Efecto de truncamiento de los datos:
Ejemplo: determine la TFTD de la siguiente sefial: x[n]=a"u[n], cona=0,99

Senal de evolucion muy
lenta

1 | | | L 1 1 |
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
n



La DFT y la Transformada de Fourier de !
Tiempo Discreto (TFTD)

a;pi;';g:gi ﬁ%%ﬁlmﬂmﬂ
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- Efecto de truncamiento de Ios datos
Por def|n|C|on X(e’w) Za”e jon—

100

1- ae_j‘” 1-0, 99€_j®

Espectro concentrado

= J : en bajas frecuencias




La DFT y la Transformada de Fourier de

Tiempo Discreto (TFTD)

. Efecto de truncamiento de los datos:
Haciendo el calculo de DFT con truncando en 32 muestras

O n 1 L Il 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000




La DFT y la Transformada de Fourier de

Tiempo Discreto (TFTD)

. Efecto de truncamiento de los datos:
Hac:|endo eI calculo de DFT truncando en 32 muestras

100

—O DFT
PO ——TFTD |

En rojo se ilustra la
TFTD de la senal x[n]
considerando duracion

80

70

60

Z wf ] infinita

x
ol ] En azul las muestras de
20 ] la DFT truncando en 32

20 ] muestras
10 %wj : ;, Qué puede observar?
nLed O OO oo0o00 SO OO OO 610
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— TFTD x[n]
0 r —— TFTD wn]
TFTD x{n]

70 .
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X(e™)]

90

80

70

60 |

0

— TFTD x[n]
TFTD x{n]
— DFTx1n]

T




DFT y TFTD

-Zero padding: si agregamos ceros a las senal truncada,
obtenemos un espectro con mejor resolucion, pero
continuara siendo el espectro de una senal truncada, no

de la verdadera senal

-Lo ideal es incorporar mas

muestras de la senal de
duracion infinita

X(e)]
o

=
o
T

(%]
T

N
o
T

N
o
T

o

il

@

— TFTDx[n] | 4
TFTD x{n]
—© DFTxtn]
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6.3 6.4 6.5

5.8 b b



