1.4 UNIDAD 4: TRIGONOMETRIA

La Trigonometria es una parte de la matematiceegtualia las relaciones entre los lados
y angulos de un tridngulo rectangulo. Estas somdeha utilidad para resolver problemas en
diversas ramas de esta ciencia o de otras, coffgida, la quimica, la astronomia, etc.

La trigonometria (etimolégicamente “mediciéon de angulos”) fue ineata por los
astronomos griegos para calcular los elementos dedngulo (sus angulos y lados).

l1.4.1 Sistemas de Medicién de Angulos

Para la medicién de angulos se tienen en cuentastis “sistemas”.
Primeramente, es necesario realizar una revisibooteepto de angulo.

Definicion 1

Angulo es una parte del plano limitada por
O dos semirrectas (lados del &ngulo), que tienen un
origen en comun, denominado vértice (O).

Definicion 2

Dadas dos semirrectas; Ly L,, con
origen comun,angulo es la porcion del plang
generada por el “barrido” (giro) de; Lhasta
coincidir con L,

Asi pueden darse dos posibilidades: cuando seegisentido contrario al de las agujas
del reloj (antihorario) se considera “angulo pesitiy cuando se gira a favor de las agujas del
reloj (horario) se considera “angulo negativo”.

En particular,

Si el origen de las semirrectas coincide
con el centro de un circulo (de radio r), las
semirrectas determinan un “angulo central” del
circulo.

La medida, o medicion de un angulo consiste en asociar a todo angulgldab un
namero que caracteriza su abertura (la parte @eloptomprendida en el interior del angulo).
Para medir un angulo se pueden utilizar unidadeisti@tos sistemas de medicion.
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I11.4.1.1 EI Sistema Sexagesimal
J - ¢, Cuantos grados

Este sistema tiene como unidad de medidaratio | Sexagesimales mide:

Sexagesimal Simbolo: ). Eg 32 2283:8 lrlsgt(())??

c) un angulo de giro?

Definicion
Un grado sexagesimal es la medida del angulo cdiceéen el centro de up
circulo (dngulo central), de amplitud igual a 1® 2&as parte del mismo.

Si se divide un grado en 60 partes se obtiene natm(’ ) y si se divide un minuto en
60 partes se obtiene un segundb)( Mas alla, se utilizan divisiones decimales skgundo
(0,1"; 0,0T; etc.).

I11.4.1.2 EI Sistema Circular

En este sistema la unidad de medida eadan y se indica “rad”.

Si se considera una circunferencia de radio r yroed, y se genera un angulo central
por la rotacion de la semirrecta OX, se obtieneestdbcircunferencia un arco AB de longitud L.
Al efectuar la razon entre la longitud (L) del ad=ierminado y el radio de longitud r, se obtiene
un valor adimensional L/r que es la medida dguémenradianes

Definicion y . ] o longituddelarco
Un radian es la medida del angulo con vértice erj el . -
longituddelradio

centro de un circulo de radio r, cuyos lados datermsobre
la circunferencia un arco AB de longitud igualadlio.

=q rad

11.4.1.3 Equivalencia entre el Sistema Sexagesahy el Circular

Se puede establecer una equivalencia entre estemas, considerando el cociente (en
radianes) entre la longitud de una semicircunfesethe perimetrortradio y el radio. Este sector
circular corresponde a un angulo llano que mide°1@@xagesimales), por lo que se obtiene la
relacion:

1T radianes = 180 °

En general, si ° es un angulo en el sistema sexagesinagaleg un angulo en radianes, se
tienen las siguientes expresiones:

0 $® Una milla maritima se define como la longitud dedoa
a’ = 180 subtendido en la superficie de la Tierra por uruémgue mide
T 1 minuto. EIl didmetro de la Tierra es aproximadaeg.927
millas (terrestres). Determinar la cantidad ddawsi(terrestres
a, = n a° gue hay en una milla maritin
180"
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T Intentar lo siguiente
1. Calcular en radianes los siguientes angulos péatiest 0°, 45°, 90°, 270° y 360°.
2. ¢Cuantos grados mide un anguldldadian?
3. ¢Cuantos radianes mide un anguld dgado?
4. Sisetoma a como 3,14 ¢ qué valor en radianes se obtiene?

[11.4.1.4 Sistema Cartesiano Ortogonal

Anteriormente, se ha representado al conjunto si@lmneros reales en una recta. Si se
consideran dos rectas (de numeros reales) quaessecan perpendicularmente en un punto O,
estas constituyen los ejes dedtema cartesiano ortogonalel cual sirve como referencia para
establecer las coordenadas de puntos del plano.

Los ejes coordenadc (generalmentg Y
denominadoséje X’ o0 eje de abscisay “eje ' o eje 2° cuadranté  1° cuadrante
de ordenada$ dividen al plano en cuatro sectores
llamados cuadrantes Cada punto del plano queda 0 X
asociado a un par ordenado (a; b) de nimeros rgales
determinando: 3° cuadrant¢  4° cuadrante

el primer cuadrante:@ 0" ObOO".

el segundo cuadrantefad” Ob O O7
el tercer cuadrante:@0 ObO 0O~
el cuarto cuadrante:0 0" Ob O 0"

Entonces, como un angulo es invariante respectsudgosiciéon en el plano y con el
anico motivo de facilitar definiciones, propiedadesalculos, es conveniente referirlo a un
sistema de coordenadas cartesianas ortogonales.

s
Un angulo se encuentra en posicion \
normal si su vértice se ubica en el origen|de a
coordenadas O y su lado inicial coincide don - X 0 X
el semieje positivo de las abscisas
-y

De esta forma al primer cuadrante le correspondgnlds desde 0° hasta 90° (tomados
en sentido antihorario), el segundo cuadrante dé@tlkasta 180°, el tercer cuadrante desde 180°
hasta 270° y el cuarto cuadrante desde 270° hé@dta 3

Al seguir girando en ese sentido .
obtienen angulos mayores a 360°% - ¢Son Verdaderas o Falsas estas proposiciohes?

ejemplo un angulo de 1125° seran 3 gif 1. un angulo de 300° esta en el cuarto cuadrante
y 1/8 y estara en el primer cuadrante, | 2. un angulo de 120° esta en el primer cuadrante
angulo de-120° tendra sentido horario | 3- Un angulo de 1500° esta en el cuarto cuadrante

estara en el tercer cuadrante.
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l1.4.2 Relaciones Trigonométricas de un Angulo

a) Sea un triangulo rectangulo ABC (con el angelda en A).
Las medidas de sus lados son a, b y c. Sus angtdo®res son
a, By el angulo rectoy.
El lado b se denominzateto opuestaal anguloo.
El lado ¢ se denominzateto adyacenteal anguloo.
El lado a se denomir@potenusadel triangulo. A C B

Se pueden encontrar las razones entre los catéddspotenusa respecto a un determinado
angulo, (por ejempl@). Los valores que se obtienen son nameros reaiesdgpenderan del
valor del &ngula. Estas razones se conocen como relaciones trigétnoas y son seis:

el senadel anguloa: seng = b
es el cociente entre ehteto opuestaa y lahipotenusa

el cosenadel anguloa: cOSq = c
es el cociente entre ehteto adyacenteaa y lahipotenusa a
la tangente del angula: tga =~
es el cociente entre ehteto opuestaaa y el cateto adyacente o. o
la cotangentedel anguloa: ctga = c
es el cociente entre ehteto adyacenteaa y el cateto opuesta o. b
la secantedel anguloa: secq = 2
es el cociente entre lapotenusay el cateto adyacentea a. c

) a
la cosecantalel anguloa: coseca = 5
es el cociente entre lapotenusay el cateto opuesta a.

Las tres primeras se denominataciones trigonomeétricas directas Las tres ultimas son las
relaciones trigonométricas reciprocasle las anteriores. O sea, en simbolos se puedbies

1
Seca = ctga =——

coseca = ; ;
sena cosa tg a

Valores de seno y coseno para algunos angulos tiizados, del primer cuadrante.

0° 30° 45° 60° 90°
seno 0 1/2 N212 V312 1
coseno 1 J3/2 N212 1/2 0
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#» Si se tienen tres triangulos rectangulos C,
semejantes (como en la figura), rectangulog en

Ay B=30° conBA=3cm, BA=5cmy 1

BA3 = 8 cm respectivamente. ¢Qué se puede

decir de los cocientes CA/BC en los ties -

casos? B A A A

Los cocientes CA/BC corresponden a cateto opuwsiogulo B dividido la hipotenusa
de dicho angulo, con lo que se estaria calculahdsemo del angulo B. Como se ve, los
cocientes son iguales, o sea:

senB = serge = L1 = Cofp _ Cafs _ 5
BC, BC, BCs

De igual forma, se obtienen razones iguales, sicaleulan las demas razones
trigonométricas mencionadas anteriormente.

Si se tienen dos triAngulos rectangulos Co
(como en la figura), rectangulos en A, con=B30°
y B, = 45°. ;{Qué se puede decir de los cocientes
CA/CB en los dos casos? C

En el primer caso, se ha calculado

sen 30° = 1/2, y en el segundo caso sen 4%:

Conclusiones

Los valores de las razones trigonométricdependen del valor del &anguld
considerado.

Para un mismo angulo, las razones trigonométrices mantienen
independientemente de la longitud de los lados$ridelgulo.

b) Seaa un angulo de posicién normal y P(x, y) un puntbrscel lado terminal del
angulo.

Se forma un triangulo rectdngulo que tiene: como
cateto opuesto &, como cateto adyacentexa y
como hipotenusaa

Por el teorema de Pitagorasr = 4 x2 + y2

X
Por lo tanto: sena = Y , cosa=—

r r

92




SISTEMA DE ACCESO COMUN A LAS CARRERAS DE INGENIERIA DE LA UNaM

y
Si se efectta el cociente de estas dos expresignesa: sena _ r _ Y
cos a X X
r
El segundo miembro corresponde a la definiciotadgentedel angulo, por lo que se
tiene:
sena
tg a=
CoSa

T Intentar lo siguiente

1) Completar la tabla anterior con la tangente deéfapilos dados, utilizando para ello
la dltima relacion obtenida.
2) Utilizar la calculadora cientifica para calcularngge coseno y tangente de los
siguientes angulos:
0°; 32°;45°;16° 35" ; 60°; 260° 32" ; 300°.
3) Utilizar la calculadora cientifica para calcularnge coseno y tangente de los
siguientes angulos:
2 rad; 5,5 rad; 1,2 rady ead; 3/2mtrad; 5/6mrad.

4) Obtener (con calculadora) las relaciones trigondoe& reciprocas, para los angulos
del item 2.

[11.4.2.1 Signo de las Relaciones Trigonométricas

En los célculos realizados en el item 2 del ejercamterior, algunos de los valores
obtenidos tienen signo positivo y otros son negativ

Esto se debe a la posicion del punto P en el plsemgin en qué cuadrante se ubique el
punto P sus coordenadas iran tomando signo posithagativo segun corresponda; por lo tanto,
aplicando las definiciones de las diferentes rela&s trigonométricas, su signo dependera del
signo del cociente efectuado y éste, a su vengsignos de& y dey (conr O O%).

Y Intentar lo siguiente
Completar la tabla con los signos que correspondan:

sena COSa tg a cotga | seca |cosean

1er
cuadrante
2(10
cuadrante
3er
cuadrante
4t0
cuadrante

+ + + + + +
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[11.4.2.2 Relacion Fundamental de la Trigonometra

Seaa un angulo cualquiera en posicion normal y sea P(xyn punto sobre el lado
terminal del &ngulo.
Por definicion:

X
sena = l, cosa = — [1] Relacion
r r fundamental
Por el Teorema de Pitagorasixy’ = I sefo + colq =1

2 2 2
Dividiendo por f: (ﬁj + (lj = (Lj
r r r

Reemplazando por [1]: (sed’ + (coso)® = 1

[11.4.2.3 Relaciones Trigonométricas Inversas

Si se conoce el valor de la relacion trigopnométgiea posible conocer el valor del angulo
correspondiente?. O sea, sSi se sabe que sdh5 entonces ¢,se puede saber cuanta?ale

La respuesta es afirmativa: se utilizan las refeso inversas. Cada relacion
trigonométrica tiene su inversa. En el ejemple:arc sen 0,5. Si se hace la pregunta ¢ cudl es el
angulo cuyo seno es 0,5?. La respuesta es 3@dndas: arc sen 0,5 = 30°.

En general:
Sisena=b=a=arcsenb En la calculadora o en algunos texios
Sicosa = b= a =arc cos b se utiliza el simbolax = sen™ b.
Sitgo=b=a=arctgb

Ejemplo: Si sem = V212 = a = arc ser/2 /2 =14.

T Intentar lo siguiente
Hallar: 1) arc cos (-0,8) 2) arctg 2 3)arcsen 4

[11.4.2.4 Coordenadas Polares (Aplicacion de las relacionesgonomeétricas)

Si se conoce un punto P(x; y) en coordenadas y
cartesianas es posible determinar su posicion P
mediante otras coordenadas, denominadas
coordenadas polares r

Para ello se debe conocer la distancia desde el y
origen al punto P(r) y el angulé (en posicion
normal). \

Las coordenadas polares son: r (radio vector) y S
0 (argumento), y se escribe P{); 0 X X
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Célculo ded: tg H:l - 8 = arc tgl
X X
Célculo de r: r=yx2 + y2

También, conociendo el punto R{y,se pueden obtener las coordenadas cartesiamcéen)dea

Y

X
- y=r-send cosfd=- - XxX=r-cos@
r r

Calculo dexey. send

Y Intentar lo siguiente
a) Hallar las coordenadas polares de los pur(@s4py Q(5; 0)
b) Hallar las coordenadas cartesianas de loopui(B; (7/6x) y S(2; 90°).

[11.4.2.5 Circulo trigopnométrico

Si se considera un circulo de raddo= 1, con centro en el origen O del sistema de
coordenadas cartesianas y un angulo ceatcalmprendido entre las semirrectas OX y OX’; sea
P un punto del plano de coordenadas (X, y) qua ggdrseccion de Ox’ con la circunferencia,
y ademéas R = OP =1, queda determinado un tridmgatangulo (como el de la figura del item
[11.4.2.b) sobre el que se pueden aplicar las s trigonométricas.

Entonces: y 4
sena =y cosea = 1/y 7 P X’
coso = X sean = 1/X / o

O X
tga = y/x cotga = x/ly
y P\

a) sera = PM
b) cosa =OM
c) tga =P'M’

T Intentar lo siguiente
En el circulo trigonométrico de la figura se ha r=
marcado un angula, demuestra que: \ o

[11.4.2.6 Funciones trigonométricas (circulares)

Se puede observar que para cada angulo se obtieradar correspondiente del seno, del
coseno o de la tangente. Es decir, que se puedelexsir una funcién entre los valores de un
angulo y su correspondiente valor de la relaci@omrométrica. Es por eso que se obtiene una
funcion (denominadé&uncién trigopnomeétricaentre un valor de variable independiexrtgéngulo
en grados o en radianes) y un valor dependigr(ten nimero real) que es la imagenxda
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través de una relacion trigopnométrica. Por ejemple, senx 6 y = cosx son funciones
trigonométricas. También lo son las demas relasi@séudiadas.

Si se llevan los valores dey de )y sobre los ejes cartesianos es posible obtenerafica
de la funcién trigonométrica.

111.4.2.7 Relacién entre los valores de las Funmnes Trigonométricas de un Mismo Angulo

Entre las funciones trigonométricas de un mismaukingxiste una serie de relaciones,
algunas de las cuales veremos a continuacion.

a) sefa +cosa=1 b) tga = ¢) ctga="%
cosu sem
d) sex= ! e) coseca = 1 f) tga= 1
cosu sem ctga
0) tgzor +1= = secq
co< o

T Intentar lo siguiente
Aplicando las relaciones anteriores, calcular tddasunciones ded”, sabiendo que:

a) sem =0.70; 2° cuadrante b) ¢ag=-2; 4°cuadrante

[11.4.2.8 Identidades Trigonométricas

Son igualdades entre relaciones trigopnométricassgueumplen para cualquier valor de
los &ngulos que intervienen en la identidad.

Aquellas que contengan secantes, cosecantes ygeotas se pueden derivar facilmente
dado que estas funciones son las reciprocas dah@oseno y tangente, respectivamente.

Ejemplo: Demostrar la siguiente identidad:? xg- sefd x=serf x. tgf x

serf x _ serf x = sefi x serf x Escribiendo en términos de sery cosx:
cos x cos X
serf x—serf x cos’ x = seff x serf x Encontrando denominador comun y restando:

co< X cos X

serf x (1-cos’ x) _ serf x
= serf x

cos X cos X

serf x serf X _ serf x
=serf x

co< X cos X

1=1 Con lo que queda demostrado.
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T Intentar lo siguiente
Demostrar la siguiente identidad: Ttg- co$ x = co$ x - ctd x.

[11.4.3 Resolucion de triangulos
[11.4.3.1 Resolucion de Triangulos Rectangulos

Los triangulos rectangulos tienen muchas aplicaspen parte porque son muchas las
situaciones en el mundo real que los comprendemtesAde resolver algunos problemas,
debemos recordar que:

a) Los angulos interiores y los lados de un tridngatiben el nombre delementos
fundamentalesdel mismo, y

b) Un triangulo queda determinado en sus dimensidnes®o si se conocenes de
sus elementos fundamentales, siendo por lo menogjeiellos un lado.

Si el triangulo es rectangulo, como ya conocemasdansus elementos fundamentales (el
angulo recto), bastaraos elementos fundamentales més, que pueden ser:

1. la hipotenusay un angulo agudo,

2. un cateto y un angulo agudo,

3. los dos catetos, y

4. la hipotenusa y un cateto.

Son éstos, los cuatro casos que se estudian esd@cion de triangulos rectangulos.

Recordemos también: B
a) que los angulos agudos de un triangulo rectanguro s
complementarioso( + B = 90°), ¢ a
b) el Teorema de Pitdgoras®(bc = &), y
c) que el area de un triangulo rectangulo es S <)Ib 2 A b C

Por otra parte, debemos tener presente que pandaralina incégnita de un problema,
mientras sea posible, debemos calcularla utilizaododatos del problema. Al proceder asi,
evitaremos que un error en el célculo de una int&égutilizada para calcular otra, se trasmita a
esta otra.

Ejemplo: Calcular la longitud b del siguienterngalo.

Solucion. El lado conocido es la hipotenusa. Eg¢tcajue A
buscamos es el adyacente al angulo conocido. dPtanto,
utilizaremos el coseno,

b 70 cm
COS A= gdyacente = b y resolvemos para b
hipotenusa  70cm C B
cos 19° = b - b=70.0,9455 - b=66,19 cm.
70cm
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Cuando resolvemos un triangulo, encontramogriadidas de sus lados y sus angulos
hasta entonces desconocidas. En ocasiones abrevestwgliciendo quéencontramos los
angulos” o “encontramos los lados”

T Intentar lo siguiente

Resolver los siguientes triangulos rectangulosllaHal area. B
a) a=234,63m. y B =60° 45" 20"
b) ¢=110,43 m. y B=32025"17" c a
c) b=30m. y c=40m
d) a=150 m. y c=120m A b C

[11.4.3.2 Resolucion de Triangulos Oblicuangulos

Se estudian cuatro casos, conocidos como clasiepss datos son:
a) dos lados y el angulo comprendido,
b) un lado y dos angulos,
c) tres lados vy,
d) dos lados y el angulo opuesto a uno de ellos.

Para la resolucion de triangulos oblicuangulosrers que tener presente:
1. el teorema del seno
2. el teorema del coseno

»  Teorema del seno

En todo triangulo, las medidas de los lados songuoignales a los senos de los lados

opuestos. B
B
a _ b _ c a _ b _ c
= = 0 = = c a
senA senB serC sem  ser3 sery
a Y
A b C

»  Teorema del coseno

En todo tridngulo, el cuadrado de la medida de dada es igual a la suma de los
cuadrados de las medidas de los otros dos, menoblel producto entre las mismas y el coseno
del angulo comprendido.

& =0+ —-2bc cos A
a
b’=& + -2 ac co$ b c
Y B
¢’ =t + & — 2 ba coy C a B
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Ejemplo: Resolver el triangulo oblicuangulo y catrusu area conociendo las medidas de un
lado (a = 30 m.) y de los dos angulos adyacentessaho (3 = 68°10" yy = 15° 20’)

Solucién. A
Calculo de A A =180% (B + C)
A = 180°- (68°10" + 15° 20 b
A = 180°-83° 30’ 0 10 NS
A =96° 30’ B p— c
Calculo de h a __b . , = a-senB
senA senB senA

b= 30-sen68°10' 30-0,92827

= - b =28,03 m.
serf6°30 0,99357
Calculode c a __ ¢ . c= ﬂ
senA serC senA
30-senl5°20' 30:0,26443
serf6°30 0,99357
Célculo del area S :% absenC - S :%- 30.28,03.0,26443 =111,17m

Y Intentar lo siguiente

Resolver los siguientes triangulos oblicuangulabjendo que:
a) A=132m.; C=148m. B =51°26' 12"
b) C =156,35 m.;a =36° 52" 12" y 3 =69° 23" 13"
c) A=176m.; B=241m. y C=123 m.
d) A=300m.; B=200m. \B =30°

[11.4.3.3 Aplicaciones de la Resolucion de Triangos

A menudo, para resolver un problema comenzamosdetarminar un triangulo que
después resolvemos para encontrar una solucion.

Directrices para resolver un problema de triangulos
1.
2. Buscar triangulos y representarlos en el dibujo.

3.

4. Expresar el lado o el angulo buscado en términoszenes trigonomeétricas conocid

Dibujar un croquis de la situacion del problema.

Sefialar lados y angulos, tanto conocidos como des@ps.

Después, resolver.
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Ejemplo 1: Calcular la altura h de un pino tal cuenos

colocamos a una distancia de 100 m. del pie da @\), la BT
medida del angulo formado entre la visual diriged copa
del pino y el suelo es de 38°. h
h 3&
Solucion.  tg 38° 100 - h=100-tg38° 100 A
h=100-0,78129 - h=78,129 m.

Ejemplo 2. Calcular la altura h de una torre cpi® (H) es inaccesible, sabiendo que si dos
observadores se ubican en las posiciones A y Baalistancia entre si de 100 m., ven la torre
bajo un angulo de 37° 45’ y 25° 10’, respectivamelif, B y H estan alineados)

Solucion. T
En el triangulo ATH:
sen A =L = h =CATO sen A
| AT |
[1] 25°10' / 37° 4%

B 100m. A H
En el triAngulo BTA, por el teorema del seno,

|AT| _ |AB| | AB | -senB
= OATOE ————
senB  senT senl

[2]

De [1] y [2] resulta

senA -senB
senl

h =CAB[

Ademas, por propiedad de los angulos exterioresidgangulo, es:
37°45 =25°10+T - T=12°3%

ser37°45'-sen25°10' ~100. 0,61222.0,42525
senl2°35' 0,21786

. h=119,50 m

h =100
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