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Disefilo de Compensadores utilizando LR

Repaso de disefio en el dominio continuo

Ejemplo 1

Compensador  Planta

R Y
(s) Qﬁe(s) m m (s)

[

Figura 1: Diagrama de bloques

Si optamos por un compensador PD nos queda:

1080

" 5(s+6)(s + 18) W

G(s)

Ge(s) =Ky(s+a) (2)
Se imponen las siguientes especificaciones de desempefio
ts=1segly M, =10%

para cumplir estas especificaciones, los polos dominantes del sistema en Lazo Cerrado deben
estar en:

4
te=—=0=4
o
—no —Tmo
M, =e v = wg= I M, = 5,458
Sy =—4=£755,458 (3

1Se utiliza la notacién seg en lugar de s (simbolo establecido por el Sistema Internacional de Unidades) para evitar
confusiones con la variable compleja s.
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Figura 2: Lugar de Raices Lazo Cerrado

La introduccién del cero del compensador PD permite que atraiga las ramas del Lugar de

Raices hacia los polos dominantes.
Para que estos polos existan, debemos imponer las condiciones de angulo al Lugar de Raices,

y asi obtener la posicidn del cero a del PD.

-------------- 5,458

T o, \ o, \‘1’1

<
-18 a -6 -4

S B - S By = +180°

ceros polos

Figura 3: Condicién de angulo

De la figura 2, para fase en adelanto (+):

By — (D1 + Py + P3) = 180 4

5,458 5,458 5,458 5,458
tan™! ( ! 4) — 180 + tan~* ( ’4 ) —tan~! (67 4) —tan! (1é 4) =180
o _ — —

a=11,14

Lo siguiente es calcular la ganancia en los polos dominantes y obtener el valor de K. Para
ello aplicamos la condicién de médulo

1

|s + a| 1080 1
Ky

[s| |s + 6] |s + 18]

|1
=%

$1,2

. 1080/ (11, 14 — 4)° + 5,458
d
V42 +5,4582 /(6 — 4)2 + 5,4582 /(18 — 4) 2 + 5, 4582

K4 =0,0608

Ing. German Andrés Xander - 2011 2 de 10



@ Facultad de Ingenieria
s ERA

|
7 Control Digital y No Lineal 2011

La Funcién de Transferencia del compensador PD resulta por lo tanto:

Ge(s) = 0,0608 (s + 11,14)
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Figura 4: Lugar de Raices del sistema con el compensador PD

Si se quiere implementar el compensador en un microcontrolador, debemos discretizamos
la G.(s) utilizando alguna técnica ya vista, eligiendo una frecuencia de muestreo adecuada.

Seleccion del periodo de muestreo

= Para sistemas oscilantes se suele normalizar el periodo de muestreo 7" respecto al periodo
de oscilacion.

= En sistemas no oscilatorios (como el caso del ejemplo anterior), el tiempo de subida ¢,
seria un factor natural de normalizacidn.

Definimos:
ty

Ny = T )

Numero de muestras por tiempo de subida.

Por ejemplo, en un sistema de ler orden el tiempo de subida es igual a la constante de
tiempo del sistema, por lo tanto es razonable elegir N, entre 4 y 10.

Sit,=0,5y N, =10, = T =0,05seg

Para sistema de 2do orden con £ = 0,7 se toma como intervalos de valores adecuados se
sitian entre wr = 0,1 — 0,6, donde w es la frecuencia natural deseada del sistema en lazo
cerrado.

Estructuras cero-polo y polo-cero

Estos compensadores introducen dos singularidades: un cero y un polo. Ademds se debe

calcular la constante K.
S+ we

GC(S):Ks+w
P

6)

El disefio en el dominio del tiempo de este método, verifica las especificaciones deseadas
bajo determinadas aproximaciones y dentro de una determinada region del plano s.

Siendo s; un punto de dicha regién, debe cumplir con las condiciones de angulo y médulo
para que sea un polo del sistema en lazo cerrado.

Gia(s) = Gc(8)Gp(s) (7)
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Condicién de angulo LGy (8i) + LG, (s;) = £180 (8)
wq
LGy (s;) + arctg —arctg = +180 @
We — O wWp —
Condicién de mddulo |Gy (si))] K |G (s5)| =1 (10)

c 2+ 2
G, (s g LT e (11)

(Wp_0)2+w§

con s; = —o0 £ jwy

Para poder resolver estas incognitas, necesitamos una tercer ecuacién. Usamos la condicién
de error estacionario de posicion o velocidad, con lo cual logramos un sistema de tres ecuacio-
nes con tres incognitas que puede resolverse por métodos numéricos.

Luego deben verificarse las aproximaciones realizadas. En algunos casos el proyecto debe
realizarse en 2 o 3 etapas, por lo tanto es mds util y sencillo proyectar estas estructuras en el
dominio de las frecuencias.

Otro cuestidn a tener en cuenta, al momento de seleccionar el polo o cero, es no cancelar
un polo o un cero de la planta que cumpla una funcién especifica.

Las técnicas de proyeccion en el dominio de tiempo discreto son idénticas a las utilizadas
en el dominio continuo, y las reglas para el trazado del Lugar de Raices en el dominio discreto
son las mismas que las utilizadas en el plano "s".

Disefo de controladores PI y PD

Accion derivativa: diferencia entre dos muestras.

U(z) (1-2"Y Kqz-1
Gol) =gy = Ko7 T - (12)
Accion Integral: integracion trapezoidal
T 14271 T z+1
GI(Z)_Ki§ 1—2z71 _Ki52—1 (13)
Control PI discreto
Tz+1
- K, + K, 1
Gp[(z) p+ 2 7.1 ( 4)
Esta ecuacion la podemos reescribir como:
T\ z+a
=(K,+ K= 1
Gpi(z) ( »+ 2)21 (15)
donde
KT — 2K,
_ 16
ol = KTk, (16)

Este controlador introduce un polo en z = 1 eliminando el error en estado estable, para una
entrada de tipo escaldon, y un cero sobre el eje real del plano z, cuya posicion dependera de la
relacién entre K, y K;
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Alm

z=1

Figura 5: Polo y cero en el plano z del compensador PI discreto

Si la intencién es simplemente mejorar el error en régimen permanente, se puede cancelar
uno de los polos de la planta con el cero (z = a) introducido por el controlador PI.
Control PD discreto
K; 2—1 _ K, T+Kqgz—a

Gpp(z) = Ky + —

T =z T z a7

donde
Kq

T K, T+ Ky

El controlador PD introduce un polo en z = 0 y un cero sobre el eje real del plano z dado
por a y que depende de la relacién entre kq, K, y T

a (18)

Diseiio

= Cancelacion polo-cero: se cancela un polo de la planta, que presente una respuesta lenta
del sistema, con el cero introducido por el controlador PD.

= Especificacion temporal: considerando que la zona 1til para ubicar el cero estd entre z = 0
yz=1

Control PID discreto

Tz+1 Kgz-1

- K, + K~ 1

Gpip(z) »+ 5,1t T 19)
K,T? +2K,T 4 2K, 2% +az +b
= 20
Grin(z) 2T 2(z—1) (20)
donde:
T2 _
| _KGT? AR, - 2K,T 1)
K,T? + 2Ky + 2K,T
2K,

4 (22)

b T K12+ 2K, + 2K, T
en conclusion, el PID tiene:
»= 1poloenz=1
= 1poloenz=0
= 2 ceros para ubicar en el plano z segiin requieran las especificaciones

= 1 cero mas que un PI discreto, esto le otorga un grado de libertad adicional al disefiador.
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Ejemplo 2

Sea

10 0,04528(z + 0, 9048)

N —
S P g O.1seg v Goa = 5 0094902 — 0, 5146)

El sistema no tiene polo en z=1 por tanto tendrd error en régimen permanente. Nos intere-
sa Unicamente eliminar el error estacionario de posicién. Para ello usamos un PI. Con el cero
del PI cancelamos un polo de la planta. El polo a cancelar, debe s er el que se encuentre mas
proximo a z=1, y de esta forma aumentar el margen de estabilidad del sistema. Por lo tanto el
cero del PI esté dado por:

KT — 2K,
— = -0,9094 23
KT + 2K, ’ @3
Obtenemos
By 1,054 24)
K,
si elegimosK, = 1
1
K. — N 4 25
"= 1054 0,949 (25)

de esta forma

T\ z+a
=|K,+ K;,— 2
GPI(Z) ( p+ 12)2_1 (6)
- 4
Gpi(z) =1, 047% 27)
y la funcidén de transferencia a lazo abierto:
1,047 x 0,04528 (z + 0, 9048)
J(2) = = 2
Gtal2) = Gp1 Gpa (z—1) (2 — 0,8146) (28)
0,047 (z 40,9048
Gla(z) = ( ) (29

(z—1) (z — 0,8146)

los polos en lazo cerrado se encuentran en z; 2 = 0,8844 £ 50,2778 por lo tanto el sistema
resulta estable y el error estacionario para una entrada escalén es nulo.

Ejemplo 3
Ahora queremos aplicar a la planta un PID discreto, donde el coeficiente K, = 5.
, z—1 ooz —1

K, = ill)n T Gio(2) = ll—>m1 —7 Gpip Gpd (30)

KT z+1 Kz z-1
Gla(Ker 9 Z—lJr? )Gpd (3L

z—1 _|z—1 KTz+1z—-1 Kjz—-12z-1
T Gl“_{TKP‘L 2 z-1 T T =z T} G (32)
21 K; K, s 0,045(z +0,9048)
= R e+t (21 33
7 Kt 5 e+ G- oGm0 siay) O
0,045 x 1,9048
K,=1limK,————————— =5134K; 3

2317470, 0906 x 0, 1854 34
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si K, =5,134K; = 5

K= —2
= 5,134

Del método de cancelacién de polo-cero se puede obtener K, y Kg4:

= 0,974

224+ az+b=(z—0,9094)(z — 0,8146)

=22 — 1,724z + 0, 7408
igualando coeficientes:

KT? — 4K, — 2K 1

— 1,724 =
“ ’ K.T? + 2K,T + 2K,

2K,
K,T? +2K,T + 2K,

solucionando el sistema de ecuaciones se obtiene

b=0,7408 =

K,=1,454  K4=0,43

y finalmente

21,7242 + 0, 7408
z2(z—=1)

Gpip(z) =5,798°

Ejemplo 4
Sea

K
- 7_01
= i D6 +2) 0,1 seg

(35)

(36)

(37)

(38)

(39

(40)

Disefiar el sistema en lazo cerrado tal que se cumplan las siguientes especificaciones:
Para cumplir las especificaciones debe disefiarse un PD cuya funcién de transferencia estd

dada por:
Go(z) = 22 (41)
z
4
Ts:;:2:>0'=2 (42)
M, = '5” = wa = 3,4641 (43)
d
$10 = -0+ jwg = -2+ 53,4641 (44)
siendo T' =0, 1 seg
Py, =T =e7Tedw T = 0,77+ 50,278 (45)
0,004528 (z + 0,9048) K
G = 46
ra(2) = 20,9004 (2 — 0,8146) (46)
K 0,004528 (z — a)(z + 0,9048)
Gia(z) = 47
(%) = = =0,9090)(z — 0,8146) “47)
Ing. Germdn Andrés Xander - 2011 7 de 10



@ Facultad de Ingenieria [
7 2 YAA
Control Digital y No Lineal 2011 A/ '

Para que las raices deseadas existan, el lugar de raices debe cumplir con la condicién de
angulo.

P
JO,278 [eeerremeeneeneneee e
0
/ . 5y \93
A O
-0,9048 a i \\~0,9094
0,77 '0,8146

Figura 6: Condicién de angulo

1 @2 0,
0,278 0,278 0,278
180° = ¢ -1 ’ -1 ’ —t -1 Y
80 & 077 —a "™ 0o00d—0.77 " 077 (48)
02 03
0,278 0,278
—180° + tgt ————— —180° + tg! —————
T G814 —0.77 T 5 9004 — 0,77
o -1 07 278 o o o o o o
180° = tg 07 —a +9,4252° — 19,8516° — 180° + 81,0062° — 180° + 63, 369
0,278
180° = tg!—2—— —226,0512°
& 0,77 —a ’
0,278
—— = tg (406,0512°) = 1,0374 4
077 —a g (406, ) =1, (49)
0,278 = 0,7988 — 1,0374a
10,7988 — 0,278
N 1,0374
a=0,5 (50)
Aplicando la condicién de médulo, se obtiene el valor de K : z; = 0,77 + 50,278
K 0,00452 /(0,77 — 0,5)2 + 0, 2782 /(0,77 + 0,9048)2 + 0, 2782 . 51
/0,772 40,2782 1/(0,8146 — 0,77)% + 0,278 /(0,9094 — 0,77)2 + 0, 2782
0,03
) = K 415 =1
0,0717 = 0,0415
K = 24,1043 (52)
Podemos calcular el nimero de muestras por ciclo aproximadamente como:
w 27
— = T — 18,138 muestras (53)
wq Wd
wq = 3,4641 =27 f; = f4=0,5513 (54)
1
T;=— =1,8138 seg (55)
fa
Ademas, como w,, es de los polos deseados en lazo cerrado: w, = 4
woT=0,1 = T=0,02seg (56)
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Ejemplo 5

Sea
0,864

22(z —0,135)
se desea disefiar un PI tal que los polos tengan un ¢ = 0, 5 y el nimero de muestras por ciclo
de oscilaciones, sea de 10. O sea:

Gpd = (57)

— =0,1 — =10 58
W ’ T (58)
siendo
5= eTs _ eT(fg"wn:I:jwd) (59)
y como
2
L T
V1=C2 Ws
nos queda
_2n Yd 427,
pme st VmaTTe (60)
que son las raices deseadas.
1 b Kp
K,+K;
K=K,+K; (62)
KP
= — 63
“TK,+ K, (63)

de las especificaciones tengo que z; 2 = 0, 562 + 50, 409
Aplicando la condicién de dngulo para que z; o exista en el lugar de raices y para ubicar el
cero del PL

j0,409

05 0, @) A

& H
0,135 a 0,562 1

Figura 7: Condicién de dngulo

b1 — 01 — Oy — 205 = 180° (64)

0,409

$1 = 180° — tgt 2=0.562 (65)
6, = 180° — tg* % =136, 96° (66)
0y = tg % = 43,76° (67)
05 = tg™t 8: égg = 36° (68)
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reescribimos la (64)

0,409
180° — tgt ——— — 136,96° — 43, 76° — 2 x 36° = —180°
& 420,562 ’ ’ x
0,409
180° —tgt ——— =72,72° 6
& 4—0,562 7 (69)
0,409
— ——  —tg(180° — 72,72°) = tg (107,28°) = —3,21 0
0 5as = 18 (180° —T2.72°) = tg (107,28°) = =3, (70)
a=0,433 (71)
De la condicién de médulo obtengo la ganancia para las raices deseadas
K|z —al0,864
Klz—d = (72)
|z|” |z — 1| |z — 0,135]
K 0,864 \/(0, 562 — 0, 433)2 + 0, 4092 . 73)
\/(0, 562)2 +0,4092 \/(0, 562 — 1)2 + 0, 4092 \/(0, 562 — 0, 135)2 +0,4092
= K =0,46 (74)
reemplazando en (62) y en (63)
0,46 — K;
7 Tt 0.4
0,46 — K; + K; 0,433 (75)
= K; = 0,260 (76)
Referencias
[1] Apunte realizado por Dr. Fernando Botteron.
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