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6-1. Vectores en el plano y en el espacio

Continuamos definiendo, caracterizando, y utilizando los vectores geomé-
tricos y algebraicos. Presta mucha atencién sobretodo a la descomposicion
normal.

Nos ocupamos aqui de vectores que pueden representarse como segmentos orienta-
dos en el plano y en el espacio. Estas formas de «ver» los vectores en el plano(') R?
—mediante un sistema de referencias XY o X;Xs— o0 en el espacio tridimensional
R3? —mediante un sistema de referencias XY Z o X; X, X3— permite aplicaciones co-
mo por ejemplo en la obtencién de ecuaciones de rectas en el plano o en el espacio,
referidas a los sistemas de coordenadas que correspondan en cada caso.

Las operaciones con vectores definidas en el capitulo anterior tienen plena validez
para los vectores que tratamos ahora.

!La notacién R? deviene de una simplificacién del producto cartesiano de dos conjuntos
de reales, R x R. Cada conjunto real estd referenciado por un eje (X o X; )y (Y o X5)
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6-1. Vectores en el plano y en el espacio Capitulo 6. Vectores (2)

B 6-1.1. Componentes

6-1.1.1. Visualizacion de las componentes del vector suma

Para los vectores U = (uy,ug,us)y v = (v1,v2,v3) el vector suma W = + U tiene
componentes (u; + v1, ug + vo, ug + v3)

R(x +uy +v1,y + ug + va, 2 + uz + v3)

I

Q(m+u1ay+u2az+u3)

I

P(z,y,2)

Figura 6.1 Suma por componentes

En efecto; para dibujar la poligonal, tomando como origen del representante de U el
punto P (z,y,z), y el origen de 7 en el extremo de 7, las componentes seran

(ug + x,u2 +y,us + 2) y (u1 + = + vi,u2 + y + vo, us + z + v3) respectivamente, y cla-
ramente ves que (uj + v1, uz + v2,us + v3) son las componentes del vector suma.

6-1.1.2. Componentes de un vector escalado
Dado U = (u1,uz,u3) # 0y A#0 R, el vector escalado
AT = M = (hur, Aug, Mug) (6.1)

tiene la misma direccién que @. Si A > 0 tiene también el mismo sentido, y si A < 0
tiene sentido opuesto. En la figura se aprecia el efecto para \; = +2y A1 = £0.5

I

ey

e
27

Figura 6.2 Vector escalado

Es evidente que si A = 0 el vector resultante es el nulo 6.

El médulo de Au es IA| || . Es decir
AT | =[]

Lo pruebas de la misma forma que en la proposicién 3.6, pag.70
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Capitulo 6. Vectores (2) 6-1. Vectores en el plano y en el espacio

Demuestra que el escalado de un vector ya escalado puede escribirse

A (M) = (AMA) W = A hou (6.2)

B 6-1.2. Vector Unitario

Es un vector cuyo médulo es igual a 1 —| /| = 1—,

Prueba
por ejemplo U = <1 - L 0> es un versor, lo cual puedes verificarlo
ya que i = v 4 - ;

por otro lado el vector v = (1,1, 0) no es un versor.

Para cualquier vector U = (u1,ug,u3) # 6, puedes hallar un versor con la misma
direccién y sentido? que , simplemente escalando el mismo por el reciproco del
moédulo

1 U U U
0= T = 1 2 3 ‘
= (Wmm) (6-3)

A continuacién vemos cuestiones solamente especificas para vectores de R? y R?

B 6-1.3. Vectores fundamentales en el espacio

Algunos vectores particulares son muy interesantes,

por lo que recibirdn un nombre especial, estos son: 7
i (1,0,0) (6.4) &
j = (0,1,0) T
£ = (0,0,1 J
( ) ? Y

tomando sus representantes en el origen, estos vectores
fundamentales tienen sus direcciones y sentidos coinci-
dentes con los semiejes positivos; como se apreciaenla X
figura.

¢

La importancia de estos vectores fundamentales —versores- radica en que...

B 6-1.4. Descomposicién canénica

...cualquier vector del espacio puede escribirse de una Unica manera como combina-
cion lineal de ellos, en otras palabras

U= (ur,u2,u3)
= u (1,0,0)—1—1@ (0,1,0) + us (0,0,1)
= uri4+ugj+usk (6.5)

y esto se llama descomposicion canodnica de un vector. Tal como se visualiza en

2Ciertas traducciones de libros originales en inglés, como “Algebra Lineal” de Stanley
Grossman usan el término direccion para especificar ambos, direccién y sentido.
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6-1. Vectores en el plano y en el espacio Capitulo 6. Vectores (2)
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Figura 6.3 Descomposicién candnica

la figura 6.3, donde el vector se ha descompuesto en la combinacion lineal de los
vectores fundamentales (o versores).

B 6-1.5. Angulo formado por dos vectores

Para dos vectores no nulos @ y 7 el angulo 0 < # < 180° que forman los segmentos
orientados® se define como el dngulo entre ellos. Como los vectores son libres el
angulo puede verse con representantes en un origen comun P

Figura 6.4 &ngulo entre vectores0 <6 <

A la izquierda: o y 7 coinciden en direccién y sentido, 6§ = 0°.

El dngulo entre dos vectores puede deducirse del producto escalar entre ellos

U -7 =|U|-|V]-cosb, de donde:

0059:’7’:7‘:12-{) (6.6)
(3
6 = arccos (4 - D) (6.7)

Ejemplo 6.1

Sean los vectores W = (1,2) , ¥ = (—=1,-2), @ = (2,4) y & = (=2,1). Calcula
los angulos del primero con cada uno de los otros.

30tros autores prefieren «el &ngulo menor» entre las dos rectas que definen los vectores.
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Capitulo 6. Vectores (2) 6-1. Vectores en el plano y en el espacio

Aplicando la (6.6) o (6.7) para cada caso tenemos

0,_, = arc cos < = 180°

10
04— = arc cos =1|=0°
<\/5\/20 >

o

0 = arc cos (0)
o V55

6-1.5.1. Vectores Ortogonales

Aplicando la (6.6) para el caso en que el el producto escalar de dos vectores no nulos

T
fuera cero, cosf = LR - v = 0 arroja que 6 = —, es decir que los vectores son
][] 2

4 su producto escalar es nulo.

normales ssi

B 6-1.6. Angulos directores de un vector

Para un vector no nulo ¥ = (u1,uz,us) se llaman angulos directores de 4 a los
angulos a1, s y a3 (o también «, 8y v ) a los dngulos que forma @ con los versores
fundamentales i, j y £ respectivamente.

X
Figura 6.5 &ngulos directores

Aplicando la (6.7), y haciendo % = (%, %, ‘u3 ) tenemos que

. u1
a) = arc cos (@ - 1) = arccos K] =«
ag = arc cos (@ - j) = arccos (%) =0
ag = arccos (4 - k) = =7

a1, a9 v a3 se llaman angulos directores, y sus cosenos; los cosenos directores
U1

CoOS o1 = @T

“ssi es una abreviatura para decir «si y sélo si»(doble implicacién o equivalencia légica)
&

cos @, COSQg = % =cosf3, cosag = % = cos"y (6.8)
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6-1. Vectores en el plano y en el espacio Capitulo 6. Vectores (2)

de modo que cualquier vector U = (u1,u2,us) puede escribirse

U = (ug,ug,us)
u
| '(*77 irik W)

= || (cosay,cos o, cos az) (6.9)

= || @

en otras palabras: un vector puede describirse por una parte que le da el médulo, y
otra parte que le otorga la direccién y el sentido.

up Uz U3

Como % = (cos aq, cos ag, cos ag) = <m, m, W) es versor, su médulo:

cos? a1 + cos? a9 + cos? as =1 (6.10)

esto significa que no cualquier realizacion de dngulos pueden ser directores de un
vector, ya que ellos quedan vinculados por la (6.10), que se llama relaciéon funda-
mental.

Ejemplo 6.2
; [ . T T T
¢Puede un vector tener angulos directores o = 1 a9 = §; ag = a ?
Como 5 1 3
9 T 0 T 9 T
2 o pR—— - = 1
cos4+cos3+cos6 4+4+47£
no pueden ser directores de un vector.
Ejemplo 6.3
Para un vector unitario (7 /4,7/3,7), calcula ~.
1
cos2%+cos2g+cosza3 = B + 1 +cosza3 =1
de donde
cos® a —1—1—1—1
ST T2 1
y
1
cos g = i§

de donde dos vectores fundamentales son posibles:

(1 11 (1 1 1

Uy = \/57272 ; U2 = \/5727 9
y con ello las familias de vectores que tienen &ngulos directores
((w/4,7/3,7/3)) y la familia con dngulos directores ( (7/4,7/3,27/3)). 2

aPodemos escribirlos a todos esos vectores con la expresién { k (v2,1,£1) }.
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Capitulo 6. Vectores (2) 6-1. Vectores en el plano y en el espacio

6-1.6.1. Observaciones

» Los angulos (o los cosenos) directores de un vector determinan direccion y sen-
tido de un vector. En este sentido terminamos la discusién que nos quedaba en
la dltima parte de la seccién §3-2.3.1, (pag. 63)

* Si ay,as y ag son directores, m — a1, m — g y ™ — a3 son directores del vector
opuesto a aquel.

« Si W = (u,us,u3), como |&| =|—7|ycomo
cos (T — i) = COST COSqy; + Senm senqy; = — COS ; ,
-1 0

deduce el coseno de la resta en E-4, pag.241
se comprueba que las componentes de — son (—uy, —ug, —us)

* Las componentes de un versor son sus cosenos directores.

Un vector puede describirse univocamente mediante
su modulo y sus cosenos directores

Cada vector puede descomponerse canonicamentede una unica manera

El coseno del angulo entre vectores no nulos
puede calcularse mediante el producto escalar

Una realizacién®de angulos directores sélo es posible
si cumplen con la relacién fundamental

. J

Podemos decir entonces que dos vectores tienen igual direccion y sentido si sus an-
gulos (cosenos) directores coinciden homdlogamente; y tienen igual direcciéon pero
sentido opuesto si sus cosenos directores son opuestos (sus angulos directores son
suplementarios).

B 6-1.7. Propiedades del producto escalar

Recordemos que @ - U = uj vy + ug va + Uz v3 = \7] |7| cosf. (3.8) vy (3.9), pag. 75

6-1.7.1. Distributividad del producto escalar en la suma

Probaremos que el producto escalar es distributivo respecto de la suma simplemente
aplicando las operaciones para vectores en el espacio. Aunque los resultados que
obtendremos valdran para cualesquiera tres n-vectores

Prueba

Hagamos la cuenta desde un lado y tratemos de llegar al otro

U (V+T) = W (v1 4 wi,ve + wa, vz + w3)

= wuj (v +wi) + ug(ve+wz) + us(vs+ ws)

SUna realizacién en este contexto, es un conjunto de angulos ((a1,a2,a3)) que cumplen
con la ecuacion (6.10) en el espacio, o ((a1,az)) que cumplen con cos? a; + cos? a2 = 1 en el
plano
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6-1. Vectores en el plano y en el espacio Capitulo 6. Vectores (2)

ahora cada sumando es real, y la distributividad del producto en la suma esta
garantizada, por eso podemos hacer

q - (7 + U) = u1v1 + uwi + ugV2 + ugwy + U3V3 + uzws

como cada sumando es real, y hay asociatividad para la suma en los reales,
podemos agrupar convenientemente

q - (7 + ﬁ) = (u1v1 + ugve + usvs) + (uwy + ugwy + ugws)
y aplicando la definicién de suma, podemos pensar que las anteriores proceden

de
U (T+W)=(d-7)+ (4 - D)

e identificando por el producto escalar respectivo tenemos que
U (V+8)="-T+4 -0« (6.11)

y ya estd.

Cabe decir que la (6.11) vale para mas vectores sumandos.

Es evidente que los resultados

(+7) W = 4 - W+7-d (6.12)
(@ +ud) (V+d) = (W+uw) 0+l +w) @
= @ V+w- VD +udw (6.13)

son correctos, ya que la (6.12) se basa en la conmutavidad del producto escalar y la
(6.11); y claramente puede obtenerse la 6.13, a partir de las (6.11) y (6.12).

Actividad 6.1 |
Halla (7 + V)2, lo cual representa el producto escalar (4 + ) - (U + )

6-1.7.2. Producto escalar de vectores escalados

Asimismo, claramente podemos ver que (k, m, u;, v; € R)

kd-m© =(km) @ -0 (6.14)

Definamos o = (up,ug, -+ ,up)y U = (v1, 02, ,vp)
kd-md = (kuy, kug, - -+, kuy) - (mug, mog, -+ ,muy)

= kui mvy + kus mug + - - - + kug mug producto escalar
= kmui v1 + kmusg vg + - - - + kmusg v asociatividad en R
= (km)(ujy v1 + ugve + - -+ + ug v3) prod. escalar reversa
=(km)d -V identificacion

y ya esta.
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Capitulo 6. Vectores (2) 6-1. Vectores en el plano y en el espacio

6-1.7.3. Producto escalar y descomposicion candnica

Puedes expresar el producto escalar de dos vectores a través de su descomposicién
canoénica. Para los vectores fundamentales los posibles productos escalares son

(6.15)

lo puedes verificar muy sencillamente haciendo las cuentas,

7

por ejemplo i-j = (1,0,0) - (0,1,0) = 0.

\

En otras palabras: versor fundamental por si mismo, 1; por otro, 0.

Aprovechando las (6.5) —pag.158— y (6.13) podemos expresar

7-7:(u1i+u2j+U3R)-(vﬂ—kvgj—i—w,k)
=(u1i-vii4+ui-vej+turi-vsk)+ (ugj-vii+tugj-vaj+usj-vsi)+
+ (ugk-v1i+usk-vaj+ usk-vsk)
por lo que hemos visto en (6.14) y (6.15),
=wui- T+ uvei-J+uiv3i- K+ ugv1j -1+ ugva j- j+ ugvsz j- K+
+ usvi K1+ uz3vek - j+ usv3k - K

= u1v1 + U2v2 + U3 U3

icomo era de esperarse!

B 6-1.8. Descomposicién normal

Ya hemos visto la descomposicién canénica de un vector 6-1.4, pag.158), ahora pode-
mos descomponer un vector 7 la suma de un vector en la direccién de otro ¥/, més
un vector perpendicular a ese otro. Veamos la figura 6.6, ya sea en R? o en R?, en ella
hemos descompuesto el vector 7 en la suma de dos vectores:

Figura 6.6 Descomposicién en una direccién y su normal

U =u,+un (6.16)

u, en la direccién de o/ (paralela), y ux en la direccién normal a ¥ .
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6-1. Vectores en el plano y en el espacio Capitulo 6. Vectores (2)

La magnitud (no el médulo, porque cuando 90° < 6 < 180° el signo de coseno es
negativo) del vector tTZ proyeccién de 7 en la direccién de ¥ es (por trigonometria) :

= || -cosb (Proyeccion escalar)

Proy
La proyeccion u, de U sobre la direccién de U —que es otro vector— es
= || cosf - = Proyl v (Proyeccion)

? nos da la direccién de u;, , y Proyﬁ nos da el mddulo y el sentido.

v
Proy il = || cosf = KR (6.17)
asi como la proyeccién —vector proyeccién—
U7
= || cosf- v = T

Proyﬁ notan otros libros® como «la componente de 7 en la direccién de ¥ » . Sin
embargo este ultimo concepto estd mejor expresado como

Compﬁ = gg = ’7”5780 (Componente)

Las proyecciones escalares de un vector @ sobre los ejes son sus componentes
U = (uy,ug, us)
Proyﬁzﬁ-i:ul , Proyﬁzﬁ-jzim , PI‘Oy;ﬁ:7'RZU3
por estar referidas a los vectores fundamentales.
La otra proyeccién —en la direccién normal a — en la (6.16) figura 6.6...
w, = (4 -9) 0 (6.18)
un = o -, (6.19)
Ejemplo 6.4
Descompone el vector U = (1,2,3) en la combinacion lineal de un vector para-

leloa @ = (1,0, —1), méas otro perpendicular a .

De acuerdo con lo que hemos visto arriba, la proyeccién buscada es

WY - (1,2,3) (1,0,-1) B
'LTZ — 7 7 7 - (1707 _1) (1707 _1) (1707_1> - (_1707 1)

Asimismo uy = (1,2,3) — (=1,0,1) = (2,2,2) y

(1,2,3) = (—1,0,1) + (2,2,2)

es la respuesta pedida

Resumiendo:

6Si fuera tratado como la componente en la direccién dada por el versor @, ambas defini-
ciones coincidirian. Nosotros preferimos la otra, ya que el sentido de componente es cuantos
de ¥ esla proyeccion de W sobre la direccién de . En otras palabras: componente de U en
o es el escalar que debes multiplicar K4 para obtener el vector proyeccion u
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Capitulo 6. Vectores (2) 6-2. Producto vectorial (producto cruz)

Proyeccion escalar Proyeccion escalar Componente
numero vector numero
DAYy
Proyl = U -0 =0 -0 Compﬁ:ﬁ ’
"~ )
u: vector proyeccion de u en la direcciéon de v

Proyﬁ : escalar que representa la magnitud (con signo) del
vector proyecciéon respecto del versor de

Compﬁ : escalar que representa la magnitud (con signo) del
vector proyeccion respecto del vector ¢ y

6-2. Producto vectorial (producto cruz)

El producto cruz tiene infinidades de aplicaciones en las distintas ramas
de la ingenieria.

\

El producto vectorial’ se define como la cuenta

iR
UXxV =] up us ug (6.20)
v1 V2 U3

A partir de la misma podemos ver que el producto vectorial de dos vectores...

1. es otro vector.
Desarrollando (6.20) tenemos que

17— 7+
V1 U3 v V2

= (ugvg — usva) i + (ugvy — u1vs3) j+ (u1v2 — ugvy) K

V2 U3

mv:H“? “

UV3 — UZV2, U3V1 — UV, U1V — U2V1 )

(
i

2. es un vector normal a ambos.

U2V3 — U3V2
L_J-ﬁ:(ul, ug, U3) uU3v1] — U1vs3 =0
U1V2 — U2V

UQV3 — U3V
3'7:(’01, V2, ’Ug) uU3v1 — U1vs3 =0
U102 — U201

"Este producto es valido sélo para los vectores de R3. Y la definicién no es exactamente
esta.
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3. es opuesto si se permutan los vectores

7 ] K
U XU = v Uy U :—(7x7):—ﬁ
Uy U2 U3

por propiedad de determinantes

Txw I8

Ux VU =—(V xW)

Figura 6.7 Normalidad y no conmutatividad del producto vectorial

4. es distributivo respecto de la suma

7 J R
7 X (7 + ?) = U1 U2 us
v1+e vy+ey v3+es
ug (v3 + e3) — usz (v2 + €2)
= | wus(vi+e1)—u(vs+es)
uy (v2 +e2) —ug (v1 + e1)

U2V3 — U3V2 U2€3 — U3€E2
= | usvy —wivz | + | user —ujes

U1V — UV uirey — U261
—UxT+Ux€

B 6-2.1. Propiedades del Producto Vectorial

1. El producto vectorial de dos vectores es perpendicular a cada uno de ellos.

(UxV)Ld , (Ux¥) LTV

2. Escalar uno u otro vector antes del producto vectorial es lo mismo que escalarlo
después.

kU x U =U xk¥ =k (U x0)

3. El prg)lucto vectorial de dos vectores colineales es el vector nulo
U x ku="0

4. La conmutacién del producto vectorial produce el vector opuesto

Txd=—(dx7)

5. El médulo del producto vectorial es la superficie del paralelogramo definido por
los vectores
W x U] =|W||V||senb| = Areay_,
ya que || |sen §| representa la altura del paralelogramo y | 7| la base.
Puedes revisar la figura 6.8 (Vé a la §A-2.4, pdg.207 para segir la deduccion de
la misma.)
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Figura 6.8 Areay producto vectorial

6. El sentido del producto vectorial puede entenderse con la regla de la palma de
la mano derecha. Se explica en la §6-2.1.2

7. El producto vectorial es distributivo respecto de la suma

Ux(T4+B)=UXxV+UXT

6-2.1.1. Producto cruz en forma canodnica

Apliquemos esta definicién a los versores fundamentales (6.4), por ejemplo 7 X j

I j R
ixj=[l10 0]|l=k&
010
como resumen tenemos que:
IXj=k , jxXi=—F
Ixk=1 , Exj=—1
Exi=j , ixk=—]

y finalmente i x i=jx j=K X k=40
Mnemotécnicamente, podemos alinear los tres versores

donde el producto de dos consecutivos hacia la derecha es el tercero, y el producto

de dos consecutivos hacia la izquierda es el opuesto del tercero. Una terna de coor-
denadas cartesianas ortogonales es «a derechas» cuando esto se cumple.

6-2.1.2. Regla de la palma de la mano derecha

En las carreras de ingenieria hay una regla mnemotécnica para saber la direccién y
sentido del producto vectorial: es la regla de la palma de la mano derecha, que se
ilustra en la figura siguiente.
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6-3. Producto mixto Capitulo 6. Vectores (2)

<i

u

Extiende tu mano derecha con el pulgar a 90°con los otros dedos, de manera que el
primer vector del producto «ingrese» por la palma; haz que los cuatro dedos apunten
al otro vector. El pulgar te indicara la direccién y el sentido del producto vectorial.

6-3. Producto mixto

Completamos las operaciones bdsicas de los vectores en su versién mas
recortada: vector geométrico y vector algebraico. A partir del libro 3, ten-
dremos una visién mas completa de los vectores.

Combina el producto escalar con el producto vectorial. Es el nimero real
m=u-UxW (6.21)

(primero debe hacerse el producto vectorial, de lo contrario el resultado no sera un
numero). Alternativamente puede calcularse

(75} U2 U3
U-UxW=|| v vg w3 (6.22)

wp w2 w3

lo verificas muy sencillamente.

I 6-3.1. Interpretaciéon geométrica

Referido a la figura 6.9 v,

de la definicién de producto escalar, podemos escribir
7 - (U x W) =|d|- |V x @ -|cos b

|7 X E?| es el drea de la base en la figura, como hemos visto en §6-2.1 poco atras.
]7| - |cos 8] no es otra cosa que el valor absoluto de la proyeccion escalar de U enla
direccién ¥ x @, es decir la altura del paralelepipedo.

Por tanto \7 . (7 X E?)| representa el volumen del paralelepipedo definido por los tres
vectores.
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Figura 6.9 Volumen con producto mixto |@ - ¥ x &

B 6-3.2. Propiedades del producto mixto

Claramente (Verifica de acuerdo con la matriz de permutacion) puedes ver que una
permutacion en el producto mixto, s6lo cambiaran el signo del resultado numérico,

VT UXB=U - BxT=0-Uxd=-—0 -UxU
Y que dos permutaciones no cambian nada (orden: uvwuv)

U UXxW =7 WxU="0 -UxV

1. Es resistente a la permutacon ciclica

U T xB=0 UXT=0 -U X7

2. Arrastra la conmutatividad del producto vectorial

T UXW=— (U -V x D)

3. Elvalor absoluto es el volumen del paralelepipedo definido por los tres vectores

Voly yw=|"- -7 x|
4. Tres vectores son coplanares si el producto mixto es cero

Esta tercera propiedad es sencilla de demostrar: siempre que tres vectores estén
todos en un plano, el volumen es cero. En otras palabras el tercer vector esta siempre
en el plano de los otros dos, porque también es normal al producto vectorial de los
otros dos, y por tanto; el producto escalar es nulo.
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