Apuntes de Catedra Ing. Luisa L. Rivero

AGA

VECTORES GEOMETRICOS EN EL ESPACIO R?

Designamos con R® a los vectores
geométricos en el espacio y haremos a
continuacion un estudio analitico de los
mismos.

Asi como en el plano hemos visto que un
punto puede ser representado conociendo un
par ordenado (X, y), en el espacio, un punto se
representa mediante una terna ordenada
(X,y,z) en relacion a tres ejes
perpendiculares entre si.

Representa graficamente los puntos
A(1,1,2);B(1,-1,1);C(-2,2,0)

COMPONENTES DE UN VECTOR

Dados Py(x1,¥1,21) Y Pa(x2,¥2,2;) las
componentes del vector @ = P,P, seran las
proyecciones escalares del vector sobre los

ejes coordenados

= Proyox P1P, = x; — x4

a, =
ay = Proygy P1P2 = Y2 —y1
a, = Proygy; P1P> = 7z, — 7,

a = (ax,ay,az)

MODULO DE UN VECTOR

Consideremos el vector d = (ay, a,, a,) el modulo
o longitud de d, seré:

\d| = JaZ taZ +aZ
es decir; el modulo de un vector es la raiz cuadrada

de la suma de los cuadrados de las componentes del
vector.
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/ Sea d un vector que tiene a P,P, como ) \
representante, siendo P; (2,1,3)y P, (4,5,5)

tendremos que:

@ =PP= (P,—P) =
(4-2;5-1;5-3)
a = (2,42)

El médulo de a es:

il = VET BT = V4

/Si Q (6, =5, 7) es el origen del vector @ = QP = (—5,4,3) ¢Cual es el punto final \

de ese representante?

Solucion:

a= @75 — d = P — Q (Coordenadas del Punto Final - coordenadas del Punto
Inicial)

(—=5,4,3) = (xp,yp,zp) — (6,—5,7) —lgualando las componentes homologas
—5=xp—6 - xp=-5+6=1
4= yp+5 - yp=4-5=-1
3=2zp—7 - zp=3+7=10

\Las coordenadas del punto final son P(1, —1, 10) /

Y Ejercitacion 1

1. El representante de b en el origen tiene por extremo al punto M (-5, 4, 3) ¢(Cuales son las
componentes del vector b?

2. Dadoa = (3,-3,-7)
a) Hallar el extremo o punto final del representante en Q (-3, 2, 5)
b) Hallar el origen del representante, cuyo extremo es P (2, —5, 6)
c) Hallar componentes de —d

Observacion: no debe confundirse coordenadas de un punto con componentes de un vector,
especialmente cuando se toma el representante en el origen.
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VERSORES EN EL ESPACIO

Recordemos que un versor es un vector cuyo modulo es

igual a 1. |U| = 1. En el caso de tratarse de un vector

unitario, lo indicamos con un arco en vez de una flecha (¥).

Los versores en R son los vectores:

i=(1,0,0); j=(0,1,0); k=(0,0,1); tomando sus

representantes en el origen, estos vectores tienen direcciones

coincidentes con las direcciones de los ejes X, Y, Z, = (100
respectivamente

k= (0,0,1)

ANGULO FORMADO POR DOS VECTORES

Dados dos vectores no nulos d@ y b, con representantes en un origen comin P y no pertenecientes a
una misma recta, el &ngulo 6 de medida positiva y menor que 180°, que forman, es por definicion el

angulo formado por los vectores d y b.
i b b
ldl - ||
*Sidy b tienen la misma direccion, o sea son coincidentes, se considera 6 = 0°

*Si tienen direccion opuesta, se considera § =t = 180° P a

cosO =

ANGULOS DIRECTORES Y COSENOS DIRECTORES DE UN VECTOR pe

Dado un vector no nulo a, se llaman angulos directores de @, a los angulos a, B, y que forma a con
los versores i, [, k respectivamente.

F
Tomando el representante en el origen de coordenadas, se tiene: z
0<a<m ; 0<B<m ; 0<y<m

=18

¢Comoesdsio=0?,;Sia=n?
¢cComoesasip=0?,;Sip=n?
¢Comoesasiy=0?,;Sip=mn?

Se llaman cosenos directores de @, a los cosenos de sus angulos
directores.

Siendo d = (ay, ay,a;) y o, B, y sus angulos directores se tiene:

 J

ay =l|d|-cosa ; a, =|d|-cosp ; a, =|d|cosy ;de donde:

Ly

o __az
G o cosy =4

a
cosa=— ; cosf= i

lal

Luego: cos?a + cos?p + cos?’y =1 (1)

Esto significa que no cualquier terna de angulos puede ser una terna de angulos directores de un
vector a, ya que los tres angulos directores quedan vinculados por medio de la ecuacién (1) que es
[lamada relacién fundamental.
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ﬂ(;Pueden a =% s f== y= ser cosenos directores? \

y 1 1 3 3
Solucion: cos2Z + cos?Z 4 cos?E=-4-+-=2%1
4 i 3 ] 6 2 4 . 4 B 2
Luego, NO pueden ser angulos directores de ningun vector.

SwIs
So18

*Sia = % X = g ; determinar vy
Solucion: aplicando la relacion fundamental y despejando y

cosyz\/l—coszg— coszg :\/1—(?)2—6)2 =%—>y=60°

2 1 2
Q/erificacién: cos?Z + cos?Z + cos?Z = (ﬁ) + (1) + (l) =1 /
4 3 3 2 2 2

Observaciones:

*Los angulos (o los cosenos) directores de un vector; determinan analiticamente la direccion del
mismo.

*Si a, B, y son angulos directores de d , =—a, m—p, &= —y son dngulos directores de —d

*Sid = (ay,ay,a;),como |d| = |-d|y

cos (m—a)=—cosa ; cos(m—p)=—cosf ; cos(m—y)=—cosy ,;secomprueba que las
componentes de —d son: (—a, , —a,, ,—a;).

Podemos precisar entonces el concepto de igual direccion para dos vectores, diciendo que tienen los
mismos angulos (cosenos) directores.

Y Ejercitacion 2

1. Dado a, tal que |a| = 2y sus angulos directores « =% ' B =§ VY = 2?” ; determinar sus
componentes.
1.1. Halla el extremo de su representante en A (—1, 3, 2)
1.2 Halla el origen del representante, cuyo extremo es B (7,—6,1)
1.3. Halla los angulos directores y componentes de un vector de direccién opuesto a d

. ¢ 3 4 12
Calcula los cosenos directores del vector b = (1_3'5'5
3. ¢Puede un vector tener los siguientes angulos directores?:
da=2:p=".,="C
T2 P T VT3
4. ¢Puede un vector formar con dos ejes coordenados los siguientes angulos?:
Q) a= z. B = z
6P T4
T, _r
b) ﬂ - E Y = 3

c) En caso afirmativo, ¢cudl es el tercer angulo?

2
?". Calcula sus

5. Un vector a forma con los ejes x ey, respectivamente, angulos a = g B
componentes sabiendo que |d| = 2.

6. Halla las coordenadas de un punto M, que es extremo de OM, forma angulos iguales con los
tres ejes, y su modulo es 3.

7. Sild| = 50y dos de sus componentes son a, = 3, a, = 4. ;Cudl es la tercera componente?

8. Halla los cosenos directores de vectores paralelos a los planos coordenados y de  vectores

paralelos a los ejes coordenados.
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COMPONENTES DEL VECTOR SUMA O DIFERENCIA
Dados d@ = (ay, ay,a,)y b= (b, by, b,); el vector sumad + b, tiene por componentes

(ax £ by; a, £ by; a, +b,)

*Sid=(1,-32)y b=(3,-54) > d+b=(1+3,-3-52+4)=(4-8,6)
*Sid=(1,-32)y é=(7,-53) »d—-¢é=(1—-7-3+52-3)=(-62,-1)

COMPONENTES DEL VECTOR A a

Dado a # 0y A € R, Aa tiene:
e lamisma direccién de d, siA > 0
e ladireccion opuestasi A < 0
e elvectornulosiA=0

El médulo de A a es el médulo de a multiplicado por el valor absoluto de A.
Sea C_i = (al, a,, a3) }\(_i = (7\(11, 7\(12, 7\(13)

|C_i| = \/alz + a22 + a32

|_}L7‘_,>| = \/}\2 a12 + }\2(122 ar 7&2(132 = \/12 (a12 P azz + a32) =

A\/alz + azz + a32) == 7\|&|

@ da = (-3, 2,6), encontrar un vector v’en la misma direccién de @ pero de médulo 2\

Solucién: si v’y d son colineales, entonces v° es multiplo de @ o decimos que v” es el escalado
de @’, se escribe v = Aa’

(v1,v,,v3) = A(—3,2,6) resolviendo componente a componente tendremos
v, =—32A
{ v, =212 @
v3=6A

La segunda condicion dice que

|7 = 2 = 1.2 + v,2 + v42 sustituyendo @en @

2=(=30)2+2N%2+ (61)2=

2= A2(9+4+36)

2=MW49 - 2=7A7> 7\:5 sustituyendo el valordeAen ® v = (—%,4;,

[N
s

)

e T - y
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VECTORES UNITARIOS CON UNA DIRECCION DADA

Dado d # 0 para hallar un vector unitario (@) que tengan igual direccién que a, A > 0, basta hallar
un vector unitariotal que @ = 1ayl|idl =1

Como |Ad| = |A|lal, entonces |[Ad| =1 & |A| = épor lo tanto:

.1,
a=——5-
|al
. R 1 . - . -, -
Observaciones: si A = — I se obtiene —a (versor con direccion opuestaalade a )

Qu

Importante: las componentes de un versor (vector unitario) son sus cosenos directores.

ﬁ Encuentra un vector de mddulo 1 en la misma direccion que el vector v = (1, —1,0) \
b.  Comprueba que coincide con sus cosenos directores

Solucion: |[v | =vV12+12=2 = ¥ =13

]

U= (% —%; 0) Verificacion: \/(%)2 + (—%)2:1
b. cosa = \/—15; cosf = %;cosy =0

/

El ejercicio resuelto en la pagina anterior se puede resolver aplicando el concepto de vector
unitario

(ado da = (-3, 2,6), encontrar un vector v’en la misma direccién de @ pero de médulo 2 \

Solucién: datos a = (—=3,2,6) y [V'] = 2

Calculamos a = %Ez siendo |d| =vV9+4+36=7->d= (_—3 2 9)

777
v’ esta en la misma direccion tanto de @ como también de su versor d , por lo podemos escribir
v =Ad
|v’| = A|d| - sustituyendo los datos 2 = A|1| - 1 = 2

Por lotanto v’ = 2 (_—3,3,9) = 2d
7 77

o J
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DESCOMPOSICION CANONICA DE UN VECTOR

Todo vector del espacio, es una Combinacion Lineal Gnica de
los vectores 1, , k.

Sea d = (ay,ay, a,) se tiene entonces:
= (a,,0,0) + (0,a,,0) + (0,0,a,)
= a,(1,0,0) + a,,(0,1,0) + a,(0,0,1)

~

ayi+ay,j+ak

4 Dados d = —3i + ) + 2k yb 61— 3j + k, realiza: A

Q
Il

*)d+ b (se obtiene sumando las respectivas componentes)
d+b=(-3+6)+(1—-3)+ 2+ Dk=31—-2)+3k
**) 2d + 4b (se aplica primero propiedad distributiva y luego se realiza la suma

2 +4b=2(=31+j+2k)+4(61—3] +k)

\ 2d+4b = (—6I+2j+4k) + (241 12j + 4k) = 181 — 10] + 8k )

PRODUCTO ESCALAR

Dados d y b no nulos, se define producto escalar de d con b a un nimero real (escalar)

= |d| |b| cos 6

Por extension, si uno de los vectores es nulo, decimos que el producto escalar es cero.

PRODUCTO ESCALAR EN FUNCION DE LAS COMPONENTES DE LOS VECTORES

El producto escalar entre los vectores que forman la terna fundamental 1, j , k, teniendo en cuenta que
son unitarios y que el &ngulo que forman dos cualquiera de ellos es g resulta:

o~
O

~

J=0 Lk = k.
i=1 jj=1 k.

W‘( \'<

L.
Expresando d = (ay, ay,a,) y b = (by, by, b,) en funcién de las componentes.
d.b=(ax+a,J+ ask). (bl +by,j+b,k)

a.b =ayby. (I.1) +aghsG5) +axb; +—&§b¥9—i}+ ayby,(j.J) +—a¥b§@—k—}+—a—b—€k—&+
-azbyte) + a,b,(k.k)

G.b=ab,(.0)+ayb,(j.)) + aszbs(k.k)
d.b = a,b,+ ayby, + a,b,
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6ados& =(-1,2,3) b= (6,-2,5),=(0,4,1), calcula el producto escalar )
d-b=(-1)6+2-(-2)+3:5=—6—-4+15=5—__
Gd-¢=(-1)-0+2-4+3-1=8+43=11 @

> 7 - 7 _/>

a-b - ¢ ¢serd un escalar?

\___ ¢ J
VECTORES ORTOGONALES

Dos vectores no nulos, @ y b son ortogonales si el angulo 6 que forman es 6 = g y por lo tanto:

=0 b

S|

a.
Demostracion:

Si d y b son ortogonales = 6§ = ~por lo tanto d - b = 0 ya que cos~=0

a
S
J

Sidg-b=0=cosf =

=0=>60="=" g
2

S

|d

'Y Ejercitacion 4
1. Los vectores ay b forman un angulo 6 = 2?” Sabiendo que |d| =3 , |E| = 4, calcula:
- —,2 - -
a)d -b;|a+b|;(3d—2b)-(d+2b)
2. Sabiendo que |d| = 3; |B| = 5 determinar e tal que @ + a by @ — a b sean ortogonales.

-

3. Halla el vector %, colineal con @ = 31 + 2j + 2k que satisface la condicién % -d = 3
4. Halla el vector X que es ortogonal con d=2i+3f—Fk y b=1- 2j + 3k. Satisfaciendo
ademas la condicion ¥ - ¢ = —6 , siendo ¢ =2 — j + k.

PROYECCION ESCALAR — PROYECCION VECTORIAL
Este tema esté desarrollado en vectores en R? pag. 12-13

Dados dos vectores no nulos a y b, la proyeccion escalar de b sobre d se define como el producto de

modulo de b por el coseno del &ngulo 6 que forman @ y b.

proyagz |B|.c050 (1)

*.E - - -7 el Ve

Como cos 8 = IF?IIEI’ reemplazando ( 1) la componente escalar de b en la direccion de a sera:
roygb = —=
p ya |a|

Siendo I%I = ¢ el versor con la direccion de a

proyaI;= b.a

Si b =proyzb + w entonces W = b — proy z b es un vector ortogonal a d
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-

Se suele también decir que proyzb, es “la

componente de b en la direccion de " b
Observacion ) )
. - R W =b—proyzb
e Si0 <0< > =>proyzb >0
o Si9=§:>proyaB=O >61
7 proys b

o Si§<9Sn = proyzb <0

Las componentes de un vector a, son las proyecciones de a en las direccion de
I,j v k respectivamente

> v - > v - -> 77 -
a.l=a,=proy;a a.j = ay,=proyja a.k =a,=proyya

/Dados d=(3,-1,1) y b=(6,-1, 1).Calcula la componente de d sobre?\

(proyeccion escalar de @ sobre 7) y la proyeccién vectorial

Solucién:

~J

proy;d= S =di=(3-1,1)-(1,0,0) =3

[t

e Calcula la proyeccion vectorial de d sobre 7 (proyeccion vectorial de a sobre 7)

Q
~
| ~

= 3.1 =3.(1,0,0) = (3,0,0)

Qu

AT

e Calcula la proyeccién escalar o componente escalar de b sobre d

~J

; b-é¢ (6,-1,1)-(3,-1,1) 18—-1+1 16
roy a = - = = =
proYa |dl V3Z+1+1 N&E V11

e Calcula la proyeccion vectorial de b sobre d

; b-da_ (6,-1,1)-(3,-1,1) (3,-1,1) 16 (3,-1,1)
roygb = =—d = . = .
proya |d| V3Z+1+1 V11 V11 V11

—163 1,1
N Y

Y Ejercitacion 5

Dadosd = (3,-1,1); b=(6,-1, 1) yé=(2,-1, 6);
Calcula las proyecciones escalares, vectoriales y normales
1) proyzad 2) proy ¢
3)proy; (d+ ©) 4) proy  (d + ¢+ b)
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PRODUCTO VECTORIAL o PRODUCTO CRUZ DE DOS VECTORES

Llamamos producto vectorial o producto cruz a la operacion que se asocia por las condiciones.

1) Si ay b son ambos no nulos y no colineales, dxb es
ortogonal con dy conb, de forma tal que la terna I
{a,b,dxb} es una terna directa (Igualmente orientada

que laterna {i,j, k} )
Or "——_'*'_-_*—.—*

-
2) |dxb| = |dl|b|sen®, siendo © el angulo que forman
ayb
* La primera condicidn indica que el producto vectorial
es otro vector que define la direccion perpendicular al e

plano determinado por los vectores no colineales d y b

* La segunda condicion indica que el moédulo del

producto vectorial:|dxb| representa el area del

—

el

paralelogramo que tiene a los vectores @ y b como lados
concurrentes.

* dxb = —(bxd) es conmutativo @ x b 'y b x d tienen direcciones opuestas pero el mismo mddulo

*axb=0 siaybson colineales (@ = Ab). En consecuencia:

L5 2 N -2 5 2
*|laxb| =ldl*|b| —(d-b)
Por lo tanto aplicando las propiedades los productos vectoriales entre los pares de vectores que
forman la terna fundamental {i,j , k}, arrojan los siguientes resultados:

ixj=k jxi=—k ixi=0
Jxk=1 kxj=-1 jxj=0
kxi=j ixk=-] kxk=0

PRODUCTO VECTORIAL ENTRE VECTORES DADOS POR SUS COMPONENTES:
Sid=ad+a,j+aky b=hbi+b,j+b,k,entonces:
dxb =(ayl +a,j+ak)x (bl + b, j + b,k) —aplicando propiedad distributiva
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dxb= Ay by it + a,bylx) + a,h,ixk + ay b, Jxl + a, by jxf + ayszxlvc + a, b kxi + azbylvcxj
+ a, b fexk
dxb = achy k+ab, (—)) + ayby(~k) + ayb, i + a,by j+ab,(—1)

dxb =(ayb, — asb,)l —(ayh, — asb,)] + (ayb, — a,b,)k

i j k
Las componentes de dxb se recuerdan facilmente desarrollando: axb=lay a, a,
by by, b,

Que solo tiene significado mnemotécnico, ya que no se disponen determinantes de matrices cuyo
elemento son vectores.

/ Halla el area del paralelogramo que tiene por lados adyacentes a los vectores \
d=(2-1,3)yb=(-1,2,6)
Solucion: para calcular el area debemos calcular el médulo del producto vectorial de los
vectores
S|tk 5 .
axb=l2 -1 3|=i(-6-6)-j(12+3)+k(4—-1)= daxb=(-12,-15, 3)
-1 2 6
\Wx b| = /(=12)2 + (=15)% + (3)2 = V/378 /

(Dados G=1+] yb=20+3/+k ;ceslomismoa x by b xd? ;como son estos vectores\?

Halla vectores unitarios ortogonales a los vectores @ 'y b

Solucion:
S |E gk _ .
axb=]1 1 0o|=i(1-0-j1-0+k(B-2)= daxb=(1,-1,1)
2 3 1
. rJ ok _ .
bxd=l2 3 1|=i(0-1)-j0-1D+k(2-3)= bxd=(-11-1)
1 1 0

Estos vectores son iguales y opuestos

. - - z > 7T . «“ 1,-1,1
\Un vector unitario ortogonal simultdneamente a a y b seria 1 = ( NG ) )

PRODUCTO MIXTO

Combina el producto vectorial con el producto escalar. Es el nimero real que se obtiene de la siguiente
operacién: a.b x ¢ . Se suele indicar por: (a. b. <)

i j k| |@ a; as
(d.b.¢) = (ay,az,as) . |by b, bs|=|b1 by bs| (verificarlo)
1 Cp C3 i C C3
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*intercambiando dos filas entre si cambiando el signo del determinante. Por lo tanto:
(@.b.8)=— (b.d.2)
*intercambiando dos veces se conserva el signo: (a. b. c) = (5. c.d)

-

*como el producto escalar es conmutativo, se tiene ademas. d x(b.c)=(d x b).¢

INTERPRETACION GEOMETRICA

El valor absoluto del producto mixto, representa el volumen del paralelepipedo que tiene a los
vectores d , b y ¢ como aristas concurrentes.

(Suponiendo que @, b y ¢ no son coplanares)

T > - _)- B ¢
Vol = base x altura = |bxc| - |d| - cos O; donde cosf = ;,ﬁg;?l
oL, d.(bxc
Vol ={bxé} {a} —=— .
b x¢
V = d.(bx¢) LTI o
______ (2L Y
Jrf :I j;:
i /S '
ll ’; ¢ "f
-3 r
e ci.f -------- ‘.I" ----- -‘Ir.r
bl -

Y Ejercitacion 8
Hallar el volumen del tetraedro que tiene como
arista concurrentes a los vectores @, b y ¢donde d@=1i+ 2k ;b=4i + 6] + 2k , é=3i + 3] — 6k.

Observacion: el volumen del tetraedro es un sexto del volumen del paralelepipedo.

VECTORES COPLANARES

Tres vectores no nulos son coplanares, si uno de ellos es combinacion lineal de los otros dos.
Supongamos que a = Ab + uc. En este caso, se anula el producto mixto.

Resumiendo: tres vectores no nulos son coplanares si y solo si su producto mixto se anula. A partir
de la interpretacion geométrica, podemos decir que si los vectores son coplanares cumple que el
volumen es cero.
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