Vectores en R’y R?

Capitulo

A Los vectores en dos y tres dimensiones se emplean en todos los ambitos de la fisica para representar diversos fendmenos en disciplinas como
mecanica, electricidad y magnetismo, dptica y mecanica de fluidos, sélo por mencionar algunas.

Objetivos del capitulo
En este capitulo el estudiante. . .

e Conocera las propiedades principales de los vectores en dos
dimensiones (seccion 4.1).

e Aprendera, utilizando el producto escalar entre vectores, a
definir el concepto de ortogonalidad y la operacion de
proyeccion (seccion 4.2).

e |dentificara las principales propiedades de los vectores en
tres dimensiones (seccion 4.3).

Estudiara una nueva operacion binaria junto con sus propie-
dades, un producto entre vectores que da como resultado
un vector (seccion 4.4).

Se familiarizara con las descripciones y propiedades de las
rectas y los planos en el espacio haciendo uso de las
herramientas definidas en las secciones anteriores
(seccion 4.5).
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Segmento de
recta dirigido

Punto inicial

Punto terminal

En la seccion 2.1 se definieron los vectores columna y vectores renglon como conjuntos or-
denados de n nimeros reales o escalares. En el siguiente capitulo se definiran otros tipos de
conjuntos de vectores, denominados espacios vectoriales.

En principio, el estudio de los espacios vectoriales arbitrarios es un tema abstracto. Por
esta razon es util poder contar con un grupo de vectores que se pueden visualizar facilmente
para usarlos como ejemplos.

En el presente capitulo se discutiran las propiedades basicas de los vectores en el plano
xy y en el espacio real de tres dimensiones. Los estudiantes que conocen el calculo de varias
variables ya estan familiarizados con este material, en cuyo caso se podra cubrir rapidamente,
a manera de repaso. Para los que no, el estudio de este capitulo proporcionara ejemplos que
haran mucho mas comprensible el material de los capitulos 5,6y 7.

4.1 \Vectores en el plano

Como se defini6 en la seccidon 2.1, R? es el conjunto de vectores (x,, X,) con X; y X, nimeros
reales. Como cualquier punto en el plano se puede escribir en la forma (x, y), es evidente que
se puede pensar que cualquier punto en el plano es un vector en R?, y viceversa. De este modo,
los términos “el plano™” y “R*” con frecuencia son intercambiables. Sin embargo, para muchas
aplicaciones fisicas (incluyendo las nociones de fuerza, velocidad, aceleracion y momento) es
importante pensar en un vector no como un punto sino como una entidad que tiene “longitud”
y “direccion”. Ahora se vera como se lleva a cabo esto.

S£>an Py Qdos puntos en el plano. Entonces el segmento de recta dirigido de P a Q, denotado
por PQ, es el segmg)lto de recta que va de P a Q (vea la figura 4.1a). Observe que los segmentos
de recta dirigidos PQ y QP son diferentes puesto que tienen direcciones opuestas (figura 4.1b).

" 0 " 0
L X P X
0f i 0f i
a) PO b) OP
Figura 4.1

-
Los segmentos de recta dirigidos PQ y QP apuntan hacia direcciones opuestas.

y

o
i

//O/VX
| /!

Un conjunto de segmentos de recta dirigidos equivalentes.

El punto P en el segmento de recta dirigido PQ se denomina punto inicial del segmento y el
punto Q se denomina punto terminal. Las dos propiedades mas importantes de un segmento
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de recta dirigido ) Son su.I magnitud (longitud) y su direccion. Si dos segmentos de
recta dirigidos PQ y RS tienen la misma magnitud y direccion, se dice que son
equivalentes sin importar en donde se localizan respecto al origen. Los segmentos
de recta dirigidos de la figura 4.2 son todos equivalentes.

(D» pefinicion 4.1.1

Definicion geométrica de un vector

El conjunto de todos los segmentos de recta dirigidos equivalentes a un segmento de
recta dirigido dado se llama vector. Cualquier segmento de recta en ese conjunto se

denomina representacion del vector.

De la definicion 4.1.1 se observa que un vector dado v se puede representar de
multiples formas. Observe la figura 4.3: sea PQ una representacion de v; enton-
ces, sin cambiar magnitud ni direccidn, se puede mover PQ en forma paralela de
manera que su punto inicial se traslada al origen. Después se obtiene el segmento
de recta dirigido OR, que es otra representacion del vector v. Ahora suponga que
la R tiene las coordenadas cartesianas (a, b). Entonces se puede_<)iescribir el seg-
mento de recta dirigido OR por las coordenadas (a, b). Es decir, OR es el segmento
de recta dirigido con punto inicial (0, 0) y punto terminal (a, b). Puesto que una
representacion de un vector es tan buena como cualquier otra, se puede escribir
el vector v como (a, b).

Figura 4.3

—
Se puede mover PQ para obtener un

0
» /
segmento de recta dirigido equivalente

con su punto inicial en el origen. * R

-
Observe que OR y PQ son paralelos N
y tienen la misma longitud. 0

@ Definiciéon 4.1.2

Definicién algebraica de un vector

Un vector v en el plano xy es un par ordenado de nimeros reales (a, b). Los
nimeros a y b se denominan elementos o componentes del vector v. El vector
cero es el vector (0, 0).

Puesto que en realidad un vector es un conjunto de segmentos de recta equiva-
lentes, se define la magnitud o longitud de un vector como la longitud de cualquie-
ra de sus representaciones y su direccion como la dire(gc')n de cualquiera de sus
representaciones. Haciendo uso de la representacion OR y escribiendo el vector
v = (a, b) se define a

V| = magnitud de v = \/a* + b?

@.1.1)

Observacion

Los segmentos de recta dirigidos en la
figura 4.2 son todos representaciones
del mismo vector.

Segmentos de
recta dirigidos
equivalentes

Vector

Representacion
del vector

My nota

La forma de la definicion geométrica
de un vector presenta la nocion de una
clase de equivalencias, la cual es Util
para dividir conjuntos en subconjuntos
ajenos. Ademas, es suficiente elegir un
elemento de cada subconjunto para re-
presentar a todos los otros elementos.

Observacion

Con la definicion 4.1.2 es posible pensar
en un punto en el plano xy con coorde-
nadas (a, b) como un vector que co-
mienza en el origen y termina en (g, b).

Observacion

El vector cero tiene magnitud cero. Por
lo tanto, puesto que los puntos inicial y
terminal coinciden, se dice que el vector
cero no tiene direccion.

Observacion

Se hace hincapié en que las definicio-
nes 4.1.1y 4.1.2 describen, precisa-
mente, los mismos objetos. Cada punto
de vista (geométrico o algebraico) tiene
sus ventajas. La definicion 4.1.2 es la
definicién de un vector de dimension 2
que se ha estado utilizando.

Magnitud o
longitud de un
vector
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Esto se deduce del teorema de Pitagoras (vea la figura 4.4). Se ha usado la notacion |v| para
denotar a la magnitud de v. Observe que |v| es un escalar.

y R((l., b)
1 A
1
1
1
2 2 !
a+b !
b
Figura 4.4 1
La magnitud de un vector con coordenada :
xigual a ay coordenada yigual a bes () H
> X
Ja2+b2. 0 a

EJEMPLO 4.1.1 Calculo de la magnitud de seis vectores

Calcule las magnitudes de los vectores 1) v = (2, 2); ii) v = (2,2/3); iii) v = (=23, 2);
v)v=(=3,-3); v)v=(6,—6); vi)v= (0, 3).

ASolucion i) p=22+2>=y8=22

@ Nota i) V=y2° +(2J3)° =4
tan 6 es periodica con periodo 7. i) v =/(-2v/3)* +22 =4

Entonces, si a# 0, siempre exis- .
ten dos niimeros en [0, 27), ta- iv) |V| =4/ (_3)2 + (_3)2 =J18 =32
b
P - _ [ 7 _ _
les que tan 6 > Por ejemplo, ) |V| =62 + (=6 =J72 =642
tan% = tans% =1, Para determinar @ vi) |v| =02 +32=J9=3
de manera tnica es necesario determi- Se define la direccién del vector v = (a, b) como el angulo 6, medido en radianes,

nar el cuadrante de v, como se aprecia-

o g que forma el vector con el lado positivo del eje x. Por convencion, se escoge 6 tal

que 0 = 6 < 2. De la figura 4.4 se deduce que si @ # 0, entonces

Direccion de
un vector

tan 6 = b “4.1.2)

@ EJEMPLO 4.1.2 Calculo de las direcciones de seis vectores
Calcule las direcciones de los vectores en el ejemplo 4.1.1.

A Solucion  Estos seis vectores estan dibujados en la figura 4.5.

. 2
@) v se encuentra en el primer cuadrante y como tan 6 = 3= 1,0 =

RVNE] _
2

NE

b) 6 = tan tan"!'V/3 = % (ya que v esta en el primer cuadrante).
2 ' L7
N R tan N de la figura 4.5¢

¢) v esta en el segundo cuadrante y como tan ™!

B A
qued = (6) e

d) v esta en el tercer cuadrante, y como tan™! 1 = %, se encuentra que 6 = 7 + (%) =

S

7
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y
, (2,2v3) y
2.2) (—2v3,2)
T S5
T — T el
7 3 3 6
5 X 5 X — o] > X
b)

<)

T :\I > X T X (0, 3)
1 g
4

(—3,-3) (6, —6) 0
d) e) )

Figura 4.5

Direcciones de seis vectores.
¢) Como v esta en el cuarto cuadrante y tan™ ' (—1) = — %, se obtiene 0 = 27 — G) = 7777.
f) No se puede usar la ecuacion (4.1.2) porque g no esta definido. No obstante, en la figu-

rad.5f)sevequeb = g
En general, sib > 0
Direccion de (0, b) = g y direccion de (0, —b) = 3777 b>0

En la seccion 2.1 se definio la suma de vectores y la multiplicacion por un escalar. ;Qué sig-
nifican en términos geométricos estos conceptos? Se comienza con la multiplicacién por un
escalar. Siv = (a, b), entonces av = (aa, ab). Se encuentra que

lav] = \/aQaz +a’b? =|of \/az +b? =laf]v 4.1.3)

es decir,

Magnitud de av

Multiplicar un vector por un escalar diferente de cero tiene el efecto de multiplicar la
longitud del vector por el valor absoluto de ese escalar.

Mas aun, si a > 0, entonces av esta en el mismo cuadrante que vy, por lo tanto, la direccion de

. . ., _1(ab _1(b . .
av es la misma que la direccion de v ya que tan™' (%aj = tan™! (;) Si @ < 0, entonces av tiene
direccidn opuesta a la de v. En otras palabras,

Direccion de av

Direccion de av = direccion de v, sia > 0 (4.14)

Direccion de av = (direccion de v) + 7 sia < 0

235
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Desigualdad
del triangulo

y
y y } ! S > X
N e Nk
o (1, 1) 2/ 11 \/
o ot 2D
a) El vector original v b) 2v ¢) —2v
Figura 4.6

El vector 2v tiene la misma direccion que v y el doble de su magnitud. El vector —2v tiene
direccion opuesta a v y el doble de su magnitud.

(a) + ay, by + by)

(aa, by)

> X

Figura 4.7

La regla del paralelogramo para sumar vectores.

@ EJEMPLO 4.1.3 Multiplicacion de un vector por un escalar

Seav=(1,1). Entonces [v|= T+ 1 =2 y 2v| = (2, 2)| = /2% + 2% = /8 =242 = 2}v|. Todavia

mas, |[-2v| = /(—2)> + (—2)> =22 =2Jv|. Asi, la direccion de 2v es %, mientras que la direc-
. 5

cion de —2v es Tﬂ (vea la figura 4.6).

Ahora suponga que se suman dos vectores: u = (a;, b;) y v = (a,, b,) como en la figura
4.7. De la figura se puede apreciar que el vector u + v = (a, + a,, b, + b,) se puede obtener
trasladando la representacion del vector v de manera que su punto inicial coincida con el punto
terminal (a,, b,) del vector u. Por lo tanto, se puede obtener el vector u + v dibujando un para-
lelogramo con un vértice en el origen y lados u 'y v. Entonces u + v es el vector que va del origen
a lo largo de la diagonal del paralelogramo.

Nota. Al igual que un segmento de recta es la distancia mas corta entre dos puntos, se deduce
de inmediato, de la figura 4.7, que

Desigualdad del tridngulo
4.1.5)

[u+ v <|u| + |v|

Por razones que resultan obvias en la figura 4.7, la desigualdad (4.1.5) se denomina desigualdad
del triangulo.

También se puede utilizar la figura 4.7 para obtener una representacion geométrica del vec-
toru —v. Comou =u — v + v, el vector u — v es el vector que se debe sumar a v para obtener
u. Este hecho se ilustra en la figura 4.8a. Un hecho similar se ilustra en la figura 4.8b.
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Existen dos vectores especiales en R? que nos permiten representar a cualquier otro vector
en el plano de una forma conveniente. Se denota el vector (1, 0) por el simbolo iy el vector (0, 1) Vectores iy j
por el simbolo j (vea la figura 4.9). Si v = (a, b) es cualquier vector en el plano, entonces como
(a, b) = a(1, 0) + b(0, 1), se puede escribir

&

- (0, 1)
|

-4
a) b) oF 1 (1,0
Figura 4.9

Los vectores iy j.

Figura 4.8

Los vectores u — vy v — u tienen la misma magnitud pero direcciones opuestas.

v = (a, b) = ai + bj (4.1.6) @ Nota historica

Hamilton utilizé por primera vez
los simbolos iy j. Definié su cua-
ternién como una cantidad de la
forma a + bi + cj + dk, donde
aes la "parte escalar” y bi + cj
+ dk es la “parte vectorial”. En
la seccion 4.3 se escribiran los

Con esta representacion se dice que v esta expresado en sus componentes horizontal
y vertical. Los vectores iy j tienen dos propiedades:

i) Ninguno de ellos es multiplo del otro. (En la terminologia del capitulo 5,
son linealmente independientes.)

ii) Cualquier vector v se puede escribir en términos de iy j como en la ecua- vectores en el espacio en la for-
cion (4.1.6) " ma bi + cj + dk.
Bajo estas dos condiciones se dice que i y j forman una base en R%. En el capitulo 5 se estudiaran Base

las bases en espacios vectoriales arbitrarios.
Ahora se definira un tipo de vector que es muy util en ciertas aplicaciones.

(D> pefinicion 4.1.3

Vector unitario

Un vector unitario es un vector con longitud 1.

C EJEMPLO 4.1.4 Un vector unitario

1). 3. o
El vector u = (5)1 + (%j j es un vector unitario ya que

Y|

.
1

En la ecuacion (4.1.6) se dice que v se puede escribir como una combinacion lineal de iy j. Se estudiara el concepto
de combinacion lineal en la seccion 5.5.
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X

Figura 4.10

El punto terminal de un vector unitario que tiene su punto inicial en el origen se
encuentra sobre el circulo unitario (circulo centrado en el origen con radio 1).

Sea u = ai + bj un vector unitario. Entonces |u| = \/a® + b* =1, de manera que > + b* = 1 yu
se puede representar por un punto en el circulo unitario (vea la figura 4.10). Si 0 es la direccion
de u, es claro que ¢ = cos 0 y b = sen 6. De este modo, cualquier vector unitario u se puede
escribir en la forma

Representaciéon de un vector unitario
4.1.7)

u = (cos 0)i + (sen 0)j

donde 6 es la direccion de u.

C EJEMPLO 4.1.5 Coémo escribir un vector unitario como (cos 0)i + (sen 6)j

El vector unitario u = (l)i + [?]] del ejemplo 4.1.4 se puede escribir en la forma de (4.1.7)

2
1 T
= 71 _ = —
con 6 = cos (2) 3

También se tiene (vea el problema 4.1.26).

. v
Sea v un vector diferente de cero. Entonces u = o es un
v

vector unitario que tiene la misma direccion que v.

C EJEMPLO 4.1.6 Como encontrar un vector unitario con la misma direcciéon
que un vector dado diferente de cero

Encuentre un vector unitario que tiene la misma direccion que v = 2i — 3j.

ic { = _ Cov (2 (2
A Solucion  Aqui [v|=/4+9 =13, por lo que u = o [\/ﬁ)l (\/ﬁ]) es el vector
que se busca.
Se concluye esta seccion con un resumen de las propiedades de los vectores.
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Tabla 4.1

4-04 Expresion en términos de componentes si
Definicion
intuitiva

u=ui+ wj, v=vi+ v,y
u = (g, 1), V= (v, 1)

Un objeto que tiene

: . ., i+ v,
Vectory magnitud y direcciéon vitvd o (v, 1)
vl Magnitud (o longitud) de v Jvi +v3
ayv % A4 /av avi+ av)j o (av,, av,)

(en este dibujo a = 2)

ﬂv Z—V —vi—vi o (=v,=v) o —(v, 1)

utv . .

u-+v v (u +v)i+ (u,+v)ji o (u+v,u+v)
V u _V . .

u-—yv (=i + (= v)i 0 (U —vi,uy =)

R» Resumen 4.1

H
El segmento de recta dirigido que se extiende de P a Q en R? denotado por PQ es el segmento de
recta que vade Pa Q.

Dos segmentos de recta dirigidos en R? son equivalentes si tienen la misma magnitud (longitud) y
direccion.

Definicion geométrica de un vector

Un vector en R? es el conjunto de todos los segmentos de recta dirigidos en R? equivalentes a un
segmento de recta dirigido dado. Una representacion de un vector tiene su punto inicial en el ori-

%
gen y se denota por OR.
Definicion algebraica de un vector

Un vector v en el plano xy (R?) es un par ordenado de numeros reales (@, b). Los nimeros a 'y b se
llaman componentes del vector v. El vector cero es el vector (0, 0).

Las definiciones geométrica y algebraica de un vector en R? se relacionan de la siguiente manera:
—>
siv = (a, b), entonces una representacion de ves OR , donde R = (a, b).

Si v = (a, b), entonces la magnitud de v, denotada por |v|, esta dada por |v| = \/a* +b?.

Si v es un vector en R?, entonces la direccion de v es el angulo en [0, 277] que forma cualquier repre-
sentacion de v con el lado positivo del eje x.

239

(p. 232)

(p. 233)

(p. 233)

(p. 233)

(p. 233)
(p. 233)

(p. 234)
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* Desigualdad del triangulo
En R?
[u+ v <[ul + |v| (p- 236)
* EnR%seani=(1,0)yj= (0, 1); entonces v = (a, b) se puede escribir como v = ai + bj. (p. 237)

+ Un vector unitario u en R? es un vector que satisface [ul = 1. En R? un vector unitario se puede
escribir como

u = (cos 0)i + (sen 0)j (p. 238)

donde 6 es la direccion de u.

® AuTOEVALUACION 4.1

I) Un vector es

a) dos puntos en el plano xy.

b) un segmento de recta entre dos puntos.

¢) un segmento de recta dirigido de un punto a otro.

d) una coleccion de segmentos de recta dirigidos equivalentes.

I SiP=(3,—-4)yQ=(8,06),el vector P_Q) tiene longitud

a) |3|+|—4] b) (3) + (—4)
&) (3= 8) + (—4 — 6) d) \JB—3) +(6—(—4)
I1I) La direccion del vector (4, 8) es
s 8 (8
a) b) tan™'(8 — 4) ) (4)77 d) tan (4)

IV) Siu=(3,4)yv=(5,8), entoncesu + v
a) (7, 13) b) (8,12) o) (2,4 d) (15,32)

V) Siu= (4, 3), entonces el vector unitario con la misma direccion que u es

a) (0.4,0.3) b) (0.8, 0.6) c) (%,%j d) (g,%)

@ Respuestas a la autoevaluacion
I) d) II) d) I10) d) 1V) b) V)b=c¢

MANEJO DE LA CALCULADORA 4.1

Se puede trabajar con vectores en la calculadora HP50g. Primero seleccionamos el
modo de coordenadas rectangulares para la representacion de vectores, con la bandera
177 del sistema en la posicidn de eleccion, y al oprimir MIH_ se presenta la siguiente
ventana:




4.1 Vectores en el plano

RAD
B [AATH_HET

el |1 VECTOE.. T
?: 2.HATRIN..

&% |z LIsT.

5% |Y.HYFEREOLIC..

4 |5.REAL..

o1 |&.ERSE.

S |7.PROBREILITY..

1: |2.FFT.

[ N N N T TN T

El ment de VECTOR contiene las siguientes funciones:

RAD [GECT

RAD  [VECTOR HEND (&
i [2pat

25 |2 cross

I [T

4: |5+

S |6z

2: |7 dd -

T: [2.CVLIN =

[ | ] |  [cancL| oH

Y hay que asegurarse que la opcion 7 esté seleccionada (esto se vera como texto blanco
sobre fondo negro).

RAD

RAD  [VECTOR WENU |

?f 1.REZ i
" |a.poT

&5 |7.CRoss

- T

4: |5.+3

=TI Rk

% 2.CYLIN

[ | | |  [CAnCL] oH

Se pueden escribir vectores directamente en la pila utilizando la secuencia G y
escribiendo los nimeros separados por comas o espacios, finalizando con la tecla GIE ,
por ejemplo el vector (3, 5).

[ < Jim 3 | sc] 5 Jave
EAD #YZ HEX E= 'R’
THOHE
.
=
S
-
=H
=
1: 33

g
[
I
]
]
-

241
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Se pueden guardar en memoria vectores como cualquier otro objeto utilizando el co-
mando , esto es, se escribe el vector a guardar en la pila, se escribe el nombre de la
variable donde se quiere guardar el vector,

Do
EAD HY2 HEW K= "' ALG
LHOHEZ
=
5:
43
=E
25
1: [3:
1 H 1
casor]l [ [ [ | |
y por ultimo se oprime .
EAD BY2 HEW R= 'H'
LHOHEZ
s
=
o
4z
ot
%:
A Jesorl ] | |

Observe que ahora se tiene un nueva variable con etiqueta A.
Para obtener la magnitud de un vector se utiliza el comando @ @ @ ; por ejemplo,
encontrar la magnitud del vector guardado en A, AaAAaEDR, se obtiene:

ERAD HYZ HEX E= '3¥°'

LHOHE>

o

=

=l

i

=

aH

1: 2
I (T35 I I I

Si se quiere expresar un vector en forma de magnitud y angulo, se tiene que cambiar
el sistema de coordenadas de la calculadora; esto se puede hacer siguiendo los pasos
mostrados al inicio de esta seccion, pero eligiendo la opcion 8 en la figura 2 de la pagina
anterior. [Observacion: Asegurese de incluir un punto decimal en las cantidades de los
vectores, de lo contrario la conversion no se efectuara en forma automatica.]

También se pueden describir vectores en forma polar y la calculadora hara la con-
version adecuada con respecto al sistema de coordenadas que se esté utilizando. Para
especificar un vector en forma de magnitud-angulo se abren corchetes con I se-
guido de la magnitud y el simbolo de angulo €70 D @ scguido del angulo, es decir,
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Si queremos escribir un vector con magnitud 5 y angulo de 3 radianes, la secuencia de
teclas es la siguiente:

D OBDEGOEND

;E HEX E= '®'

L LR Co ) T |

[-4.249962453 . PHIG
(A Jeaspzl [ | | |

La suma entre vectores y la multiplicacion por un escalar se realiza de modo transparen-
te para el usuario siempre y cuando las dimensiones sean compatibles. En los problemas
59 al 71 utilice la calculadora para encontrar la magnitud y direccién (en radianes y
grados) de cada vector en R>.

® Problemas 4.1

De los problemas 1 al 19 encuentre la magnitud y direccion del vector dado.

1.

5.

13.

17.

20.

21.

22,

23.

24.

25.

26.

v=(—4,4) 2. v=(/3,-2) 3. v=(7,9) 4. v=(-4,-4
v=(—/3,-2) 6. v=1(-8,9) 7. v=(1,3) 8. v=(-2,/3)

. v=(3, -8 10. v=(1,—/3) 11. v=(3,2) 12. v=(-5,1)
v={(1,2) 14. v=(-5,8) 15. v = (10, 10) 16. v=(-7,10)
v = (10, 0) 18. v= (6, —8) 19. v=(-2,9)
Seau=(2,3)yv=1(—5,4). Encuentre: a) 3u; b)u + v;c) v —u; d) 2u — 7v. Bosqueje estos

vectores.

Seau = —3i + 2jyv=4i+ 5j. Encuentre: a) u + v;b)u — v, c) v —u; d) —2u + 3v;
e)2u — 3v; /) u + 2v. Bosqueje estos vectores.

Seau = 2i — 3jyv = —4i + 6j. Encuentre: @) u + v; b)) u — v; ¢) 3u; d) —7v; ¢) 8u — 3v;
1) 4v — 6u. Bosqueje estos vectores.

3 4 S
Demuestre que el vector 5+ 5 © un vector unitario.
Muestre que los vectores i y j son vectores unitarios.

1, 2, o
Demuestre que el vector ﬁl - \g ] €s un vector unitario.

Demuestre que si v = ai + bj # 0, entonces u =
que tiene la misma direccidon que v.

b . o
———] €s un vector unitario
a*+b

a .
\/a2+b2]+ \/

243
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De los problemas 27 al 34 encuentre un vector unitario que tenga la misma direccién que el
vector dado.

27.
31.

33.

3s.

36.
37.

v = 6i + 10j 28. v =4i— 6j 29. v=i—j 30. v=3i— 10j
v=-3i—§j 32. v=adi+daj;, a#0
v="Ti+9j 34. v=4i+5j

a b
Siv = ai + bj, demuestre que ————= = cos § y ———= = sen 6, donde 6 es la direc-
[2 1 2 [2 12
cién de v. az+b a-+b

Siv = 2i — 3j, encuentre sen 0 y cos 6.

Siv = 4i — j, encuentre sen 6 y cos 6.

Un vector v tiene direccion opuesta a la del vector u si la direccion de v es igual a la direccion de
u mas 7 radianes. De los problemas 38 al 45 encuentre un vector unitario v que tenga direccion
opuesta a la direccion del vector dado u.

38.
42.
46.

47.
48.

u=>5—2u 39. u=2i—3j 40. u = 4i — 6 41. u=3i — 7u
u= —2i-+3j 43. u= —3i — §j 44. u = 4i — 10j 45. u= —5i — 10j
Sea u = 2i — 3jy v =—i + 2j. Encuentre un vector unitario que tenga la misma direccion

que: a)u + v; b) 2u — 3v; ¢) 3u + 8v.
Sea P =(c,d)y O = (¢ + a,d+ b). Muestre que la magnitud de P_Q) es \Ja> +b’.

Demuestre que la direccion de P_Q) en el problema 47 es la misma que la direccion del
vector (a, b). [Sugerencia: Si R = (a, b), demuestre que la recta que pasa por los puntos P
y Q es paralela a la recta que pasa por los puntos 0y R.]

De los problemas 49 al 56 encuentre un vector v que tenga la magnitud y direccion dadas.

49.

52.

55.

*57.

58.

59.
62.
65.
68.
70.

|v|=3,0=% 50. v =1,0=-7F 51. M| =8,0=17%
2 2
M=16=7 53. v =9,0="F 54. v = 6,0 =7
2
M=70=-3 56. v =3,0= -
Demuestre de manera algebraica (es decir, estrictamente de las definiciones de suma y

magnitud de vectores) que para cualesquiera dos vectoresuy v, [u + v| = |u| + |v|.
Demuestre que si u 'y v son diferentes del vector cero, entonces |u + v| = |u| + |v| si y s6lo

si u es un multiplo escalar positivo de v.

En los problemas 59 al 71 utilice la calculadora para encontrar la magnitud y direccion
(en radianes y grados) de cada vector en R

(1.735, 2.437) 60. (0.9502, 0.0344) 61. (—1.735,2.437)
(—1.735, —2.437) 63. (0.4387,0.3861) 64. (—58, —99)

(58, 99) 66. (0.3192,0.3129) 67. (0.01468, —0.08517)
(0.01468, 0.08517) 69. (—0.8649, —0.0301)

(—0.01468, 0.08517) 71. (—0.1649, 0.6277)



4.1 Vectores en el plano

7 ) EJErcicios con MATLAB 4.1

Informacién de MATLAB

Introduzca un vector como una matriz de 2 X 1 o de 3 X 1. La suma y multiplicacion por un
escalar es la misma que para las matrices.

Producto escalar deuyv: u’ xv
Magnitud (longitud) de v: sqrt (v’ «v) onorm(v)

Direccién de v: vea el ejemplo 4.1.2 y use el hecho de que tan™!(c) se encuentra con atan (c).
También se puede utilizar el comando atan2 (x,y) (ver doc atan2)

Grdficas: varios problemas utilizan graficas. Se proporcionan instrucciones especificas en cada
problema.

1. a) Utilice MATLAB para verificar los resultados obtenidos con lapiz y papel para la mag-
nitud y direccion de los vectores de los problemas impares 1 al 12 de esta seccion.

Nota. \/§ se encuentra con sqrt (3).

b) Utilice MATLAB para encontrar la magnitud y direccion de los vectores en los proble-
mas pares 38 al 48 en esta seccion.

2. Las combinaciones lineales de vectores seran importantes en el trabajo futuro. Este pro-
blema describe una manera de visualizar las combinaciones lineales de vectores en el plano
(vea también el problema 3 siguiente).

a) Se quieren graficar varias combinaciones lineales de dos vectores dados en el mismo
conjunto de ejes. Cada vector sera representado por un recta de (0, 0) al punto terminal
del vector. Sean u y v dos matrices (vectores) de 2 X 1 dadas. Se quieren graficar varios
vectores z, donde z = qu + bv con —1 = a, b = 1 para ayudar a la comprension de la
geometria de una combinacion lineal. Lea la nota sobre grdficas que se presento antes
de estos problemas de MATLAB.

Introduzca u 'y v como vectores columna, elegidos por usted tales que no sean paralelos.
Dé lo siguiente:

w=Uu+V;ww=u-v;aa=[u',v',w',ww'] ;M=max (abs (aa))
axis('square') ;axis([-M M -M M])

plot ([0 v(1)1,[0,v(2)],[0,u(1)],[0,u(2)])
hold on

grid

Con esto vera uy v graficados. Los siguientes comandos de MATLAB grafican la com-
binacion lineal entre los vectoresuy v

a=1; b=1;

Z=a*u+b*v;

plot ([0 z(1)]1,[0 z(2)],'c', " 'linewidth',5")

Repita cinco veces los tres renglones de comandos anteriores, pero modifique la eleccion
deaybcon0<a,b<1 (recuerde que puede usar las flechas hacia arriba). Observe la
geometria de cada combinacion lineal conforme obtenga cada una de las graficas.
[ Como se vera la pantalla de graficas si se grafican multiples casos de a y b?
Repita seis veces los tltimos tres renglones de comandos con los siguientes cambios:
cambie 'c' a 'r' yelijjaal menosotrasseisaybpara0=a=1y—-1=h=0.Seaa
= 1y b = —1 la primera eleccion. Observe la geometria y conteste la pregunta anterior.
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el

Repita los ultimos tres renglones de comandos seis veces con los siguientes movi-
mientos: cambie 'c' a 'm' y elija por lo menos otras seisay b para —1 =a =0y
0<h<l. Seana = —1y b =1 los primeros valores. Observe la geometria y conteste la
pregunta anterior.

Repita seis veces mas los ultimos tres renglones de comandos con los siguientes
movimientos: cambie 'c' a 'k' y elija por lo menos otros seis valores de a y b para
—l=a,b=1. Seana = —1y b = —1 los primeros valores. Observe la geometria y
responda la pregunta, igual que antes.

(Como se veria la pantalla de graficas si se graficaran cada vez mas combinaciones
lineales?

Al terminar este problema dé el comando hold off.

b) Siguiendo las instrucciones anteriores, explore lo que ocurre si comienza con uy v para-
lelos.
Al terminar este problema, dé el comando hold off.

(Este problema usa el archivo lincomb.m) Dados dos vectores no paralelos en el plano, se
puede escribir otro vector en el plano como una combinacion lineal de estos dos vectores.
El archivo lincomb.m se presenta a continuacion.

function lincomb (u,v,w

LINCOMB funcidén que grafica los vectores u,v,w y
se expresa w como la combinacion lineal
del u,v es decir
wW=au+ b v, con a,b reales

vector de 2x1
vector de 2x1
w: vector de 2x1

< e

o° o° o° o° o° o° o° o°

o°

define el origen

origen=[0;0];

se encuentran los valores de las constantes

de la combinacion lineal

A=[u,v];

xx=A\w;

Ou=[origen,ul ;

Ov=[origen,v];

Ow= [origen, w] ;

PPl=[origen,xx (1) *u,xx (1) *u+xx (2) *v,xx (2) *v,origen] ;

%$Grafica de vectores

plot (Ou(l,:),0u(2,:),"'-*b',0v(1l,:),0v(2,:),"'-*b", ...
Ow(l,:),0w(2,:),'-*g")

text (u(l)/2,u(2)/2, " '\bf u'")

text (v (1) /2,v(2) /2, '\bEf v'")

text (w(l)/2,w(2)/2, '\bf w')

o° o

hold on

plot (PP1(1,:),PP1(2,:),"':x")

grid on

title(['u=[',num2str(u(l)),';"',num2str(u(2)),'l, ',...
'v=[',num2str(v(1)),';"',num2str(v(2)),'l, ', ...
'w=[',num2str(w(1)),';"',num2str(w(2)),'1'])

xlabel (['w = (',num2str(xx(1),2),...
") u o+ (',num2str(xx(2),2),') v'])

°
5

axis square
a=axis;
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axis([min(a([1,3])),max(a([2,4])),min(a([1,3])) ,max(a([2,4]1))])

°
°

hold off

Una vez que se haya escrito la funcion en un archivo con nombre lincomb.m, dé el comando
doc lincomb para tener una descripcion de este archivo con extension m.

Sean uy v dos vectores de 2 X 1 que no son paralelos. Sea w=5* (2*rand (2,1—1).
Dé lincomb (u, v, w) . Primero vera graficados u, v y w. Oprima cualquier tecla y apa-
recera la geometria de w escrita como una combinacion lineal de u y v. Repita para dife-
rentes vectores w, u y v.

4.2 El producto escalar y las proyecciones
en R?

En la seccion 2.2 se defini6 el producto escalar de dos vectores. Siu = (¢, b,) y v (a,, b,), entonces

u-v=aa,+ bb, 4.2.1)

Ahora se vera la interpretacion geométrica del producto escalar.

@ Definicion 4.2.1

Angulo entre vectores

Sean u y v dos vectores diferentes de cero. Entonces el angulo ¢ entre u y v esta definido
como el 4ngulo no negativo mas pequeiio’ entre las representaciones de u 'y v que tienen
el origen como punto inicial. Si u = av para algun escalar «, entonces ¢ = 0sia >0y
o=msia<0.

Esta definicion se ilustra en la figura 4.11. Observe que ¢ siempre se puede elegir para que sea
un angulo no negativo en el intervalo [0, 7r].

Cr} Teorema 4.2.1 La magnitud de un vector en términos

del producto escalar
@ Demostracién

Sea v un vector. Entonces

VP=v-v 4.2.2)

@ Demostracion

Sea v = (a, b). Entonces
[V[> = a* + b?

v-v=(a,b) - (a,b)=a-a+b-b=ad+ b =|v

Y|

T Este angulo estara en el intervalo [0, 7).
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y
y y A u
3 y u
v
¢
b 0 > X
u / N
G 0
0 * v v
a) b) ¢)
y Y
/ v 3 v
=0
p=m
4 .
u 0
5 > X
u
d) e)
Figura 4.11

Angulo ¢ entre dos vectores.

G’) Teorema 4.2.2

Sean u y v dos vectores diferentes de cero. Si ¢ es el angulo entre ellos, entonces

u-v

COS = —
© = ulv]

4.2.3)

@ Demostracion

La ley de los cosenos (vea el problema 3.4.10, pagina 223) establece que en el triangulo
de la figura 4.12

=a>+ b>—2abcos C

y
A
(ala bl)
(ay by) 1) vou u
v
> X
0

Figura 4.12 Figura 4.13
Triangulo con lados &, by c. Tridngulo con lados |ul, [v|] y [v — u].

Ahora se colocan las representaciones de u y v con los puntos iniciales en el origen de
manera que u = (a,, b)) y v = (a,, b,) (vea la figura 4.13). Entonces de la ley de los cose-
nos, | v —u? = v + |uf’ — 2Ju| |v] cos ¢. Pero
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de (4.2.2) teorema 2.2.1iii), pagina 64

: :

vV—ul=Fv—-—uw:(v-—u=v-v—2u-v+u-u
=V —2u-v+ |u?

Asi, después de restar |[v> + |u]> en ambos lados de la igualdad, se obtiene
—2u - v = —2|u||v| cos ¢, y el teorema queda demostrado.

Observacion. Haciendo uso del teorema 4.2.1 se puede definir el producto escalar u - v como

u-v=|ul|vcos ¢

@ EJEMPLO 4.2.1 Calculo del angulo entre dos vectores

Encuentre el angulo entre los vectoresu = 2i + 3jyv = —7i +j.
ASolucion w-v=—14+3=—11u/=v2’+3’ =13y |[v|=/(-7) + I =+/50. Asi,
u-v -11 —11

—0.431455497"

cos ¢ = = = =
? 7 IV VI3V50 650
de manera que
¢ = cos 1(=0.431455497) = 2.0169* (=~ 115.6°)

Nota. Como 0 = ¢ = 7, cos” !(cos ¢) = ¢.

@ Definicién 4.2.2

Vectores paralelos

Dos vectores diferentes de cero u y v son paralelos si el angulo entre ellos es cero o .
Observe que los vectores paralelos tienen la misma direccion o direcciones opuestas.

@ EJEMPLO 4.2.2 Dos vectores paralelos

Demuestre que los vectores u = (2, —3) y v = (—4, 6) son paralelos.
u-v —8-18 —26 _ =26
v V1352 J13(2V13)  2(13)

Por lo tanto, ¢ = 7 (de manera que u y v tienen direcciones opuestas).

@ Teorema 4.2.3

Siu# 0, entonces v = au para alguna constante « si 'y solo si u'y v son paralelos.

@ Demostracion

La prueba se deja como ejercicio (vea el problema 42 de esta seccion).

A Solucion  cos @ =

' Estas cifras, al igual que otras en el libro, se obtuvieron con una calculadora.
* Al hacer este célculo, asegurese de que su calculadora esté en modo de radianes.
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(D> pefinicion 4.2.3

Vectores ortogonales
Los vectores u y v diferentes de cero son ortogonales (o perpendiculares) si el angulo

entre ellos es g

C EJEMPLO 4.2.3 Dos vectores ortogonales

Demuestre que los vectores u = 3i + 4jy v = —4i + 3j son ortogonales.

(u-v)
(lullvD

ASolucion u-v=3-4-4-3=0.Esto implica que cos ¢ =

en el intervalo [0, 7], ¢ = g

G’) Teorema 4.2.4

Los vectores u y v diferentes de cero son ortogonales siy sélosiu - v = 0.

@ Demostracion

Esta prueba también se deja como ejercicio (vea el problema 43 de esta seccion).

= 0, y como ¢ esta

Muchos problemas interesantes se refieren a la nocion de la proyeccion de un vector sobre otro.
Antes de definir esto se demuestra el siguiente teorema.

(T» Teorema a.2.5

Sea v un vector diferente de cero. Entonces para cualquier otro vector u el vector

(u-v)

\k

w=u-— v

es ortogonal a v.

@ Demostracion

W.vz[u_(“'VW]VZU.V_M
v’ v

2
u-v)yv
\

=u-v

Los vectores u, vy w se ilustran en la figura 4.14.

y
1 u-v
u-— —|v=w
Iv|
-
u ,/’
’/
. - u.
Figura 4.14 v -V =proy u
uy — W
El vector w=u—Wv es ortogonal a v. 5 > X
v
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(D> pefinicion 4.2.4

Proyeccion
Sean u y v dos vectores diferentes de cero. Entonces la proyeccion de u sobre v es un vec-
tor denotado por proy, u, que se define por

proy u= lll |2v v 4.2.4)
v

La componente de u en la direccion

u-v 2.

deves ﬁ, y es un escalar. 4.2.5)
v

v o o o o
Observe que o es un vector unitario en la direccion de v.

u-v

Observacion 1. De las figuras 4.14 y 4.15 y del hecho de que cos ¢ = se deduce que

[uf[v]

VvV y proy, u tienen:
i) la misma direcciéonsiu-v> 0y
ii) direcciones opuestas siu - v < 0.

a) b)
Figura 4.15

a) vy proy, u tienen la misma direccion siu - v >0,
b) v y proy, u tienen direcciones opuestas siu - v < 0.

Observacion 2. Se puede pensar en la proy,u como la componente de v del vector u.
Observacion 3. Siuy v son ortogonales, entonces u - v = 0, de manera que proy,u = 0.

Observacion 4. Una definicion alternativa de la proyeccion es: siuy v son vectores diferentes de
cero, entonces proy, u es el tnico vector con las siguientes propiedades:

i) proy,u es paralelo a v.
ii) u — proy, u es ortogonal a v.

@ EJEMPLO 4.2.4 Calculo de una proyeccion

Seanu = 2i + 3jyv =1+ j. Calcule proy,u.
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A Solucion Proy,u = (ul'lvz)v = { > }v = @)1 + G)] (vea la figura 4.16).
A

(V2)

y
Y

Figura 4.16
La proyeccion de (2, 3) sobre (1, 1) es (% %)

@ EJEMPLO 4.2.5 Calculo de una proyeccion

Seanu = 2i — 3jyv =i + j. Calcule proy,u.

A Solucion  En este caso u—zv = —l; asi, proy,u = —%i - %j (vea la figura 4.17).

\ 2
y
Y
— v=i+j
| 0 | |
I I I
. /
RELIRE IRON|
u = 2i — 3j
Figura 4.17
La proyeccion de 2i — 3j sobre 1T /
i+jes—1i—1j. Zi— 2

(R» Resumen 4.2

* Seanu = (4, b)) y v = (a,, b,); entonces el producto escalar o producto punto de u y v, denotado
por u - v, estd dado por (p- 247)

u-v=aa,+ bb,
Siu = (a;, by,c,)yv = (ay, by, ¢;), entonces

u-v=aa,+ bb,+ cc,
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+ El 4angulo ¢ entre dos vectores u'y v en R? es el inico niamero en [0, 7] que satisface (p. 247)
u-v
ullv|

+ Dos vectores en R?son paralelos si el angulo entre ellos es 0 o 7. Son paralelos si uno es un mul-
tiplo escalar del otro. (p. 249)

+ Dos vectores R? son ortogonales si el angulo entre ellos es g Son ortogonales si y so6lo si su pro-
ducto escalar es cero. (p- 251)

+ Sean uy v dos vectores diferentes de cero en R La proyeccion de u sobre v es un vector, denotado
por proy,u, que esta definido por (p. 251)

u-v

proy,u=———v

Ivl

u-v Y

El escalar ﬁ se llama la componente de u en la direccion de v.
v

* proy,ues paralelo a vy u — proy,u es ortogonal a v. (p. 251)

® AUTOEVALUACION 4.2

Di-j=
a) 1 b) J(0—1)> +(1—0)?
¢) 0 d) i+ j

Inm 3,49-32)=__ .

a) 3+3)4+2)=36 b) 3)3) + (4)(2) =17
) 3-32-49=0 d) 3)3)-M@ER =1
I1I) El coseno del angulo entrei + jei — jes
a) 0i + Oj b) 0 o 2 d)\/leo
IV) Los vectores 2i — 12jy 3i + Gj, son
a) Ni paralelos ni ortogonales b) Paralelos
¢) Ortogonales d) Idénticos
V) Proy,u =
a) u-w b) w u-ww ) u-wu
[l Wl Wl |wl Jul [ul

@ Respuestas a la autoevaluacion
D ¢ ) 5 II) b) IV) ¢ V) ¢)
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MANEJO DE LA CALCULADORA 4.2

Se puede obtener el producto punto entre dos vectores utilizando el comando @ @ @ .
Se necesita tener dos vectores de dimensiones compatibles en las posiciones 1 y 2 de
la pila y escribir el comando DOT seguido de la tecla @B, esto si se quiere obtener el
producto punto entre los vectores v, con magnitud 5 y angulo 3 radianes y el vector v,
con magnitud 3 y angulo 5 radianes

D OBDEGOEND
D SBDEOED
CDEDeAG

RdZ HER R= '"H'
EX

[5: £3.1]
[3. £-1.283183536v 18]

HEHNUJ-&LH!T-
-]

que da por resultado v, - v, = —6.2422025.
Si queremos obtener el vector unitario asociado a v, (magnitud 4 y angulo 3 radia-
nes) podemos proceder como sigue:

D DG E DD
DD 0 6 6 CD O3 €D

que da por resultado

Z HER R= 'R’

ms

¥
he

e
=
-
=

L LN E ) [0 Al

[ —.9899924966 .14..
T

Para calcular el operador proy,u, si tenemos guardados vectores u 'y v:
O GDGOEEIDA
D BDEOGBEJ

FAD HYZ HER K= "d°
LHOHEZ>

l-"Nl'.l.'l&UIIT-“\ll

T T i ey e

Observe que aparecen las variables V y U. Finalmente, para encontrar la proyeccion

G0 DIDeEdGEDE € IDEIDeJG D E G €
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® Problemas 4.2

De los problemas 1 al 11 calcule el producto escalar de los dos vectores y el coseno del angulo
entre ellos.

(7). (-8 L e

1. u= 9],v—[ 9j 2. u=i+jv=i—j 3. u=3i;v=-7j

3 =5 . . . .
4. u= X V=L 5. u=-5i;v=18j 6. u= ai; v = Bj; a, B reales
7. u= 10 V= 7 8. u=2i+5jv=>5i+2j 9. u=2i+55v=>5i—-2j

10 s 10 s s

6

10. u= 18j,v=( 8] 11. u=4i+5jv=>5i-4j

12. Demuestre que para cualesquiera numeros reales a y 3, los vectoresu = ai + Bjy v =
Bi — aj son ortogonales.

13. Sean u, v y w tres vectores arbitrarios. Explique por qué el producto u - v - w no estd defi-
nido.

De los problemas 14 al 20 determine si los vectores dados son ortogonales, paralelos o ninguno
de los dos. Después esboce cada par.

)
14. w=3i+5v=—6i—10j 15. u=[ 9]”:(18)

16. u=2i—-3j;v=—9i+ 6 17. w=2i + 3j; v = 6i + 4

2
18. u=[ 9]’V=(1(6)j 19. u=Ti;v = —23f

20. u=2i —4j;v=—i+ 3j
21. Seanu = —3i + 6jyv = 2i + ¢j. Determine « tal que:

a) uy v son ortogonales. b) uy vson paralelos.
¢) Elangulo entreuy ves % d) El angulo entreuy ves %4.

22. Seanu =i+ ajyv = 2i + Bj. Determine a y B tales que:

@) uy v son ortogonales. b) uy vson paralelos.
¢) Elangulo entreuy ves %. d) El angulo entreuy ves %4.

23. Encel problema 21 demuestre que no existe un valor de « para el que u y v tienen direcciones
opuestas.

24. Encuentre condiciones para a y B del problema 22 para que u y v tengan la misma direc-
cion.

En los problemas 25 al 38 calcule proy, u.

25. u=3i;v=1i+j 26. u=[2],v=[ ZJ
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27.

29.

31.

33.
34.

35.

36.
37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.
45.
46.
47.

48.

Desigualdad de *49,
Cauchy-Schwarz

u=2i-3jv=—9 + 6 28, u=2i+jv=1i- 2

3 4
u= ,V= 30 u=—i—2v=>5+7j
-7 -10

=5 -8
u=i+jv=2—3j 32. uz[ 10],v=[ 7]

u=4i—jv=-2i+3j

u=ai+ Bjv=1i+j;aypreales positivos

()

u="7i+25v=14i— 6

u=ai— Bj;v=1i-+j; ay Breales positivos con o > 3

-1 v 6

-2) 6
Seanu = ¢,i + b,jy v = a,i + b,j. Establezca una condicién sobre «a,, b, a,y b, que ase-
gure que v y proy,u tengan la misma direccion.

=
Il

En el problema 39 establezca una condicion que asegure que v y proy, u tengan direccio-
nes opuestas.

— —
Sean P =(2,3),0=(5,2), R=(2, =5y S = (1, —2). Calcule proy z RSy proy z PQ.

%
Sean P: -1,4),0=@G,-1),R=(=7,-5y S = (1, 1). Calcule proy;; OS'y
proy s PR.

Pruebe que los vectores diferentes de cero u 'y v son paralelos si y solo si v = au para al-
guna constante «. [Sugerencia: Demuestre que cos ¢ = *1 siy sélo siv = au.]

Pruebe que u 'y v son ortogonales siy s6lo siu - v = 0.

Demuestre que el vector v = ai + bj es ortogonal a la recta ax + by + ¢ = 0.

Demuestre que el vector u = bi + gj es paralelo a la recta ax + by + ¢ = 0.

Un triangulo tiene vértices (—1, 3), (4, —22) y (23, —6). Encuentre el coseno de cada
angulo.

Un triangulo tiene vértices (a,, b,), (ay, b,) v (a5, b;). Encuentre el coseno de cada angulo.

La desigualdad de Cauchy-Schwarz establece que para cualesquiera nimeros reales «,, a,,

b,y b,
= 22: 2 ib?
- .7]61, —~ i

Utilice el producto escalar para probar esta formula. ;Bajo qué circunstancias se puede
sustituir la desigualdad por una igualdad?

2
Zaibi
i=1
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*50. Pruebe que la distancia mas corta entre un punto y una recta se mide por una linea que
pasa por el punto y es perpendicular a la recta.

51. Encuentre la distancia entre P = (2, 3) y la recta que pasa por los puntos Q@ = (—1,7)y
R=(3,5).

52. Encuentre la distancia entre (3, 7) y la recta que va a lo largo del vector v = 2i — 3j que
pasa por el origen.

53. Sea A una matriz de 2 X 2 tal que cada columna es un vector unitario y que las dos
columnas son ortogonales. Demuestre que A4 es invertible y que 4~' = A" (A4 se conoce
como matriz ortogonal). Matriz ortogonal

En los problemas 54 al 58 utilice una calculadora para encontrar un vector unitario que
#l tenga la misma direccion que el vector dado.

. (0.231,0.816) 55. (=91, 48) 56. (1295, —7238)
57. (—5.2361, —18.6163) 58. (—20192, 58 116)

En los problemas 59 al 62 utilice una calculadora para encontrar la proyeccion de u sobre
# vy esboceu, vy proy, u.

59. u = (3.28, —5.19), v =(—6.17, —11.526)
60. u = (—0.8649, —0.0301), v = (—0.1649, 0.6277)
61. u=(—5723,4296),v = (17171,-9816)
62. u = (37155,42136), v = (25516, 72385)

7 ) EJErcicios con MATLAB 4.2

1. Para los pares de vectores de los problemas 24 a 32, verifique los vectores proyeccion
calculados con lapiz y papel usando MATLAB (consulte la informacién de manejo de
MATLAB anterior a los problemas de MATLAB 4.1).

2. (Este problema usa el archivo prjtn.m) El problema se refiere a la visualizacion de las pro- @
yecciones. A continuacion se presenta la funcion prjtn.m.

function prijtn(u,v)
PRJTN funcion proyeccion. Grafica la proyeccion del vector u
en la direccion del vector v

o° o° o°

o\©

u: vector de 2x1
v: vector de 2x1
origen=[0;0];

o°

P=(u'*v)/(v'*Vv) *v;

Ou= [origen,ul ;
Ov=[origen,Vv];
OP=[origen, P];

uMP= [u, P] ;
plot (Ou(l,:),0u(2,:),'22b*',0v(1l,:),0v(2,:),'22b*", ...
OP(1,:),0P(2,:),'-go',uMP (1, :),uMP(2,:),"':m")

text (u(1l)/2,u(2)/2,'\bf u');
text (u(1l),u(2),'1")
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