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3-1. Magnitudes Escalares y vectoriales

B 3-1.1. Magnitudes Escalares

Esta seccién te ayuda a esclarecer porqué se usan vectores en la ingenie-
ria, y se hacen las primeras precisiones respecto de los vectores geomé-
tricos. Se definen los «reglamentos» con que se «juegan los partidos» res-
pecto de los vectores.

\

Una magnitud escalar es normalmente un nimero real que se usa para medir o com-
parar una medida respecto de una unidad de medida.

Son ejemplos de magnitudes escalares: la masa de un cuerpo, cuya unidad
en el sistema MKS es el [kg], v todo lo que se exige para determinar la
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3-1. Magnitudes Escalares y vectoriales Capitulo 3. Vectores (1)

masa de un cuerpo dado es cuantos kg-masa éste posee. Otro ejemplo de
magnitud escalar es la longitud de una cuerda; en este caso la unidad
de medida normalmente es el metro [m], y una cuerda puede tener 10[m],
25.6[cm] o 1.2[km] etcétera. las magnitudes escalares involucradas en este
altimo ejemplo son 10, 0.256 , y 1200 respectivamente y la unidad de medida

es el metro.

Cuando hablamos de una magnitud escalar, la notacién que vamos a usar
es una letra minudscula. asi que seran escalares a = 10,b = —0.256, k =
1200,¢4 = 1.2

Un ejemplo importante de magnitud escalar es la distancia entre dos pun-
tos.

B 3-1.2. Magnitudes vectoriales

Hay magnitudes que no quedan completamente determinadas con sélo un escalar.

Por ejemplo una fuerza que se aplica a un cuerpo. Supongamos que aplica-
mos 40Kg-fuerza a un carro de compras. El efecto sobre el mismo depen-
dera si lo que estamos haciendo es levantarlo en contra de la gravedad; o
lo estamos haciendo rodar en una superficie plana.

Lo que queremos decir es que hay magnitudes (que las llamamos vectores libres) que
exigen el conocimiento del médulo, la direccién, y el sentido; y hay otros que ademas
exigen el conocimiento del punto de aplicaciéon para estar totalmente determinada
(vectores fijos).

—\

\
\

~

N

Figura 3.1 Dos casos distintos de uso de un vector fuerza

Aplicando la misma fuerza en el sentido horizontal hacia la derecha, —en los casos
de la figura 3.1— se obtienen resultados muy diferentes. Es claro que en el caso de la
izquierda sélo se debe vencer la fuerza de rozamiento, mientras que en el caso de la
derecha hay que vencer eso y ademas el peso del carro en la direccion de la fuerza.

4 )
Escalar : exige el conocimiento de un numero, su can-
tidad respecto de una unidad de medida.

Vector libre : exige el conocimiento de médulo - direccion -
sentido.
Vector fijo : exige el conocimiento de moédulo - direccion -
sentido - origen (en la fisica: punto de aplica-
\ cion). y
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Capitulo 3. Vectores (1) 3-2. Vectores geométricos

En general cuando tratemos de vectores, si decimos nada, estaremos hablando de
vectores libres y geométricos.

3-2. Vectores geométricos

En esta seccion describiremos el concepto de vector geométrico, para no-
sotros una herramienta util para describir lugares geomeétricos —rectas,
planos,...— en otras palabras: usaremos los nimeros reales y los puntos pa-
ra definir los vectores geométricos, y ellos nos ayudaran a describir otros
entes. Para ello estudiaras como se definen, las primeras operaciones, y
las primeras caracteristicas.

L

Una definicién diferente para el mismo concepto es la de vector algebraico (par orde-
nado, luego terna ordenada de niimeros reales). El eslabon que une el tema de puntos
con los vectores es el concepto de vector-posicién.

Definicion 1 (vector-posiciéon). Un vector posicién es un segmento orientado con
origen en el origen de coordenadas y extremo en un punto.

B 3-2.1. Vector Posicién

Un vector posicion d = OA es un segmento orientado asociado a un punto A, de
manera tal que el origen del vector es el origen del sistema de coordenadas, y su
extremo es el punto A.

Y A((Il ag)
a9 +----- _
. @ j’(a1) d = (a1,a9) -
| > : |
0 A(ay) X ! 3
o X
Figura 3.2 Vector Posicién
Y
_>
a+ b d = (a) @
< < > ag + by
%
b = (b) 0 X
bo -

Figura 3.3 Suma de vectores posicién.
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3-2. Vectores geométricos Capitulo 3. Vectores (1)

4 )
Los puntos solamente se diferencian de los vectores-posicion en que
- Los puntos tienen coordenadas, los vectores tienen componentes.
- Componentes y coordenadas son numéricamente
iguales en un punto y su vector posicién asociado.
- Los puntos se denotan A(ay,as,a3)y
los vectores posicién @ = (a1,a2,a3) = O_fl
. J
4 )
Los vectores pueden llevar otro tipo de informacion.
Nosotros los usamos casi solamente en la geometria, al menos por ahora.

3-2.1.0.1. Geogebra y WxMaxima Internamente, tanto Geogebra cuanto
WxMaxima, no discriminan entre punto y vector. Sin embargo en Geogebra A: (1,2) se
dibuja como un punto, y a: (1,2) se dibuja como el vector posicién. En WxMaxima se
usan listas. Siempre tendrds que darle el significado preciso: mejor reserva las mi-
nusculas para los vectores y las mayusculas para los puntos,—por ejemplo a: [1,2];
B:[1,21;—.

3-2.1.1. Suma de vectores posicion

En este caso veremos que la suma de vectores no es mas que otro vector cuyas com-
ponentes son la suma de las componentes de los vectores sumandos.

Ejemplo 3.1

Calcula y grafica la suma de los vectores posicién asociados a los puntos
A(1,2) = A(ay,a2) y B(3,1) = B(b1, ba).

Primero grafiquemos los vectores posicion

Los
A(1,2) , B(3,1)
iR puntos
7:(172) , b =(31) no se
%
T (143,241 suman,
los
= (4,3) vectores
. si, se
% @ puede verse como OA suman.

Repetamos el ejemplo 3.1, agregando una técnica: la del poligono. Piensa que el vec-
tor es libre, y por tanto puede trasladarse paralelo a si mismo.

Aprovechemos la figura para comprobar la conmutatividad de la suma de dos vecto-
res.
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Ejemplo 3.2

Calcula y grafica la suma de los vectores posicién asociados a los puntos
A(l, 2) = A(al,ag) yB(3, 1) = B(bl, bg).

Se visualiza lo mismo graficando uno a continuacién del otro

Y
%
) Xg& b+ = (by,by) + (a1,a9)
LA o s = (b1 +a1,ba + az)
b :(a1+bl,a2+b2)

—d+ b

B 3-2.2. Vector entre puntos

Definicion 2 (geométrico). Un vector es un segmento orientado.

Definicion 3 (algebraico-plano). Un vector es un par ordenado de nimeros reales.

Como los vectores se definen como segmentos orientados, estan limitados a ser vec-
tores de la recta, vectores del plano y vectores del espacio, y se representan grafi-
camente con un punto origen y una flecha en el extremo, como se ve en la figura
3.4.

Figura 3.4 Repesentaciones gréficas de vectores geométricos

—
Es natura_l)pensar que para todo vector OA = (a1, az) se le opone el vector
A0 = —OA = (—=1,—2), de modo que la suma es OA + A0 =0 = (0,0)
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3-2.2.1. Componentes de un vector entre puntos

La pregunta es: ¢Como obtienes las componentes de un vector de origen en un punto
—A(aq,a2)— y extremo en otro punto —B(by,by)—?, como se ve a la izquierda, en a
figura 3.5

A(a'h 0/2)
Y. A( Y. /@ @
ag |--------- @,\/« N\
J 6
Z .
: R Y
b2 B / 5% = (bhbz) B(bl,bg)
X

Figura 3.5 Componentes de vector entre puntos

Hemos puesto que las componentes del vector ﬁ = (c1, ¢2).¢Como las calculamos?

La respuesta esta en la suma de vectores: en la figura 3.5 a la derecha, vemos que pa-
rair de A a By formar el vector 1@) debemos sumar el vector posicion O A cambiado
de signo, mas el vector posiciéon O

con lo cual ﬁ = (c1,¢2) = (—a1 + by, —ag + by).

Entonces el vector desde un punto A —origen— a otro punto B—extremo— es

¥ = AB = 0B - OA.

Piensa siempre que un vector es suma de vectores y no es suma de puntos.(!)
Ejemplo 3.3
Escribe el vector que va desde el punto A(—1,1) al punto B(4,3).

Hagamos la diferencia entre los vectores-posicién extremo B, mas el opuesto
al vector-posicion origen A

T = AB = OB — OA = (by, by) — (a1, az)

como puedes apreciar en la figura 3.6.

Luego — §3-3 “Operaciones con Vectores”, pag.66— aprenderemos mejor los conceptos
de: suma, vector nulo y vector opuesto
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Capitulo 3. Vectores (1) 3-2. Vectores geométricos

OA+4B =08

U

A(_L 1 E = O? + _O—1>4
=(4,3)+ (1,-1)
= (552)

Figura 3.6 Vector geométrico a partir de vectores—posicién

Ejemplo 3.4

Calcula las componentes del vector que va desde C(1,2), a D(—2,4)

El vector pedido es D = (-2-1,4-2)=(-3,2)
lo puedes ver en la préxima figura.

D(-2,4) Y
El vector pedido es | C%t 4
CD = (—2-1,4-2) = (-3,2) N
es decir, un vector que va 2; )

tres unidades en el senti-

dq contrario de ?as abscisas -3 C(1,2)
(eje X) vy dos unidades para
arriba en el eje de ordena- 1
das (eje Y).
—2 -1 1 2 X
( R
Notacion:

el vector se denota mediante letra mindscula con una «flechita» por encima,
por ejemplo o, d son vectores.

Punto <> Coordenada Vector <+ Componente
A(ay, az) T = (a1, a)

3-2.2.2. Vectores y sistemas de referencia

Veamos el ejemplo que sigue, para ver como se comportan los vectores si los referimos
a sistemas de referencia desplazados entre si paralelamente. El resultado es notable,
y apoya el concepto de vector libre.

Ejemplo 3.5

Halla las componentes del vector ﬁ tanto sea referido al sistema XY como
al X1yl
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Y vi Naturalmente
A A(1,3) = (=0.5,2)1, y
37 G\ﬁ B(571) = (3‘570)1;
calculemos entonces las
2 componentes del vector:
1 @:(571)_(173)

= (4,-2)

S = (3.5,0); — (—0.5,2);

Las componentes de un vector no dependen de los sistemas desplazados, como
si ocurria con los puntos (figura 2.4, pag.39). Cuatro a la derecha y dos abajo
en ambos sistemas.

D

- 3-2.3. Vector Libre

Recordemos que para nosotros un vector que tenga las mismas componentes que otro
serdn iguales; es mas: lo trataremos como el mismo vector.

Figura 3.7 Vectores libres

3-2.3.1. Moddulo de un vector

La distancia entre origen y extremo |O? | = | V'] se llama mddulo.
El sentido queda definido desde O hasta E.
En otras palabras: el vector W = BA # AB = ¥ es otro vector con sentido contrario.

Un segmento estd referido a una recta, y la recta —dada por A y B— pro-

A 2 11
vee la direccion dada por m = =Y en este casolarectaesp:y = gx + 5
x
y los puntos A(2,3) a B(7,5) satisfacen esa ecuacién ( ?)

aPuedes comprobar que D(—3,1) y B(7,5) pertenecen a la recta haciendo 2 = -3y
calculando y, por ejemplo.
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e
o P

Figura 3.8 Moddulo de un vector

Las definiciones de vector que hemos dado son teniendo en cuenta la fisica o la geo-
metria (definicién 2), y teniendo en cuenta el dlgebra (definicién 3), respectivamente
(pag.60). No son dos significados diferentes, apenas son la definiciéon de vector desde
diferentes puntos de vista.

La distancia extremo-origen y el moédulo del vector, para A(aj,as) y
B(b1, by) son entonces

7| = 4B

= /(b1 — a1)? + (by — a)? (3.1)
=6(A,B)

\.

Hemos hablado poco del concepto de «direccién» porque en la recta solo hay una, en
el plano (dos dimensiones) lo hemos referido a la recta en R?. Al llegar al espacio,
nos quedamos —por ahora— sin argumentos... pero volveremos a hablar de ello més
adelante. Es preferible antes que definir la direcciéon de un vector; si dos vectores
tienen o no la misma direccion.

Un vector  tiene la misma direccién que otro o —es colineal con otro— si
puede expresarse
U=kv , k#0

Una definicién, méas completa generaliza el concepto

Definicion 4. Un vector (real) es una n-upla ordenada de nimeros reales.

7

Es decir que un vector genérico puede ser
7: (a:,y,z,t) 7:(1‘1,332,:1}3,:1}4)

por ejemplo, con cuatro componentes.
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En general, un vector con n componentes es

v = (r1,22,23, "+ ,Tn) (3.2)

y su modulo se calcula como

\7]:\/x%+x§+:z§+---+x%= (3.3)

La dimension de un vector es el nimero de componentes que éste tiene. Las
componentes (ya lo veras) son las proyecciones (escalares) del vector sobre el
eje respectivo.

El médulo de un vector es un nimero dado por la (3.3).

Es claro que si alguna componente del vector es un parametro —un literal, por ejem-
plo @ = (1,2,a)—, su moéulo serd un numero en funciéon de ese parametro —en el
ejemplo ]7| = va? + 5, que puede estudiarse como la funcién entre reales, cuya ley
esy = va?+5—

El vector —libros 1 y 2— se denota con una letra mintscula con una «flechita» arriba,
y el signo igual antes de las componentes. De esta forma no se confunden vector y
punto (entes que hasta ahora vimos).

Dos vectores seran iguales cuando todas sus componentes homodlogas lo sean; y para
ello ambos deben ser de la misma dimension.

Esta no es la tinica forma de definir un vector, en la fisica hay otras definiciones tanto
0 mds convenientes.

3-2.3.2. Vector fila o vector columna

Un vector se puede representar por renglones o por columnas, por ejemplo el de la
I 4 . .,

figura 3.8 puede escribirse como ( 4,3 ) 0 como < 3 ) y es de dimension 2.

Por convencion dos vectores son iguales si sus componentes homodlogas lo son. No

importa si se escriben como renglones o como columnas. Por tanto, dos vectores
pueden compararse solamente cuando tienen la misma dimension.

Los vectores (definicion final) son una n-upla ordenada que se denota
v = (1,—1,2,0,3). Los vectores pueden asociarse a puntos. Son libres —
pueden desplazarse paralelamente a si mismos—
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3-3. Operaciones con Vectores

En esta seccidn se definen las operaciones con vectores. Estas operaciones
nos acompaiiaran toda la carrera. Luego, usaremos el concepto de vector
V sus operaciones para avanzar sobre otros entes, como ser recta y plano,
por ejemplo.

Asimismo veras algunas pruebas y haras algunas comprobaciones.

\

Los vectores pueden operar entre ellos o con escalares.

L]
suma » producto escalar

* escalamiento » producto vectorial

« combinacién lineal (lo pospondremos un poco mas)

B 3-3.1. Suma

Dos vectores de la misma dimensiéon se suman para formar otro de igual dimensién
cuyas componentes son las sumas de las componentes homédlogas. Por ejemplo, si
U =(1,2,3)y Vv =(-1,2,—2), la suma es

W=1d+7=(1+(-1), 242, 3+(-2))
= (0,4,1)

en forma general

U = (v1, 22,23, -+ ,2pn) v = (Y1,92: 93, s Yn)
U
U+ T = (21, 22,23, ,2n) + (Y1, Y2, Y3, ,Yn)
=(x1+y1, xa+ Y2, T3+ Y3, , Tn + Yn) (3.4)

Los vectores pueden estar en fila o en columna.

Para sumar dos vectores bastan con que sean de la misma dimensiéon. En otras pala-
bras: el vector suma es un vector de la misma dimensién que los vectores sumandos...
O: la suma es cerrada para los vectores de la misma dimensién.

Ejemplo 3.6

Suma los dos vectores W = (1,2) y ¥ = < i > .

0 y o pueden sumarse, porque al poder escribirse en arreglo fila o columna,
puedes cambiar la forma en que se escribe el segundo de ellos, como v = (3,4)
para obtener el vector suma 7 + v = (4,6) .2

2Cuando se trate de matrices, més adelante, esto no valdra. En otras palabras: la
correccién de fila por columnas es véalido sélo con vectores, y hasta que se indique lo
contrario.
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La suma puede hacerse en forma grafica mediante la regla del paralelogramo que
consiste también en ubicar un vector a continuacién del otro, como se ve en la figura
3.9.

En el ejemplo siguiente sumamos graficamente dos vectores del plano. La del medio

A
(\OA

A
W2

Figura 3.9 Suma grafica (paralelogramo y poligono)

es la regla del paralelogramo y la de la derecha, la regla del poligono.

3-3.1.1. Propiedades de la suma de Vectores

Las propiedades son

1. asociatividad 3. existencia de neutro -vector nulo-
2. conmutatividad 4. existencia de inverso -vector opuesto-

Y las vamos a probar

Proposicion 3.1 (Asociatividad en suma ). La suma de vectores es asociativa

Sean ahora, como en (3.2)(pag.65), y recordando que u;, v;, w; € R
(U + V) + W = (u1 + 01, ug + 02, , Up +vn) + (w1, wa, -+, wy)
aplicamos de nuevo la definicién de suma...
= ((u1 +v1) +wi, (ug +v2) + w2, -+, (up +vn) + wy)
como hay asociatividad de la suma en los reales...
= (u1 + (v1 +w1), ug + (v2 + wa), -+, Un + (Vn + wy))
y aplicando la definicién de suma en forma reversa...
= (u1, ug, -, up) + (v1 +wi, v2 +wa, -, v, +wWy)
y aplicando nuevamente la definicién de suma en forma reversa...
= (u1, ug, -, up) + ((v1, v2, -+, vp) + (w1, wo, -, wWy))

e identificando tenemos finalmente...

= + (VU + )
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Proposicion 3.2 (Conmutatividad en suma ). La suma de vectores es conmutativa

A partir de la definiciéon (3.2)(pag.65), como cada componente del vector suma
W + U es una suma de reales (v hay conmutatividad en la suma de reales),
puede escribirse

7—i_7:($1—i_y17$2—i_y27 $3+y377$n+yn)
:(y1+x1,y2+$2, y3+x37'”7yn+xn)

y aplicando la definicién de suma en forma reversa (descomposicion)...

7+7: (19173/2,?/3,"' ayn)‘f‘(ﬂ?l,ﬂfz,l’&”' 7$TL)
v+

\

Es importante que entiendas estas demostraciones.

En GeogebraTube: Vectores-“Propiedades de la suma de vectores” tienes un ex-
perimento.

Proposicion 3.3 (Existencia del neutro para la suma de vectores ). Un vector
nulo para la suma es aquel que sumado a otro, no lo modifica.

U+0="1u
= (u1,u2, ..., un) + (€1, €2, ..., €n)
= (u1 +e1,ug + €2, ..., up + €,) = (U, ug, ..., uy)

0 =(0,0,..,0)=e=0,Viec{1,2,...,n}

.

En otras palabras el vector nulo lo puedes definir —al menos para la suma normal—
como aquel cuyas componentes son todas cero, o aquel cuyo modulo es cero. Entonces
el vector nulo —se denota 6 y nosotros no usaremos flechita— no tiene direccion.

6 =(0,0,0,---,0)
para cada dimensién existe un vector nulo?. En particular (0,0) € R?y (0,0,0) € R3

Proposicion 3.4 (Existencia del inverso para la suma de vectores ). Un vector
opuesto para la suma es aquel que sumado a otro, arroja el vector nulo. Es el inverso
aditivo.

%
Todo vector — v/ — tiene su opuesto, y es aquel —v'— que sumado al mismo arroja el
vector nulo —0—.

2Encontrards que en libros traducidos del inglés lo llaman «vector cero» , nosotros segui-
remos usando la expresién de vector nulo.
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3-3. Operaciones con Vectores Capitulo 3. Vectores (1)

U+U =0
= (u1, Uz, ..., up) + (u), uy, ..., ul,)
= (ul +ul, ug + ub, s Uy + u'n) = (0,0,...,0)
\

71 = (_uh —Uu2, ..., _un) = U; = —u;,Vi € {1727 ,n}

_>
Ejemplo: el opuesto de v = (a,b) es v' = (—a,—b) = -7,

En la figura 3.10, tienes una imagen pictérica en R?.

ffffffffffff — a9

ag ------------

Figura 3.10 Vector posicién opuesto.

~ Actividad 3.1 |

Para los vectores @ = (3,2) y v = (=2,1),

a) Comprueba que U + U es otro vector de R?

b) Comprueba la asociatividad con 7,7, y @ = (w1, ws)
c) Exhibe cual es el vector nulo, y cudl es el opuesto de U
d) Comprueba que U+d ="+

4 N
Comprobar, sinénimo de verificar, es cuando decidimos que algo se cumple
para elementos particulares, (como en el ejemplo 3.1).

Probar, es hacer lo mismo, pero con elementos todos genéricos.
\ J

- 3-3.2. Escalamiento

Un escalar k£ —por ejemplo un real— puede multiplicar a un vector U para obtener
otro vector de la misma direccién — k # 0 —. Las componentes del escalado serdn los
productos del escalar por las componentes del original

k= ku
Yy
k—’L)L:k'(IZfl,ZEQ,xg,"' ,I'n)
:(k?'fl‘l,]{i-l‘g,k‘-$3,"',k}'fL‘n) (35)
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Claramente el escalamiento de un vector produce otro de vector de la misma dimen-
sion que el original, por lo que el escalamiento es cerrado para los vectores. (Se llama
cierre externo, ya que un escalar por un vector produce un vector de la misma di-
mension).

Puedes ver que al escalar un vector y representarlo graficamente, el vector permane-
ce en la misma direccion, pudiendo cambiar el sentido y su moédulo. En la figura 3.11
esto se muestra en el plano.

Y Y

) o =
)0,/@” Q0

@ﬂ\

| >
X e X
)’@4\

~

Figura 3.11 Ejemplo de escalamiento en el plano. (No existe &2, s6lo 2 d)

lil;oposici()n 3.5 (direccion del vector escalado). La direccion del vector escalado
ku es la misma que la del vector original , excepto cuando el escalar es cero.

Tiene que quedar claro que estd definido el escalamiento de un vector como una
operacién que compone un escalar y un vector —en ese orden—, mientras que al con-
trario, no esta definido, en otras palabras: 2(2,3) = (4, 6) pero (2, 3)2 no estéd definida.

~ N

Lo verificas para_)el plano n = 2, sea por ejemplo v = (4,3). Calculemos
el escalamiento kv = (4k, 3k). Sabemos que si k # 0, las direcciones estan
dadas por

3k 3

— = My

mkv:@:ZL

En el espacio (n = 3) no podemos comprobarlo, porque no sabemos coémo
caracterizar las rectas (y sus pendientes) en el espacio.

.

Proposicion 3.6. EI mddulo del escalado es |k| veces el original.

Lo verificas para el mismo caso anterior: _
si U = (4,3), sera || = V42 + 32 = 5. Y para kv = (k 4,k 3) sera

ko] = |(k 4, k3)]
VREIRE -V P TF
= K| 7|

La notacién es un poco confusa: |k| es el valor absoluto de k, en cambio
| 7| es el médulo de v

\

Recordemos que una verificacion(comprobacion) es simplemente hacer un ejemplo
numérico, donde la proposicién o ley se cumple. En cambio la prueba, necesaria-
mente debe ser para todos los elementos, y, por tanto, debe hacerse usando elementos
genéricos, como en el siguiente caso.
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Para el caso de un vector cualquiera de R?, U = (u1,uz), tenemos que

|| = \/u2 + u, entonces

k- | = |k (u1,us)| = [(kur, kus)|
= /k2u? + k2ul = kz(u%Jru%):\/ki? u? + u3
= |kl - \Jud + 3 = [k| - ||

Claramente una verificacién se hace con un vector particular, mientras que la prueba
se hace con un vector genérico. En este caso hemos probado que el escalado de un
vector del plano cambia de médulo. ¢Te animas a probar para cualquier caso? En
otras palabras, considera ¥ = (Up, uy ..oy Up,)

\.

3-3.2.1. Vector opuesto o simétrico

g

_—

La suma de un vector y
su escalado por (—1) es el vector nulo.
-1 El vector opuesto a U es

%
W =—-17 = .
Figura 3.12 Vectores opuestos

En este caso hemos definido el opuesto también mediante un escalamiento.

Actividad 3.2 |

Prueba que el mdédulo de un vector y el médulo de su opuesto son iguales, y que
la suma de un vector mas su opuesto es el vector nulo.

3-3.2.2. Versor: vector unitario

Si multiplicas k£ por un vector no nulo —si escalas un vector no nulo por k—, y si fuera
k el reciproco de su médulo obtienes un vector de médulo unitario. Como los vectores
escalados conservan la direccion, el resultado es un versor: vector de médulo 1.

Ejemplo 3.7

Para el vector U = (4,3), halla el versor que tiene la misma direccion.
El médulo de ¥ = (4,3) es?
0| =42 +32=5

1 1
y su reciproco k = il con ello el versor buscado es

i

¢
I

(53)
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y por supuesto, su moédulo es

-

@Esta es una regla que usan los albaiiiles para trazar lineas en escuadra: cuatro
medidas para un lado, clavos en ambos extremos, luego, a partir del tiltimo clavo, tres
medidas méas o menos a 90° (a 0jo), clavo (esta vez, no demasiado profundo, como para
que pueda sacarse con facilidad). La hipotenusa debe tener cinco medidas; asi que si
no coincide, se mueve el dltimo clavo.

Para una comprobacién que no es general, sino que solo vale para vectores
en el plano (R?), podemos pensar en:

T = (a,b) = it = <\/a2a+ ok \/a2b+ b2)

y comprobemos que

o= () + (ve)

Y R S o L
SV a2+b2 a2+ \ a2+

\

Entonces una prueba (s6lo para R?) posible sera:

La proposicién 3.6 para el nuevo vector unitario es

jal = 1= |k|| |

1 1
tenemos que |k| = ik y con ello @ = K] 7|

Para probar para R", es cuestion nada més de definir @ = (v1,v2,...,vy), y hacer
las mismas cuentas. Lo puedes hacer. iAnimate!

L

~ Actividad 3.3 }

Haz la prueba para un 3-vector, U = (a1,a2,a3) € R3 : Calcula el versor asocia-
do y comprueba que su moédulo es 1.

( )
1
Calculo del versor U = K74
[
\ J
Aplicacion

Esto lo podemos usar para encontrar la posicién de un punto con distancia dada, a
partir de otro punto y un vector.
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Ejemplo 3.8

Dado el Punto A(1,2,—3) y el vector v = (2,—6,3), halla otro punto B alejado
en 10 unidades y en la direccion del vector o

Podemos pensar este ejercicio como se grafica a la izquierda abajo. Tenemos
un punto, y sabemos que queremos otro en la direccion que indica el vector .
El médulo del vector es : || =4+ 36+ 9 =49 =7
Si encontradramos un vector paralelo con médulo 10, ya encontrariamos que en
el extremo de ese vector, esta el punto que nos piden. En este caso entonces es
sencillo hallar un vector de médulo 10 con la direccién de ¥,

10 4900
W = 7(2, —6,3), claramente || = ”W =100 =10
Ahora observemos en el grafico de la derecha, donde ubicamos a continuacién

del punto A —mediante el vector-posicién @ —, el vector i’ que tiene médulo
10
B
Ao% o
-7 s B/ -
0"
o

@)

y entonces

1 4
O? :O—1>4+ﬁ = (1727_3)+7O(2? _673) - <277’ _76’ 2)

y el punto B entonces tendra las coordenadas numéricamente iguales que las
componentes del su vector-posiciéon asociado.

27 46 9
B I R Ry

7 77
Sin embargo no es el tinico punto, hay otro que esta a la misma distancia pero
se consigue con —, ya que es el otro vector de la misma direccion, pero de
sentido contrario.
Puedes probar que B’ (—22, 21, —51) es otro punto alejado de A una medida de
10, y en la direccién de

Esto puede ejercitarse en GeogebraTube: Puntos y vectores-“Punto a una
distancia segln vector”

I 3-3.3. Combinacién lineal de Vectores

Una operacién que combina la suma con el escalamiento de vectores es la combina-
cion lineal. Para un conjunto de n vectores A = {v;,v2, - ,v,} de la misma dimen-
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sién, la combinacién lineal es otro vector que se obtiene

v = Z ko ¥ m (3.6)
—1

= k1vf + ko3 + - - + kyr,

donde k,, e Ry U m € A. El simbolo sigma mayuscula ) se llama sumatorio; en este

caso m es el contador y n es el limite superior.

La combinacion lineal (no solamente de vectores) es un tema fundamental a lo largo
de estos libros.

Por ejemplo:
Ejemplo 3.9
Halla la combinacién lineal de 2 veces 71 = (1,3) y 3 veces U5 = 2,4).

En este caso la combinacién lineal pedida es

=2(1,3) 4+ 3(2,4)
= (2,6),+(6,12)
= (8,18)
los escalares k; = 2y k2 = 3 se denotan ((2,3)) y forman la realizaciéon para
o = (8,18), con { 1, Ua }.

La realizacién ((4,—3)) con A = { ¥/1, 7> } produce otro vector, W = (—2,0).
El orden de los vectores con los escalares es de vital importancia.

La combinacion lineal de vectores es otro vector, obtenido de escalar cada
vector con su coeficiente, en el orden establecido, y luego sumar todos los
vectores escalados.

Puedes pensar en cualquier tipo de espacios. Como en la figura 3.13 no se dice de
qué espacio estamos hablando, puede ser cualquier dimension.

o

17 53

Figura 3.13 Combinacién lineal: ¥ — 2, realizacién ((1,—-2))

Como propiedad, vamos a decir que la combinacidn lineal de vectores puede lograrse
si todos los vectores son de la misma dimension... de lo contrario la parte de la suma
no estaria garantizada.

En GeogebraTube: Puntos y vectores-“Combinacién lineal simple” tienes una
actividad. Volveremos sobre las combinaciones lineales mas adelante, muchas veces.
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B 3-3.4. Producto Escalar

El producto escalar de dos vectores es un nimero, que se calcula sumando los pro-
ductos de las componentes homdlogas

U = (w1, ug,us, - ,Up)
v = (v1, V2,03, ,Up)
\
77:u1v1+uQv2+U3v3—|—---+unvn (3.7)

= zn:u vy (3.8)

i=1

donde cada sumando es el producto elemento a elemento. Nota que u; es la primera

componente del vector U en el producto escalar, mientras que uj es el primer vector

de un conjunto de vectores con el que se realiza la operacién de combinacion lineal.

La segunda definicién? para el producto escalar es la siguiente

U =] |V cos(W, V) (3.9)
= || | 7] cos ()

es decir el producto de los mdédulos por el dngulo comprendido, como se ve en la
figura 3.14

Figura 3.14 elementos a tomar en cuenta en el producto escalar

El producto escalar de dos n-vectores numéricos es un escalar

UV =S uiv; = |d] |7 cos(a)

La pregunta es ¢Qué sucederia si el vector u de la figura 3.14 estuviera orientado en
el sentido opuesto?

Es evidente que el médulo no va a cambiar, sino que el angulo sera mayor que 90°—
entonces su coseno seria negativo— y como consecuencia el producto escalar de los
vectores sera un nimero negativo.

3En realidad no es una definicién sino una consecuencia de la definicién (3.7) y el teorema
del coseno, como lo ves el el apéndice A-2.2, en la pag.205
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Ejemplo 3.10

Dados los vectores 1 = (1,3), Wo = (—2,2), W3 = (=2,2,1), w3 = (1,-2,2),
Uy = (0,1), calcula primero y luego grafica

a- U1 =U1+ Uy  b- Uy=21, - Ty=2U1 + 3>
d- Vs=U1— Uy e Vo= o+ d1 £ Vr=Tdo+u— Us
g- Us=7u1+d3  h- Vg=1uj+ up i- Wy =) Uy

j- Wo=Us w3 k- Wy =3 - Wy =4 Us

a- UVi1=Tu1+U2=(1,3)+(=2,2) = (-1,5)
b- Uy =2u1=2(1,3) = (2,6)
- Vi=2U143U2=(2,6)+3(-2,2) = (—4,12)

i Wi=w1d2=(1 3) (‘;):4

los otros célculos son sencillos. Pero o' no existe, ¢Porqué? Hay otras
combinaciones lineales que son iguales —por ejemplo U= U 6—, ¢Es casuali-
dad?

~ Actividad 3.4 |

En el ejemplo anterior (ejemplo 3.10) se ve que 71 = 76. Establece porqué;
y prueba* que la conmutatividad se cumple para la suma de cualesquiera dos
vectores de las mismas dimensiones.

Probar no es comprobar. Probar es usar (aca) vectores genéricos, y comprobar
es hacer las cuentas con vectores particulares.

~ Actividad 3.5 |

En que en el ejemplo anterior (ejemplo 3.10) se ve que wi = w5. Prueba que la
conmutatividad se cumple para el producto escalar de cualesquiera dos vecto-
res de las mismas dimensiones.

3-3.4.1. Moédulo de un vector (revisita)

El médulo de un vector i/ = (uy,ug,- - ,u,) se define como la raiz cuadrada positiva
del producto escalar del n-vector por si mismo

]7|: \/u%—ku%—i----%—u%
=V -a (3.10)

como vemos, es similar a la definicién distancia de un punto al origen, siendo el punto
el extremo del vector.

El cuadrado del médulo de un vector lo puedes escribir como

P =%
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Actividad 3.6 |

Prueba que U-U es no-negativo, y es cero solamente cuando U = 0 es el vector
nulo.

La prueba de que las dos definiciones que hemos visto,

q T =Y v =[] [T - cos (6u,)

del producto escalar son equivalentes —la puedes encontrar en el apéndice; en la
seccién §A-2.3 (pag.206)—.

Para ver una comprobacion de este hecho, puedes ir a GeogebraTube: Vectores-
“Producto escalar: comparativa”

B 3-3.5. Propiedades del producto escalar

Las propiedades las demostramos para vectores de R?, pero valen para cualquier
dimension. Sean k,/ € Ry U = (uq,us), v = (v1,v2) € R?

conmutatividad
Tomemos dos vectores de R2

UV = U1 V1 + ug v2 definicién de p.e.
=01 Ul + V2 U2 conmutatividad en R
= (v1,v2) (u1,u2) definicién, en reversa
=7 identificacion

Pruébalo por la segunda definicién, es mas sencillo.

distributividad Respecto de la suma.
Esta propiedad estd probada en la secciéon §6-1.7.1, pag.162.

seudoasociativo
Escalamiento del producto escalar
k(40) = k(uy v1 4 ug v2) definicién de PE.
=kuivi +kus vo distributividad en R
= (k uy) v1 + (k uz) vo asociatividad en R
= (k uy, k uz) (v1,v2) producto escalar, en reversa
= (kW)Y identificacion
= U (k) puedes probarlo

modulo probado en §3-3.4.1
UL =d>>0

Todas las definiciones que se aplican en reversa las tienes que ver desde abajo ha-
cia arriba, y ves que es la operacién. Esto puede llamarse también descomposicion,
en este caso la aplicacién de la definicién del producto escalar en reversa, se llama
descomposicion del producto escalar.

B 3-3.6. Angulo entre vectores
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El 4ngulo entre vectores se usa para definir mas adelante, el &ngulo entre
otros entes.

El producto escalar §3-3.4, —ecs. (3.8) y (3.9)—, nos ayuda a encontrar el coseno del
angulo entre dos vectores de la misma dimensiéon —0 < o < 71—

U U = |d] 7] cos(a)

de donde
e
cos(a) = ——
|4} ]
y, por tanto

7) — arc cos(i - 7)

Q. = arc cos ( —
|l |]

Figura 3.15 angulo entre vectores

Ejemplo 3.11

Halla el éngulo entre 71 = (1,3) y U2 = (2,4). Luego halla el dngulo entre v
yel gje X.

Este es un caso de aplicacién directa de la expresién de arriba —una receta de
cocina, équé puede salir mal?—

Q = arccos (%ﬁ%&) — arccos (<17\/130)<27\/2i0)>

~ 0.142 =~ 8.13°

14
=arccos | ———=
(\/ 10 v/ 20>

El dngulo entre un vector y un eje... tendrias que pensar que un eje puede ser
representado por un vector paralelo al mismo... es decir, el eje X es paralelo al
vector (1,0), y por tanto, ahora volvemos a la receta

o = arc cos ((2’4)(1’0)> = arccos (1> ~ 63.43°
V20 1 V5

3-4. Comandos de software para puntos y vectores

Te dejo aca los comandos de dos tipos de software, que usamos normal-
mente en el curso que implementa los contenidos de estos libros. El inge-
niero debe tener la competencia en el uso de las computadoras para poder
expresarse, pero también para hacer los calculos. Hay otro uso del softwa-
re: usarlo para apoyar el estudio. Sin embargo este uso no esta dentro de
los objetivos de estos libros.
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B 3-4.1. Geogebra

Un punto se indica en Geogebra mediante una letra mayuscula, por ejemplo A: (1,2) o
B:(1,2,3). También puedes definir un punto que esté restringido a otro objeto, como
C:Punto(EjeX), y Geogebra generara un punto que puedes deslizarlo solamente a lo
largo del eje X. Recuerda que Geogebra no cuenta con coordenada solamente real,
sino que en el plano y en el espacio.

Para escribir un vector posiciéon basta definirlo con una letra mintscula, por ejemplo
u:(1,2) ov:(1,2,3) generaran vectores posiciéon correspondientes. También puede
definirse un vector entre dos puntos, por ejemplo w:Vector(A,B). Asimismo Geogebra
gestiona internamente vectores como si fueran puntos, asi que puedes «sumar» pun-
tos y vectores. Esto es algo interno de Geogebra, no quiere decir que sea formalmente
correcto.

Si haces la suma de un punto méas un vector —A+v—,Geogebra interpreta que estas
generando un punto (le dard un nombre) que sea el extremo de v, donde el origen es
A. O sea, desplazas A en la direccion y sentido de v. Otra forma de obtener lo mismo
es usar el comando Punto, en su otra version: Punto (A, v).

La distancia entre dos puntos sale a partir del comando Distancia(A,B), y el médulo
de un vector se calcula mediante el comando Longitud(v). Para obtener un nimero
de la distancia entre dos puntos también puedes crear un segmento entre ambos pun-
tos, entonces Geogebra genera el segmento, y el valor asignado a éste es la distancia
—b:Segmento(A,B)—, luego puedes usar el valor b para cualquier calculo.

El producto escalar simplemente se logra mediante pe:u v, con espacio, no con aste-
risco o punto.

El 4ngulo entre vectores lo puedes calcular mediante el comando Angulo(u,v), y en
las propiedades, elegir que ese angulo esté entre 0 y 7.

B 3-4.2. WxMaxima

Un punto o un vector puedes ingresar a WxMaxima mediante cualquier combinacion
de letras y nimeros —para WxMaxima siempre serd una lista—, por ejemplo A: [1,2]
o B:[1,2,3]. Si quieres definir un punto que esté restringido a una recta, debes
colocarlo como el elemento genérico de la misma en una lista: como C: [x,2xx+1], y
permanecera genérico. Si quieres un punto particular, debes darle un valor a = con el
comando x0:subs(x=3,C), y WxMaxima te devolverd (x0) 7.

Como deciamos arriba, para escribir un vector basta definirlo, por ejemplo u:[1,2]
o v:[1,2,3] generardn vectores posiciéon correspondientes. Para definir un vector
entre dos puntos, solamente vBA:A-B, donde A y B han sido previamente definidos
como listas que representan puntos.

El producto escalar simplemente se logra mediante pe:u.v, con punto, no con aste-
risco o espacio.

La distancia entre dos puntos —o el médulo de un vector— no tiene comando como
en Geogebra, la solucion es definir una funcién que lo haga, o usar los comandos
habituales de una vez definidos los puntos dAB:sqrt((A-B).(A-B)).

Si haces la suma de un punto mas un vector —A+v—,WxMaxima interpreta que sumando
listas (no le dard un nombre); el sentido de esa cuenta se lo proporcionas con tu in-
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terpretacion. También es posible programar una funcién para que WxMaxima devuelva
un punto alejado del punto A una distancia dada, en la direccién del vector v

escribe Alejado(A,v,d) :=block([A:A,v:v],d:A+d*xv/sqrt(v.v))$
y le das enter, luego ingresa por ejemplo
B:Alejado([1,2,1],[1,1,1],5);
y el sistema responde
B:l[5+1,55+2 5 +1]

Si quisieras una aproximacion puedes volver a escribir B, numer;
a lo que WxMaxima te respondera

B . [3.886751345948129,4.886751345948129, 3.886751345948129], lo
siento no hemos ajustado la cantidad de decimales que queremos, por eso
WxMaxima te lo da con 15 decimales
Desde luego que esta funcion estd definida para darte uno de los puntos,
si quieres el otro, tendras que escribir el poco ortodoxo

B2:Alejado([1,2,1],[1,1,1],-5);

La buena noticia es que puedes programar para que salgan ambos, cam-
biando la funcién de arriba, la mala es que por ahora vas a tener que
aprender solo, porque no es objetivo en este momento que seas programa-
dor.

\

El éangulo entre vectores lo puedes calcular mediante la expresion
Cosuv:u.v/(sqrt(u.u)*sqrt(v.v))), y WxMaxima responde con la cuenta; para
encontrar el angulo debes usar el comando anguv:acos(Cosuv);, y WxMaxima
responde en forma exacta —es decir, parece que no hace nada, pero si escribes
anguv:acos(Cosuv),numer;, te d4 el &ngulo aproximado en radianes—.
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