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2-1. Puntos y sistemas de referencia

Un punto es un ente geométrico sobre el cual se pueden construir otros entes. Todo
punto denota una ubicacién. Para que empecemos a hablar de “Analitico”, esa ubica-
cién no es absoluta sino que esta asociada a un sistema de referencia.

En esta seccién aprenderas
* A reconocer los diferentes sistemas de referencia.

* Que estos sistemas pueden —para una misma dimensién— variar, de-
pendiendo de las necesidades o de la simplicidad para representar
patrones.

Que son conceptos necesarios para construir los elementos de la geometria
analitica.

\

Un sistema de referencias nos permite cuantificar la ubicacién de nuestro punto, de
manera que podamos referirnos a él sin ningtin equivoco. Los sistemas de referencia
que preferimos en este libro son

1. la recta real —unidimensional—,

2. el plano (cartesiano) , el polar —bidimensional—, y
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2-1. Puntos y sistemas de referencia Capitulo 2. Puntos

3. el espacio (cartesiano) —tridimensional—.

Estos no son los Unicos sistemas de referencia que usa el ingeniero. En el espacio
existen ademas el sistema de referencias cilindrico y el sistema de referencias esfé-
rico. Asimismo, al promediar este curso, hemos de usar otros tipos de sistemas de
referencia —que valdrdn no solo para puntos, sino para polinomios, matrices, etc.—,
a los cuales llamaremos «bases» .

B 2-1.1. La recta real

En esta recta puedes representar cualquier nimero, y cada nimero tiene una y una
sola ubicacion respetando el orden o distancia al origen. En ella los nimeros crecen
hacia la derecha. En este caso un punto A queda totalmente identificado mediante un
numero real, como se ve en la figura 2.1.

A(0.5) B(2.5) Nota que 0 y 1 definen la recta
— & +——

10 1 2 3 X 25>0.5= B aladerechade A

Figura 2.1 Referencia recta: basta el 0 y la magnitud del 1

Y se ve que B esta a la derecha de A porque 2.5 > 1

La figura 2.1 muestra dos puntos: A(0.5) y B(2.5) en un mismo sistema de referencia.
Se lee «El punto A tiene coordenada 0.5, mienras que el punto B tiene coordenada
2.5» . Si el cero —Origen del sistema de coordenadas— estuviera en otro lado, la
coordenada de cada punto no serian esas.

A(15 El mismo punto tiene diferentes
; } —o— coordenadas, dependiendo del
-1 0 1 2 X sistema de referencias —X o
X1— adoptado.
A(2.5) El .orig.en en X1 esta corrido a
} } —— la izquierda, y hay que pensar-

0O 1 2 3 Xt los superpuestos.

Figura 2.2 Referencia recta: es importante el 0

Ejemplo 2.1

Dado A(a), razona para afirmar si B(2a) estd a la derecha o a la izquierda de A.

2a > a es valida solamente cuando a > 0;

si @ = 0 las dos coordenadas son iguales, y B = A B Al A f B fA B
—con lo que B no estd a la derecha de A, porque = ) "a
ambas coinciden—

y sia < 0 B estd a la izquierda de A. Ejemplo: 2(—1) = -2 < —1

El ejemplo anterior y otras exploraciones, lo puedes ver en GeogebraTube: Puntos-
“Coordenadas en R”, (el ejemplo: con el deslizador vertical bien arriba y el horizontal
bien a la derecha).
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La figura 2.2 muestra como un mismo punto puede tener dos coordenadas diferentes,
si se usan sistemas de referencia con diferente origen de coordenadas —0—.

Ejemplo 2.2

Respecto de la figura 2.2, si el origen del nuevo sistema X1 estuviera en la
coordenada h del sistema original X, y A(a) esté expresado respecto del siste-
ma original, y el punto B(V'), esta sobre el sistema X1. Calcula como serdn las
coordenadas de los puntos en el otro sistema de referencia.

Propongamos primero que h = —1 —como en la figura 2.2—, entonces A(a) en
el sistema original seria A(a + 1) en el sistema X1, y en el otro caso: B(b); el
punto B tiene coordenada b respecto del sistema X1, pero tendra coordenada
b — 1 respecto del sistema X original.

Por tanto, en un caso genérico (con h ) tendremos que

Esto es muy importante. Podriamos establecer que si el origen se corriera h
unidades a la izquierda, la coordenada nueva sera el valor original sumado a h.
Por el contrario, si se corriera a la derecha, la coordenada —respecto del nuevo
sistema— se restaria h de la original.

En la figura 2.3 se aprecia cémo un cambio de escala afecta a la identificacién del
punto.

Ejemplo 2.3

Respecto de la figura 2.3, si la escala del nuevo sistema X1 fuera de 2 veces el
del primero, ¢Cudl serd la coordenada de A(a) en el nuevo sistema?

En este caso la coordenada del punto A respecto del nuevo sistema X1 serd
A(a/2).

En Geogebra el sistema de una dimensién no existe, hay 2D y 3D.

A(1-5) el mismo punto tiene diferentes
: } —o—: .
1 0 1 2 X coordenadas, dependiendo de

la escala usada en sistema de
referencias, y debes pensar los
A(0.75) sistemas de referencia super-

1 1 —@—1}
0 1 X1 puestos

Figura 2.3 Referencia recta: basta el O y la escala del 1

A este espacio de una dimension lo hemos de llamar R.

B 2-1.2. El plano

El plano es seguramente tu mayor experiencia en la escuela media. El plano se lo
puede definir de varias maneras, entre ellas el sistema cartesiano y el sistema polar.
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2-1. Puntos y sistemas de referencia Capitulo 2. Puntos

2-1.2.1. Cartesiano

El sistema mas usado (XY cartesiana ortogonal, en la figura 2.4) es en el cual las
rectas se cortan en el origen de ambas, y se ubican a 90°. Los nimeros crecen hacia la
derecha y hacia arriba. Entonces un punto A en el plano esta referido a la coordenada

Figura 2.4 Referencia plano: Se necesita el 0 y la magnitud de cada 1 (X eY)

horizontal y a la coordenada vertical, —abscisa y ordenada respectivamente— en ese
orden. Por ejemplo A (1.5,1.4).

Ejemplo 2.4
¢Es A(1,2) igual a B(2,1)?

No hemos definido la igualdad, pero es intuitivo que los puntos deben tener las
mismas coordenadas correspondientes. En este caso NO son iguales. Si grafi-
caras ambos puntos veras que estan en diferentes lugares.

Este espacio de dos dimensiones se llama R?> —se lee «erre dos» —. En este libro
siempre encontraras el eje X horizontal y apuntando a la derecha y el eje Y vertical y
apuntando para arriba. Cuando estés en asignaturas como fisica seras libre de elegir
otras variables y asignar cualquier direccién y sentido a la variable independiente y/o
la variable dependiente.

La variable dependiente en y = 2z 4+ 1 es la y, la variable independiente es la z.
Observa que y se calcula a partir del valor que le das a x. En otras palabras: y depende
de x.

Cuando te piden el punto genérico de la recta y = 2x + 1, como es un punto del
plano, tiene dos coordenadas, y la segunda dependiendo de la primera: lo escribiras
{(@.20+1)}.

2-1.2.2. Polar

Un sistema polar tiene un punto de origen O, y cada punto P tiene coordenadas que
estdn de acuerdo con: el dngulo que se define entre el mismo P, O, y la semirrecta
orientada hacia la derecha que parte de O; mientras que la segunda coordenada es el
alejamiento de punto P respecto de O. La figura 2.5 lo aclara.

Ejemplo 2.5

¢Que coordenadas cartesianas tendrd el punto P(30° : 4)?, y {Cudles son las
coordenadas polares de (3,4)?
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Capitulo 2. Puntos 2-1. Puntos y sistemas de referencia

Si superpones los dos sistemas, como en la figura, llegas rapidamente a:
PO :p)— P(x,y) :

x=pcosf, y=psend
P(z,y) = P(8: p)

_ 2 3 _
p =22+ 12 G—arctan%

Donde hemos usado los resultados de la trigonometria.
Con los resultados de arriba: P(30° : 4) tiene coordenadas cartesianas

x = 4cos(30°) = 4§ ~ 3.464y y = 4sen(30°) = 2, es decir
P(30° : 4) = P(3.464, 2)

Por otro lado: Q(3,4) tendré coordenadas polares p = V32 +42 =5

y 0= arctan% ~ 53.13°, o sea:

P(3,4) = P(53.13° : 5)

Figura 2.5 Sistema Polar: las coordenadas son, angulo y alejamiento

2-1.2.3. Notacion en Geogebra y WxMaxima

En Geogebra ingresas un punto en la forma cartesiana A: (3,4)
o en la forma polar B: (4;30°) (grados) o B: (4;307/180) (radianes)

En WxMaxima no tienes la alternativa de wusar grados, puedes usar-
los, pero siempre que hagas una cuenta lo tendrds que tener presente
(%il) A:[3,4]1;

(A) 3, 4]
(%i2) B:[4,30];
(B) (4, 30]

A la hora de hallar el coseno de un angulo,

supuesto que lo hayas ingresado en Geogebra B:(4;30°) la funcién Angulo te lo
devuelve siempre en grados cos(Angulo(B)), y la funcién Longitud, te devuelve el
alejamiento Longitud(B).

En cambio en WxMaxima:

(%13) cos(B[2]*%pi/180),numer;

(%03) 0.154251449887584

Primero: estds usando los 30° que pusiste como segunda coordenada del punto B,
pero teniendo en cuenta que esta en grados. En otras palabras: el argumento a pasar
a WxMaxima estard en radianes.
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Segundo: colocas ,numer para que WxMaxima te dé wuna aproxima-
cion con 15 decimales. Si no lo colocas, WxMaxima calcula el coseno
pero te da la respuesta solamente cuando es exacta, por ejemplo
(%i4) cos(%pi);

(%04) -1

Y para el arco tangente, con los ejemplos de arriba, en Geogebra hl:atan(y(A)/x(A))
el cual te arroja sin errores solamente en el primero y cuarto cuadrante. Puedes usar
el comando h2:atan2(y(A),x(A))

En WxMaxima, también con problemas en el segundo y tercer cuadrante

(%i5) h3:atan(A[2]1/A[1]),numer, h4:atan2(A[2],A[1]),numer;

B 2-1.3. El espacio tridimensional

En el espacio se usa un sistema de coordenadas (XYZ) —el sistema puede denominarse
X1 X5 X3 también— como se ve en la figura 2.6

Z
277
1/77 ***** ¥-=-=--=-=
‘//—— i e ‘ A(1727 1)
| ! :
| |
—— ——— ~Y
e 1 172
/// 1
PRARNUNERNEE -1+
2

| X
® B(2,—2, 1) .A
Figura 2.6 Espacio: origen (0,0,0) y unidad en cada eje

Repetimos que aunque no son los Unicos tipos de sistemas de coordenadas, son los
que usaremos preferentemente. A este espacio tridimensional lo llamas R3. En este
libro siempre encontrards el eje X horizontal y saliendo del plano del papel, a la
derecha y horizontal el eje Y, y vertical y apuntando para arriba al eje Z. Esta es una
forma dextrégira —ya tendremos oportunidad de ahondar més en ello—.

No usaremos la otra, en donde los ejes X y Y se ubican como en R?, y se agrega el
eje Z saliendo del plano del papel —puedes verlo en la figura 2.7(a la derecha)—.

¢Para qué crees que vemos otros sistemas de referencia ademas del cartesiano orto-
gonal?
Un sistema de referencia no es mas que el «idioma» que elegimos para co-
municar algo, y para que todos entendamos lo mismo, de la forma mas simple
posible. Elegiremos el origen de coordenadas y la escala, de acuerdo con lo que
queramos representar: no es lo mismo representar el movimientos de una bola
de billar que la posicién de las ventanas de un edificio, o de las dimensiones de
un tornillo. Asimismo —ya lo veras— es mads sencillo representar rectas horizon-
tales en el sistema rectangular que en el polar, y mucho mas facil representar
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X A

Figura 2.7 Diferentes sistemas en R?, usamos solo el de la izquierda.

circunferencias y espirales en el sistema polar que en el rectangular.

2-2. Traslacion de sistema y proyecciones

En esta seccion aprenderds las primeras interacciones entre puntos y sis-

temas de referencia
* Como cambian las coordenadas de un punto si cambiamos el origen

de coordenadas, o la escala de los ejes.
* Proyectar un punto sobre los ejes o planos.

* Caracterizar un punto desde la propiedad de su distancia al origen.
Para que los emplees en algunos problemas geometricos.

Figura 2.8 Puntos (geométricos): pueden referirse a sistemas cartesianos de
una, dos o tres dimensiones. En los otros libros de esta serie,
pueden aparecer puntos en otros espacios (no geométricos).

En general el punto lo denotas con una letra mayuscula, y —entre paréntesis— la
ubicacion relativa a cada eje en el orden X-Y-Z. Los conjuntos lineal (unidimensional),
plano (bidimensional) y espacio (tridimensional) los puedes denotar mediante F1, F»
y Es3 respectivamente, o R, R? y R3.

Ejemplo 2.6
¢A qué sistemas pertencen A (3), B(2,4), y D (2,3,4)?
El punto A (3) € R tres pertenece a la recta real, mientras que el punto dos-

cuatro B (2,4) que es distinto de C (4, 2) pertenece al plano —B (2,4),C (4,2) €
R2—, y finalmente el punto dos-tres-cuatro pertenece al espacio D (2,3,4) € R3
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en general

Aa) eR
A(a,b) € R?
A(a,b,c) € R?
donde a,b y ¢ —0 a1, as y az— son nimeros reales, y A es un punto de la recta,
del plano o del espacio respectivamente

Ademads dos puntos son iguales cuando tienen todas sus coordenadas homolo-
gas —es decir correspondientes— iguales

A (1,2) = Ax(1,2)
7é A3 (27 1)
7£ A4 (17 27 1)

A esigual a Ay, pero no es igual a A3 ni a A4. Ademds A3 también es distinto
a A4.

La posicion de un punto cualquiera de la recta, del plano o del espacio respecto de
un sistema de coordenadas adecuado queda determinada si se da un nimero real, un
par ordenado de ntiimeros reales, o una terna ordenada de numeros reales respecti-
vamente, llamadas coordenadas del punto —como los ves en la figura 2.8—.

El orden de las coordenadas de un punto especifico es importante: A(1,2) no es el
mismo punto que A(2, 1), como ves en la figura 2.9

Yy

A(a,b)

®
A'(b,a)

X

Figura 2.9 El orden de las coordenadas es relevante

Las coordenadas de los puntos genéricos las puedes notar indistintamente como
A(z,y,z), A(a1,az,a3) o cualquier combinacién de letras.
Los ejes pueden normalmente llamarse X — Y — Z, o0 X; — X2 — X3; o de otra forma,
como se acostumbra en el &mbito de la fisica.
4 N
Los puntos —por ahora al menos— denotan ubicacion
en la linea, en el plano, o en el espacio.
Cada punto se conoce por sus coordenadas, en un orden establecido.
Las coordenadas de un mismo punto estan referidas
a un sistema de referencias en particular.
. J

Las coordenadas de cada punto tienen nombre: en A(a,b,c), a es la abscisa, b es la
ordenada y c es la cota, como se aprecia en la figura 2.10.
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Figura 2.10 Nombre de las coordenadas de un punto

B 2-2.1. Desplazamiento de sistema de referencias

Es importante convenir sobre qué sistema de referencias estan escritas las coordena-
das de un punto. Un mismo punto puede tener distintas coordenadas si las referimos
a sistemas de coordenadas distintos —regresa a ver las figuras 2.2 y 2.3, pags 37 y
38—.

En la figura tenemos el caso en que coexisten dos sistemas de referencia: el original
—XY—y el desplazado —X1Y1—,

Y y1 A(6,4) = (3.75,2.25);
4+ ®
2,,
1.75] X1
1,,
k R X

Figura 2.11 Se necesitan los origenes 0 y las magnitudes de cada unidad.
Se ven las coordenadas de un punto sobre dos sistemas de re-
ferencia —XY o X1Y1— desplazados pero con la misma escala.

Algo de ejercitacion sobre este topico lo encuentras en GeogebraTube: Puntos vy
Vectores-“Referencias Desplazadas 2D”.

B 2-2.2. Proyecciones de un punto

La proyeccion de un punto A sobre un eje, es otro punto que conserva la coordenada
original en tal eje, mientras que en el otro es cero —R?>—, o ceros en R>.
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La proyeccion de un punto del espacio tridimensional sobre un plano coordenado es
otro punto que solamente posee coordenadas en tal plano, mientras que en el eje
normal al plano tiene coordenada O.

Y Z e A(a,b,c)
Ay (0,0)@------mme- o A(a,b) 1
i | Y
® !
Ax(a,0) X ?. Axy(a,b,0)e

Figura 2.12 Proyecciones: un punto se proyecta en otro punto

El ejemplo siguiente lo aclara mas.

Ejemplo 2.7
Halla la proyeccion del punto A(1,2) sobre el eje X. Repite para B(3,4,2) para
los planos XY, ZX y el gje Z.

Grafiquemos, tanto para el primero como para el segundo
Z+B,(0,0,2)

2 - - - A(172) ( ) //// B/(é),4,‘2)
Bx7(3,0,2 ‘

0, ‘ 'y

/ 'Y
Ax(1,0) 1 ’
b 3 L
1 X Bx(3,0,008< oBxy (3,4,0)
X

Ves que la proyeccion de un punto B(a, b, c) sobre el eje X es Bx(a,0,0). Equi-
vale a primero proyectar B sobre un plano que contenga al eje X —digamos
Bxz(a,0,c)—y luego, proyectar este ultimo sobre el eje X —Bx(a,0,0)—.

Si nos hubiesen pedido la proyeccién de A sobre el eje Y responderiamos
Ay (0,4,0). La diferencia entre B; y B; —en este contexto— es que la segun-
da es la proyeccién sobre el plano XY —B;(3,4,0) = Bxy—y la primera es la
proyeccioén sobre el eje Z —Bz(0,0,2)—. notaciones: (3,4,0) = B; = Bxy

~ Actividad 2.1 |

Bosqueja en el espacio bidimensional {Podrias definir la proyeccion de un punto
sobre un eje dado, como el que se obtiene hallando la interseccion del eje dado,
con la recta perpendicular que contiene al punto original? {Seria la misma
definicion la que diga que se obtiene por la interseccion de una recta paralela
al otro eje y que contenga al punto original? Coteja tus conclusiones en el caso
de que el sistema de referencias no sea ortogonal sino que el eje Y, por ejemplo,
esté inclinado formando 60 grados respecto del gje X.
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B 2-2.3. Distancia al origen

La distancia la origen de coordenadas es un concepto muy interesante, y la vamos a
definir directamente como el nimero no negativo

A(a) = 6 (A) = |a| = Va2
Alar,az) = 6 (A) = \/a%—f—a%
A(ay,az,a3) = 6 (A) = \/a%—i—a%—i—a%

En general, la distancia al origen de coordenadas es...

(2.1)

a >0, a

Veamos por qué (ten en cuenta que |a| = < ,
a<0, —a

de modo que Vz? = |z|, y Va2 # x. Esta Gltima sélo es cierta si z > 0)

5(A) =5
0(0) A(5)
7 6543210123486 7X a>0: 5-0=5
5(A) =5
A(-5) 0(0)

° . s
7-6-5-4-32-101234567X a<0: 0-(=5)=5

Figura 2.13 Distancia de un punto A(a) al origen O(0) en R

2-2.3.0.1. Distancia al origen en una dimensién En la figura 2.13,
para que la distancia de A(a) al origen sea siempre positiva, tomemos 6(A) = |a| =

Va?

Si nos preguntaran cudl es el punto cuya distancia al origen es por ejemplo 3, clara-
mente nuestra respuesta seria que habran dos puntos que satisfacen esa condicion:
A(=3)y A'(3), porque §(A) = 3 = |a| de donde a = +3.

2-2.3.0.2. Distancia al origen en dos dimensiones Esta distancia
la podemos trabajar mediante la relacién de pitdgoras, que dice que h? = c% + c% y una
de sus interpretaciones es que h es la longitud —distancia— de la hipotenusa de un
tridngulo rectangulo de catetos cuya longitud es ¢; y ¢y, respectivamente.

Por eso podemos trabajar la figura 2.14, refiriendo que Ax (a1, 0) es la proyeccion del
punto A segun el eje X y que Ay (0, az) es la proyeccién del punto A segun el eje Y.
Podemos pensar cada eje por separado para hallar la distancia en una dimensién, de
acuerdo con lo desarrollado en la figura 2.13, por eso ves que —Ax(a1) v Ay (az)—
asi, la distancia del punto A(ay, a2) al origen es 6(A) = \/a? + a3.
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Y&

S

S~
o <
w B(4) = *(Ax) +(4y)
— = |a1|? + |az|?
< =al+aj3
=

§(Ax) = |ai]

Figura 2.14 Distancia en R?

2-3. Distancia entre puntos

En esta seccidn encontraras la primera herramienta con qué construir re-
laciones entre puntos, y llegar a describirlas como una ecuacion. Asimis-
mo, no olvides que estamos en la geometria analitica, con lo que deberas
aprender a enumerar y reconocer las propiedades de la distancia, para que
puedas usarlas en alguna situaciéon problematica.

De manera andloga, la distancia entre dos puntos A (a1, --,a,) y B (b1, -+ ,b,) se
definird como

(2.2)

= \/(61—a1)2+(b2—a2)2+-~-+(bn—an)2
Con ello, claramente se ve que d (A) = 6 (A,0), donde O (0,0,---,0) es el origen de

coordenadas. Nuevamente analizaremos en forma grafica para justificar esta expre-
sion.

B 2-3.1. Distancia entre dos puntos en R

Observa los diagramas de la figura para los casos en que los puntos «viven» en R.

LA B . B A
| ® . | | 4 @ —
ai bl X bl ay X
_ 0 _
by —a; ap — by

Figura 2.15 Distancia entre dos puntos en R: (A, B) = |b1 — a1]

Claramente, la distancia entre dos puntos A(a) y B(b) es 6(A, B) = |b—a/, sin importar-
nos quién esta a la derecha del otro. Recordemos el resultado siguiente Va2 = |z|(}),

'Por ejemplo /(—5)2 = v/25 =5 = | — 5| y no —5.
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Capitulo 2. Puntos 2-3. Distancia entre puntos

con ello podemos decir que |b — a| = /(b —a)?, y entonces podemos deducir que la
distancia en la recta (R) es

(5(A,B) = ‘bl — al\ (2.3)

= /(b1 — a1)?

I 2-3.2. Distancia entre dos puntos en R?

Para el caso del plano, en la figura 2.16 podemos ver la distancia mediante el teorema
de Pitagoras, conocidas las distancias en una dimension

Y
o] 0*(A,B) = 6*(Ax, Bx) + 6*(Ay, By)
= |b1 — a1|2 9 ‘bg - 0/2’2
2 R = (bl — (11)2 + (bz — a2)2
X

Figura 2.16 Distancia entre dos puntos en el plano

y en el plano (R?) es

5(A, B) = /(b — )2 + (b — a2)?
en el plano aplicamos el teorema de Pitadgoras: la distancia 6(A, B) es la hipotenusa
indicada en la figura.

B 2-3.3. Distancia entre dos puntos en R?

En el espacio (R?) también puede mostrarse la distancia de un punto a otro, aunque
por simplicidad, en la figura mostramos que uno de los puntos es el origen O(0, 0, 0).
En este caso es B=0yd(A,0) =6(A)

7\ A
A3 ps-----=-------> ‘ |
/// ™ ;i/ i B »A’('al’ o, ag)
3 G |
| 0,
: /,/ i Y 0\ Y
0/1 NS 4
/ 42 Axy(ai,as,0)
X X

Figura 2.17 Distancia en R?

La proyeccién del segmento OA —desde el origen al punto A— sobre el plano XY
es OAxy y tiene una magnitud de §(Axy) = Vvai? + a2?, que es la base del tridngu-
lo OAxy A en el plano 7; de modo que aplicando de nuevo Pitdgoras —al tridngulo
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2-3. Distancia entre puntos Capitulo 2. Puntos

OAxy A— tenemos

5(4) =/ (2(Axy)) + B(Axy, A)
— \/(, fai? + a22>2 4 a2

y cuando B no coincide con el origen, la anterior deviene en

5(A, B) = \/(bl — a1)2 + (b2 — CL2)2 + (bg — CL3)2 (2.4)

que es la expresién de la distancia valida para R3. Mds aun: si definiéramos puntos
que no podemos representar (en R"), y las coordenadas de los puntos se denotan
Alay, a9, -+ ,an)y B(b1,be, -+ ,by), la distancia entre ellos se calcularia mediante

(2.5)

Que vale para R, R2...R"

Para puntos en R” tales como A(aj,ag, - ,a,)y B(bi,ba, - ,by)

B 2-3.4. Propiedades de la distancia

Una propiedad de la distancia es que es no negativa, que puede probarse analizando
la 2.2: cualquier nimero —y (b; — a;) lo es— elevado al cuadrado es positivo, luego,
la suma de niimeros positivos es positiva, con lo que la raiz cuadrada positiva sera
también positiva.

¢Cuéando la distancia valdra cero? cuando todas las diferencias de coordenadas de los
puntos valgan cero. En otras palabras, cuando los dos puntos sean coincidentes.

Otra propiedad dice que la distancia entre dos puntos es tinica, es decir que 6 (4, B) =
0 (B, A), y esto puede probarse de la siguiente manera:

En la ecuacion 2.2, cada término

(b — a;)?* = b? — 2ba; + a? cuadrado de un binomio
= a? — 2bja; + b? conmutatividad en R
= (a; — b;)? cuadrado de un binomio
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Capitulo 2. Puntos 2-3. Distancia entre puntos

por tanto

n
0(A,B) = Z (b — a;)? definicién
i=1
n
= Z (a; — b;)? discusién de arriba
i=1
=4(B,A) identificacion*
* la identificacion también puede asimilarse a aplicar la definicién en forma
reversa. Resumiendo
0(A,B)=46(B,A) >0 (2.6)

es mayor o igual a cero, porque cada término (b; — ai)z, al estar al cuadrado, es
Cero o mayor que Cero.

Estas pruebas son muy sencillas, pero formales, y no hacen nada mas que establecer
claramente lo que ya sabemos o intuimos. Sin embargo hay que prestarles mucha
atencién para poder aprender la habilidad de «decir las cosas» con propiedad en el
lenguaje matematico e ingenieril. A medida que avances en la carrera apareceran
nuevas pruebas, un poco mas refinadas, las que se entenderan muy facilmente pres-
tando buena atencion a éstas.

Ejemplo 2.8
Calcula las distancias entre los puntos A (3),B (—2),C (1,2),
D(-2,4),E(1,2,3),F (-1,2,-3)

Las distancias calculables son 6 (A, B), § (C,D) y 6 (E, F), ya que por ejemplo,
la distancia entre A y C' no puede ni siquiera plantearse por no estar ambas en
la misma dimensién.

Calculemos las que estan definidas:

§(A,B) = \/(—2—3)22 \/(—5)2=\/%=5
5(CD) = /(=2 =12 + (4 - 2)2 = /32 + 22 = /I3 = 3.60555

§(BE,F) = \/(—1 —1)*+(2-2)%4 (-3 -3)* = 2V/10 ~ 6.32455

¢Cuanto valdria § (F, E) ?

( )
Los puntos son entes matematicos que describen una ubicacién
respecto de un sistema de referencia. Pueden ser de R , R?, y R?...

Los ejes pueden llamarse de cualquier manera, en este libro empleamos
XY Z o X1X5X3y dextrégiros. Casi exclusivamente usamos sistemas

de coordenada cartesianos.
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2-4. Problemas de distancia Capitulo 2. Puntos

La distancia entre puntos de la misma dimensién R",
es conmutativa : 6(A, B) = §(B, A)
es positiva o nula §(A, B) > 0. Si alguna coordenada es un pardme-
tro —una letra—, la distancia estara en funcién de ese parametro.

2-4. Problemas de distancia

Aprenderas herramientas de manipulacion para expresar las relaciones
entre puntos mediante una ecuacién, para emplearlo en otro contexto (so-
lamente el concepto de punto y distancia).

En el caso de que una coordenada pudiera ser A(1,b,3), por ejemplo; entonces la
distancia respecto del origen dependerd del valor que asuma el pardmetro b € R,

5(A) = Vb2 + 10.

B 2-4.1. En una dimensién

Ejemplo 2.9

Halla el lugar geométrico de los puntos de la recta cuya distancia al punto B(3)
es de 2 unidades.

Hagamos un grafico. Podemos «caminar» hacia la derecha dos unidades y nos
encontraremos con un punto C de coordenada 5... pero «caminando» a la iz-

quierda, tenemos D(1). b B C

= >

01 3 5 X

¢Cémo lo hacemos analiticamente?

0(P,B)=2=+/(x —3)?2 elevando al cuadrado

. B8 P, 4= (z—3)2=a>—62+9
3 z X U
0=(zx—5)(z—1)

de donde se obtienen ambos resultados simultdaneamente: z € { 1,5 }.

Otra manera —mas laboriosa— de verlo es haciendo 2 = |x — 3| y aplicando la

. . 2: :U—3’[L'—320
definicién {2:_($_3)’x_3<0

y = lz| v |z — 3|
2 —\--- - yommmmnes ‘
a !
) :
I
c<0 a X Zo 3 T X
esdecirz—3=2=2=5 0o z-3=-2=z=1Jz—-3]=2 = ze€{l,5}
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Capitulo 2. Puntos 2-4. Problemas de distancia

Es interesante notar que la solucién analitica arroja automaticamente —en este caso
al menos— todos los resultados posibles.

Este mismo ejercicio lo haremos en el contexto de un punto del plano o un punto en
el espacio y notaras que hay diferencia... te propongo que la pienses.

En matematica, y mas en ingenieria, es bueno saber predecir. Mejor atn hubiera si-
do que te hicieras esta pregunta, sin haberla leido aca. Se trata de una habilidad
del aprendizaje: buscarse preguntas del tipo «qué hubiera sucedido si...» —y te lo
recuerdo acd porque estads empezando a andar el camino que has elegido: ser inge-
niero, y en los primeros pasos necesitaras de estos consejos—.

Buscate preguntas del tipo «qué hubiera sucedido si...» , cuando resuelvas un
ejemplo o ejercicio.

Ejemplo 2.10
Halla y grafica la distancia del punto P(x) al punto B(3)

Lo primero que hemos de hacer es un grafico —y un boceto de geogebra: Geo-
gebraTube: Puntos-“Distancia en R"—

, B P

|—e o

0 3 z X
De donde

d(P,B) = +/(z — 3)?,

o lo que es lo mismo:

0(P,B) = |x — 3|

con lo que tendremos una fun-
cion 0(P, B)(x) de la distancia en-
tre P(z) y B(3) con x como varia-
ble libre

1 1 223 4 X
En otras palabras, la funcién distancia del punto de coordenada z al punto de
coordenada 3 es la funcidn valor absoluto de la diferencia.

Ejemplo 2.11

Halla la coordenada de un punto situado de tal modo que la distancia a otro
A(—9) sea tres veces menor que su distancia a B(—3).

¢Qué significa que la distancia a un punto §(P, A) fuera tres veces menor a
o(P,B)?

Claramente, que hacen falta tres distancias J(P, A) para igualar a una distancia
0(P, B) —el boceto de geogebra que corresponde es: GeogebraTube: Puntos-

“Razén de distancias en R"—.
d d d d

A P
. *
-9 x

L I8y
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2-4. Problemas de distancia Capitulo 2. Puntos

De ese modo
§(P,B) =34(P,A)
§(P,B)? = 3%5(P, A)*
(x—(-3))° i 9(z - (-9))?
x2+6m+9i9x2+162x+729

Trabajando con esta ecuacién llegas a la expresién 8z2 + 156z + 720, cuyas
soluciones son 822 + 156z + 720 = 8(x + 7.5) (z + 12) = 0, en otras palabras: hay
dos puntos que satisfacen el problema, P;(—7.5)y P2(—12).

B 2-4.2. En dos dimensiones

Hagamos ejercicios parecidos a los anteriores, pero ubicados en el plano.

Ejemplo 2.12

Halla la distancia entre un punto fijo A(1,2) y un punto cualquiera B(x,y).

En este caso, hemos de tener como resultado una funcién de x y de y, de dos
variables; puesto que B puede moverse libremente en todo el plano.

S(AB)=/(z—12+(y—22=+22+4y2 -2z —4y+5

claramente 6(A, B) = f(z,y).

Ejemplo 2.13

Halla la distancia entre un punto fijo A(1,2) y un punto cualquiera B que se
mueve solo en la rectay = 2 — x.

En este caso, puesto que B puede moverse libremente en la recta, sus coorde-
nadas son B(z,2 — z).

S(AAB)=v/(z—12+(2-2—-2)2=+222 - 22 +1

claramente §(A, B) = f(x), el grafo de la funcién distancia es:

La funcion tiene un minimo en z = %

como ves en GeogebraTube: Puntos-
“Distancia en R2”.

La distancia entre dos puntos fijos es un nimero, y la distancia entre un punto fijo y
un punto mévil es una funcién.
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Ejemplo 2.14
Halla el lugar geométrico de los puntos del plano cuya distancia al punto B(3, 1)

es de 2 unidades.

En este caso el grafico cambia porque un punto del plano tiene coordenadas
P(z,y)

De donde

Y Plx,y) -~ §(P,B)=+/(z—32+(y—12=201lo

T que es lo mismo

! (-3 +(y—1)2=4
'\\ B(3,1) La cual es justamente la ecuacién de
" una circunferencia con centro en B y ra-
° X dio 2!

e .- Seria interesante que lo comprobaras

ingresando esa expresion en Geogebra.

Ejemplo 2.15

Halla las coordenadas de un punto situado de tal modo que la distancia a otro
A(—9,0) sea tres veces menor que su distancia a B(—3,0).

Lo mismo que en el caso anterior —ver GeogebraTube: Puntos y Vectores(1)-
“razén de distancias a dos puntos”— Corresponde al mismo ejemplo que
2.11, pero en el plano, ya no en la recta.

§(P, B)? iT 326(P, A)?
(z+3)2+y>=9((x+9)? +¢°)

—720 = 8z% 4+ 156z +  + 8y

[}
1562 156 1562
—7204+8 —r =8(2?+2—n+ —— 8y
AT (x TR 162) Y

92 39\?
47: l'—f‘z +y

Es decir, todos los puntos de la circunferencia de centro en (9.75, 0) y radio
9

7 = 2.25 son solucion. En la figura —eje Y corrido— se ve una costruccion que
puedes hacer en Geogebra con los siguientes comandos
Y
A:(-9,0)
B:(-3,0)
T~ e:(x+156/16)"2+y~2=81/16
B X P:Punto(e)
h:Distancia(P.B)
k:Distancia(PA)
r=h/k
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