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ESPACIOS VECTORIALES

DEFINICION: Sea V un conjunto no vacio de objetos que se denominan vectores, y sobre el cual
estan definidas dos operaciones: una ley de composicion interna o de cerradura bajo la suma de
vectores y una ley de composicion externa o de cerradura bajo el producto de un escalar por un vector,
y sean los escalares elementos de un cuerpo denotado como k, entonces la cuaterna (V, +, R,"); tiene
estructura de espacio vectorial, si siendo %, v y w vectores cualesquiera se cumplen los siguientes
axiomas. :

Axiomal:Si ¥ € V yv € V- U+ v € VLeyde cerradura bajo la suma

Axioma Il: Asociatividad: ©u+ (W +w) = U +v)+w

Axioma I11: Existe elemento neutro, tal que i + 0 =0 + 4 = U

Axioma IV: paracada u €V existe un vector — U, tal que u + (i) = 0

Axioma V: Conmutatividad: ¥ + v = v+ U

AxiomaVI:si U € VA« € R entonces au € V Ley de cerradura bajo la multiplicacion
Axioma VII: Distributividad respecto de la suma de escalares (a + f)u = au + fu
Axioma VIII: Distributividad respecto de la suma de vectores (i + ¥)a = au + av
Axioma IX: Asociatividad respecto de los escalares: o(pu) = (aff) U

Axioma X: Identidad 1d =u  Yd eV

Es importante advertir que un espacio vectorial consta de cuatro elementos un conjunto de vectores,
un conjunto de escalares y dos operaciones.

PROPUESTA 1: Determina si son espacios vectoriales (se desarrolla en clase teorica)

e Espacio R"

e Espacio vectorial trivial V = {0}

e Espacio cuyo Unico elemento es el nimero V = {1}

e El conjunto de los nimeros enteros

e El conjunto de los nimeros reales

e El conjunto de los nimeros naturales

 El conjunto de puntos R? que se encuentran en una recta que pasa por el origen de coordenadas
y = mx

 El conjunto de puntos R? que se encuentran en una recta que no pasa por el origen de coordenadas
y=mx +b

 El conjunto de puntos R® que se encuentran en una plano que pasa por el origen de coordenadas
ax+by+cz=0
El conjunto de puntos R® que se encuentran en una plano que no pasa por el origen de
coordenadas ax + by + cz =d

e El espacio vectorial P"

e El espacio vectorial M™"
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SUBESPACIOS DE ESPACIOS VECTORIALES

Todos los espacios vectoriales tienen ademas subconjuntos que son también espacios vectoriales,
denominados Subespacios Vectoriales

Un subconjunto no vacio H de un espacio vectorial se denomina subespacio de V si H es un espacio
vectorial bajo las operaciones de suma y multiplicacién por un escalar definidas en V, es decir si se
cumplen las dos leyes de cerradura

1) Siu e H yv € H- u+v € H Ley de cerradura bajo la suma

V1) Siu € H ya € R—- (ail) € H Ley de cerradura bajo la multiplicacion

/Sea H = {(x,y):y = mx} demuestra que es un es un subespacio de R? \
Demostracion

El subespacio vectorial H esta formado por puntos que estan sobre la recta que tienen pendiente my
pasan por el origen, tomando dos vectores genéricos tendremos :

U= (nfx) y U= (n}:x)

Axioma | u+ 17=(x)+(x,)=( x+x,)six+x'=x"
mx mx m(x +x")
U+ v= (nfx) se obtiene una recta que pasa por el origen
Axioma VI ﬁ’z(x)entoncesaﬂza(x):(ax)
mx mx max

Por lo tanto queda demostrado que toda recta que pasa por el origen es un subespacio vectorial.

Demuestra que un plano que pasa por el origen es un subespacio vectorial

{: {(x,y,2):ax + by + cz = 0} /

-

J

Sea H = {(x,y):y = x + 3} comprueba que NO es un subespacio vectorial.

Solucion: La manera mas facil de comprobar que H no es un subespacio vectorial es observar que
0= (0,0) no se encuentraen H porque 0 =0+3 - 0 # 3

Otra posibilidad es tomar dos vectores que pertenezcan a la recta por ejemplo
- 1 - _1 z — - 1 _1 _ 0 3
u—(4) yv—(2 )estaneanerou+ V= (4)+( 2 )— (6) no estaen H

porque al sustituir los valores en la recta nos queda 6 # 0 + 3
Comprueba que un plano que NO pasa por el origen no es un subespacio vectorial

H={(xy2):x+y—2z=3}




Guias Teorico — Préacticas de Ing. L.L. Rivero AGA

(" Sea H = {(x, y): x < 0} comprueba si es 0 no un subespacio )

vectorial y

AT _1 —_ _ _1 _ 4‘

Solumon.u—(l) a= —4- 4(1)_(_4)65H _

No se cumple el axioma VI de la cerradura bajo la multiplicacion L -

¢Se cumple el axioma 1?
\_ y,
(Comprueba que el conjunto de puntos x? + y2 = 1 no es un subespacio de R? )

Solucién: sean u = ((1)) AV= ((1)) €H

Por el axioma I: ¥ + v = ((1))+ ((1)) = (1) ¢ H f i+7 gatfy’=1

Porque 1+1#1 3 S ; :
También se podria demostrar por el axioma VI \‘/

1=(2) «=aa()=(Oen

\_ J
(El conjunto de los polinomios de segundo grado no es un subespacio vectorial A
p(x)=x?> yqlx)=—x%2+x+4

Aplicando el Axioma | p(xX)+ qlx) =x+4

La suma de ambos polinomios no satisface el axioma 1, porque no se obtiene un polinomio de

grado 2

¢El conjunto de polinomios de grado menor o igual a dos, seria un subespacio vectorial?
\_ J
/~ El conjunto de matrices singulares (sin inversa) no es un subespacio de Max. )

Demostracion
Elegimos dos matrices cualesquiera que no tengan inversa
L0 [0 0
A= [0 0] B= [0 1
Por el axioma | de la ley de cerradura bajo la suma

o 0 0]_1 O . . o
A+B = [O O] + [O 1] = [0 1] la matriz resultante es no singular, es decir tiene inversa por
lo tanto no se comprueba el axioma |

El conjunto de matrices diagonales ¢seria un subespacio vectorial?

- J
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INTERSECCION ENTRE SUBESPACIOS VECTORIALES
Sean A 'y B dos subespacios del espacio vectorial (V;+;R; -)

La interseccidn de los subespacios es el conjunto de los vectores del espacio vectorial (V;+;R; -) que
pertenecen, simultdneamente, a los subespacios vectoriales Ay B

Para encontrar la interseccion de dos subespacios se debe resolver un sistema de ecuaciones lineales

homogéneo
| I |
Vv

ANB ={veVIvVeAAnveB}
/ Determina la interseccion entre los siguientes subespacios \
e H={(xy,2)eR® /x+y—z= 0} YH; = {(xy,2)eR® /z= 0}

Solucion: es la interseccion entre dos planos, resolviendo el sistema de ecuaciones lineales

Xx+y—z=0 i x=-4
{ y N —>{y=y - parametrizando y = A -y =2
z=0 _
z=0 z=0
x=-1
HNH, ={y=21 €R3/1€ R esunarecta que pasa por el origen
z=0

o Ho={AeM®?aj;+a;, + ay; + ay, = 0} Yy Hz={AeM?? —a,;+a;,—ay; + ay, = 0}
Solucion: para encontrar la solucion debemos encontrar la matriz que cumpla simultaneamente con
las condiciones de los dos subespacios
Resolviendo el sistema de ecuaciones por el método de Gauss- Jordan nos queda:

1 1 110 1 1110 1 01 0O

| |- [-] >
-1 1 -1 1 0 020 2 0 01010

{a11+a21 :O

=y = —0y Ay = —a
a, + Ay, = 0 11 21 12 22

\ H2nH3={[_’1/1 _“M]EMM/AER /\ueﬂz} /
PROPUESTA 2:

a) A= {(xy,z2)eR¥/z= 0} yB={(xy,2)eR3/x= 0}

b) H, = {(xy,2)eR3/x+y—z= 0} yH, = {(X,y,2)eR3/x—y=0Ay—z= 0}

¢) H; = {p(x)eP3/az+a,+a;+a, = 0} y H,{ p(x)e P3 / ag+a,+a; = Onaz+a;+a, = 0}
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TRABAJO PRACTICO ESPACIO Y SUBESPACIO VECTORIAL

1. Define que es un Espacio Vectorial
2.

En los siguientes items, determina si el conjunto dado, junto con las operaciones de adicién y
multiplicacion por un escalar, es un espacio vectorial. Si no lo es, enumera todos los axiomas
donde no son validos
a. El conjunto de todos los vectores de R? de la forma (X, X)
b. El conjunto de todos los pares ordenados de nimeros reales de la forma (x, 0)
c. Elconjunto de todos los pares ordenados de numeros reales de la forma (1, y)
d. Elconjunto de todos los pares ordenados de nimeros reales de la forma (x,y) /y =0
El conjunto de vectores de R® de la forma (y, v, y).
f. El conjunto de todas las matrices triangulares superiores de 2x2, con las operaciones
habituales de suma y multiplicacion
a b
g. Elconjunto de todas las matrices de 2x2 de la forma L d} dondea.d=0
h. El conjunto de todas las matrices de la forma:
a1l a b a b
A P R P
0
3. Define que es un Subespacio Vectorial.
4. ¢Cuales son los posibles subespacios de (R% +; R; ) y (R, +; R; -)
5. ¢Por qué solamente las rectas que pasan por el origen son subespacios de (R?; +; R; -)?
6. ¢Por qué solamente las rectas o los planos que pasan por el origen son subespacios (R3; +; R; -)
7. Investiga si el conjunto de todas las matrices de 2x2 cuyo determinante es nulo, es un subespacio
vectorial

8. Investiga cuales de los siguientes conjuntos son subespacios vectoriales del espacio vectorial P3

a.
b.

C.

Todos los polinomios a;x3 + a,x? + a,x + a, para los cuales a, = 0
Todos los polinomios a;x3 + a,x? + a,x + a, para los cuales a, = 8
Todos los polinomios asx3 + a,x? + a,x + a, que tienen como coeficientes a nimeros

naturales

9. Analiza cuales de los siguientes subconjuntos son subespacios de las M?*?

a. H={A=[

b. H={A

a

c Z]Eszz:a+b=0 /\czd}

[‘Cl Z] e M¥2;|A| = 0}
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c. H={A=[‘C‘ Z]Eszz:a=3b=0Ac=d=0}

10. Analiza cuales de los siguientes conjuntos son subespacios del espacio vectorial dado
a. H={(x,y) €R?y=2x}
b. H={(x,y)€ER*:x=y=2z-2}
c. H={(x,y,z) ER3:2x +y =0}

d H={(x7y)€ER*(x—2)*+ (y)? <4}

e. H={(x,y,2) eR% [x+y+z=0}

f. H={(xy)€R%(x)*+(y)?<9}

g H={(x,y) ER*y <0}

h. H={(x,y,z) ER*:2x+y+z—4=0}

i. H={(x,y,z) ERx=2y Az=y}

j.  Heselconjunto de vectores de R? cuya segunda componente es el cuadrado de la primera

k. Elconjunto de puntos de R? que se encuentran en el primer y tercer cuadrante
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COMBINACION LINEAL

DEFINICION Siendo #;, ¥,, U3, ... ... U, Vectores de un espacio vectorial V y

A1, Ay, Az, ... ... .... Ay €SCAlares, una expresion de la forma a, v; + a,v, + a3vs, ... ..... &y, U,S€
llama combmamon lineal de los vectores vy, ¥y, Vs, wu. ve.. Uy,

Si(V,+,R,)esunEV, ¥ < V es combinacion lineal de {v,, ¥,, U, ... ..... Uy} = V si existen

n
s
i=1

Ejemplos:

e (2,6)es CL de {(1,0),(0,2)} porque (2,6) = 2(1,0) + 3(0,2)

e (2,6) no es CL de {(1,0),(2,0)} porque no existen escalares a;,a, € R:(2,6) = a;(1,0) +
a,(2,0) (comprueba)

e (2,2,2)esCL de (1,1,1) yaque (2,2,2) =2 (1,1,1)

e (1,1,1)esClde v, =(2,1,3) yv, = (1,0,2) yaque (1,1,1) =1 ¥, + (—1) ¥, (comprueba)

N

\O
=
eVDetermina si el vector (1,1,1) puede expresarse como combinacion lineal de los vectores \
u=(123); v=(012); w=(-10,1)

Solucion: a4(1,2,3) + a,(0,1,2) + a3(-1,0,1) = (1,1,1) -
Luego de aplicar el producto de escalares por vectores, la suma y la igualdad de vectores en R® se
obtiene el siguiente sistema

a;— az3=1 a; = az +1
—>{ 201+ a, =1 {2(a3+1)+a2=1—> a, =—1-2a;
3a;+2a,ta; =1 az; = o3

Esta igualdad indica que existen infinitas CL
e Otra manera de resolver es por eliminacion de renglones

1 0 -1 |1 R, > R, — 2R, 1 0 -1 |1 , [0 -1 1
2 1 0 1| R pi_3p |01 2 |1 R3—>7012—1—>
32 1 11 3 3 Yo 2 4 I1-2 01 2 I-1
1 0 —1 |1 a,=1+a;
_ =1
R3 - R3 —_ R2 O 1 2 _1] N { aa-ll_ 2;;3: _1 N { afz = —1 — 2“3
0 0 _0 10 2 3 as € R

A partir del tercer renglon se concluye que el sistema tiene infinitas soluciones. Por lo tanto el vector
(1,1,1) se puede escribir como CL de los vectores dados y dicha combinacién no es Unica

Sia; = 0tendremos a; = 1y a, = —1. Por lo tanto para este valor de a3 tenemos

1(1,2,3) — 1(0,1,2) + 0(—1,0,1) = (1,1,1)
Otras elecciones para a5 producen otras maneras de escribir el vector (1,1,1) como combinacién
lineal de los vectores (1,2,3); (0,1,2); (=1,0,1)




Guias Teorico — Practicas de Ing. L.L. Rivero AGA

1
\O
€\e«% \
Determina si el vector (1, —2,3) puede expresarse como combinacion lineal de los vectores del
ejemplo 1
Solucién:

@1(1,2,3) + @,(0,1,2) + a5(—1,0,1) = (1,-2,3)

Luego de aplicar el producto de escalares por vectores, la suma entre vectores y la igualdad de
vectores en R® se obtiene el siguiente sistema

al_ a3=1 a1=a3+1
—){ 2a1+ a2=—2 —){ 2(a3+1)+a2=_2_) a2=—4—20(3
3a1+2a2+a3=3 3a3+3_8_4‘a3+a3=3_)_8¢0

Esta desigualdad indica que NO existe CL

e Otra manera de resolver es por eliminacion de renglones

1 0 -1 |1 R, R,—2R, [L 0 -1 |1 R, [L 0 -1 |1
2 1 0 (=2 PP opt |01 2 |=4] Ry-o— |01 2 |-1f-
3 2 1 13 3 3 Y1lo 2 4 1lo 01 2 lo
1 0 -1 |1
R3—>R3—R2k 1 2 |—1‘—>
0 0 I1)

A partir del tercer renglon se concluye que el sistema al ser incompatible, no tiene solucion. Asi que
el vector (1,-2,3) no puede expresarse como combinacion lineal de los vectores dados

En forma geométrica, podemos ver
que el vector u=2v—w , los
mismos son coplanares, entonces si
el wvector(1,-2,3) no es
combinacion lineal significa que
no es coplanar con los demas
vectores.

- !

10
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)
\O
€\®‘°Q
o [1 k L .1 0
Halla el valor de k para que la matriz M = [kz 1] sea combinacion lineal de la matrizA = [2 _1]
_[0 1
yo=[")
Solucion:

“1[% —01]+“2 —01 %]=[k12 lﬂ

Resolvemos la operacion entre matrices

[ a, az ] _ [1 k]
200 —a, —oaq+ 20,1 7 k2 1
Aplicamos el concepto de igualdad de matrices para obtener el siguiente sistema de ecuaciones

al = 1
. az = k
lineales
Zal - az = k2
—a, +2a,=1

Sustituyendo el valor de a, en la cuarta ecuacion despejamos a, = 1, reemplazando en la segunda
ecuacion obtenemos el valorde k =1
\Validacion

\_ o Rl e e P -

Observacion: un vector se puede escribir como combinacion lineal de manera Unica, de infinitas
maneras o0 de ninguna.

11
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CONJUNTO GENERADOR

DEFINICION se dice que los vectores ¥, ¥,, U3, ... ..... Uy generan el espacio vectorial V,
cuando todo vector de V puede expresarse como la combinacidn lineal de dichos vectores ¥ eV —
1_7) = 0(1171 + azﬁz + a3'l_7)3, FRRI 2 4% 'l_}n

ESPACIO GENERADO POR UN CONJUNTO DE VECTORES

DEFINICION El conjunto de todas las combinaciones lineales de los vectores v;, ¥,, Vs, ... ..... Uy,
se llama espacio generado por los vectores v, U, Us, ... ..... U, Y S representa por gen{v,, v, ... ¥, }
Si V = Gen{v,, v, ...V,} se dice que ¥y, Uy, Vs, ........ T, generan a V, y que {¥;, ¥, ...7U,} €s un

conjunto generador de V

Para obtener el espacio generado por un conjunto de vectores, se debe resolver el sistema de
ecuaciones que se obtiene de la combinacion lineal de los vectores propuestos, donde las incégnitas
son los escalares a4, a,, @3, ... ... ..... a,. Analizando la solucion del sistema, obtenemos el espacio
vectorial generado.

V= gen{‘l_}l, 1_52, 1_53, PP ﬁn} = {1_5 17 = alﬁl + afzﬁz + af3l_7>3, B 49} 1_7)71}

Por ejemplo:

1. gen{(1,0)} = {(x,y) ER*/y =0}
gen{(1,0); (0,1)} = R?
gen{(1,0,0); (0,1,0)} = {(x,v,z) € R®/ z = 0}

A N | B G PPy

gen{(1,t,t?)} =P, genera todos los polinomios de grado menor o igual a 2, ya que todo
polinomio se obtiene combinando linealmente los polinomios p; = 1,p, = t,p; = t2.
Por ejemplo: 1 + 2t — t? = 1p; + 2p, — 1p;

2 - -
9°_Defina el espacio generado por los vectores
o

o & wnN

e ¥, =(1,0,0) ¥, =(0,1,0) v; =(0,1,1)
Solucion: a,(1,0,0) + a,(0,1,0) + a5(0,1,1) = (x,y,z) —
dl =X
(2;,0,0) + (0,a,,0) + (0, a3, a3) = (x,y,2) - { a+ az =y
CZ3 =7Z
1 0 0 |x 1 0 O X
0 1 1 |[y|Rz—>R;—R,|0 1 0 |[z—y|SCD, esto indica que se genera todo el
0 0 1 'z 0 0 1 z
espacio

1 0 0 x
\Vz gen {(O); (1) ; (1)} = {(y) € R3} se lee el conjunto generado por los vectores /
0 0 1 z

genera todo R3

12
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Teorema: Si uno de los vectores vy, Uy, Us, ... ..... U, €S combinacion
lineal de los restantes, el generador permanece igual si se elimina ese IMPORTANTE
vector
«\9\&
13\ Calcula el gen{v,}
® 1_7)1 = (2'4)

20 =Xx

Solucion: a(2,4) = (x,y) - Qa,4a) = (x,y) - {405 =y

—>a=§ - y=2x
H=gen{24)}={(x,y) eR:iy =2x}

e Calculael gen{#,,v,}
=24 v,=(48)
Solucion: @ (2,4) + a;(4,8) = (x,5) - 2ay, 4 @) + (4az, 8az) = (x,y) -

{2a1+4a2=x
4a, +8a, =y

X R
resolviendo en forma matricial (Z g y) R, - 72(3 i

X
X)
2

X

2 4 Yy _ x) — SCI tiene solucion siy sélosi y = 2x

0 02
H = gen{(2,4);(48)} = {(x,y)eR?*:y = 2x}
Nota que v, es el escalado de v, de acuerdo al teorema si se elimina el vector ¥, el espacio
generado es el mismo

Rz—’Rz—R1(

e Calculael gen{v,,v,}siendo v; = (1,0) ; v, =(0,2)

Solucion: a4(1,0) + @,(0,2) = (x,y) = (a1,0) + (0,2a,) = (x,y) -
(ar2a) = )~ oo
a;,2a,) = (x,y 2a, =y

X a,=x
en forma matricial ((1) (2) y) - SCD {26{12 —y (¢, ya, € R?) -

V = gen{(1,0),(0,2)} = {(x,y)eR?}
¢QUE pasaria si se agregara un vector mas?

o U;=(100 v,=(02) vU3=(24)
Solucién: a,(1,0) + @,(0,2) + @3(2,4) = (x,y) = (a;,0) + (0,2a,) + (2a5,0) = (x,y) —

1 0 2

aq +2a3 =X L. X (1 0 2|x>
{ en forma matricial (0 5 4|y) R,_R,/2 0 1 2%

20, +4az =y

{ a, +2a; =x
a, +2a3 =y/2

V = gen{(1,0);(0,2); (2,4} = {(x, y)eR?}

- %

13
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Propiedad
Si {V;, Uy, VU3 ...V} < V — el conjunto de todas las combinaciones lineales de {7,
Uy, Vg, «e ... .. Uy JES UN SUbESPAcio de V.

CARACTERIZACION

En R?
o A={0} » H ={% = a0} = {0}
o A={u=+ 6} — H = {X = au} geométricamente es una recta que contiene al origen, cuyo
vector director es 1

e A={,v}- H = {X = a,u + a,v} geométricamente es una recta que contiene al origen, si
i / /¥, 0 caso contrario todo R?

EnR®
o A={0} » H={% = a0} ={0}
o A={u=+ 6} — H = {X = au} geométricamente es una recta que contiene al origen, cuyo

vector director es u
e A={(, 7} H = {¥ = a;ui + a,U} geométricamente es

— Una recta que contiene al origen, si 4 //¥

— Un plano que contiene al origen y es paralelo a ambos vectores

o A={(u,v,W}-> H ={X = a,u + a,¥ + az;w} geométricamente es
e unarecta que contiene al origen, siu //v//w

e un plano que contiene al origensi ¥ - (vx w) = 0

e Rsitl-(Bxw)=#0

CONJUNTO GENERADOR LINEALMENTE INDEPENDIENTE

Un conjunto de vectores se dice que es linealmente independiente, cuando ninguno de los vectores
que forman el conjunto puede expresarse como combinacion lineal de los otros. Eso indica que se
cumple:

Uy + ay¥, + azVs + ..+ apb, =0 Unicamente para a1, az, as, ....... an=0
Como consecuencia de esto, se puede demostrar que todo conjunto de vectores linealmente
independiente en R" contiene a lo mas “n” vectores.

Por el contrario, si uno de los vectores puede expresarse como combinacion lineal de los otros,
entonces conforman un conjunto de vectores linealmente dependiente

14
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CARACTERIZACION
En R?
o A={0} >LD
. A:{iZ;#B} - LI
o A={(W,v}>Siu=AV->LD
> Siu# Ao LI
o A={(@ B w}-Siu //B//WesLD

-Si U #v#wesLD

o A={0} >LD
o A={i#0} —LI
e A={U,v}->Siu=Av—> LD

- Sid# A LI
o A={,V,W}-o,siu //v//wWesLD
- u (¥ xw) = 0 son coplanares A es LD

> sii - (v xw) # 0 no son coplanares es LI

Teorema: Dado A= {¥,,¥,, V5 .... .} <V tal que A es LD <> 3 un vector ¥ de A que es
combinacion lineal de los restantes

Propiedades

A= {V,,0,,V3...7.} cR™ esLD < r>n (r nimero de vectores)

IMPORTANTE

A= (D, 0,,7;3...0,5,} < Ves LD

A= {131, 1})2, 1})3 k‘l})3, ﬁr} cV esLD

RELACION CON UN SITEMA HOMOGENEO DE ECUACIONES

Si consideramos en R? un sistema de dos vectores independientes, para que se cumpla
S S = . a; aj 0 a10y1 + Qa5 0
o,V +av:O,esdeCIra( )+a( )=()—>( )=()
1 2v2 1\ay; 1\ay; 0 Q1031 + Az0; 0
Por lo que tenemos el sistema
{alall + azalz = 0

en que sabemos que si tomamos como incdgnitas
a1a21 + azazz = 0

. ai1 diz - L
a, y a, Y el determinante |a a | # 0 la Unica solucion es a; = 0y @, = 0 y los dos vectores
21 22

seran linealmente independientes.

15
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Observacion: por lo tanto una ecuacion vectorial de este tipo

Olli_}l + azﬁz + agﬁg + b

..+ a,U,=0nos lleva a resolver un sistema homogéneo

Si dicho sistema es compatible determinado (solucidn trivial)entonces sera LI
Si es compatible indeterminado (solucién no trivial) entonces el conjunto de vectores es LD

Prueba si los vectores son LI o LD

e u=(-200) ; v=(-3,-10) ; w=(3,-9,-6)
Solucion:
-2 -3 3 0 —2¢; — 3¢, + 3¢3 0
o) al(G)a ()= (gt )-()-
0 0 -6 0 —6c3 0
{—ch — 3¢, +3¢c3=0

—Cy — 9C3 =0
_6C3 =0

despejando €3 = 0, haciendo sustitucion hacia atrasc, = 0y C; = 0. Los vectores son L1

Otra posibilidad es analizar si los vectores son 0 no coplanares

-2 -3 3
0 -1 —-9|=-12+0 - losvectoresno son coplanares
0 0 -6

C1 = €y = C3 =0 los vectores son linealmente independientes

=(-264) ; v=(-3,-12) ; Ww=(3,-9,-6)

Solucion: 4 = (=2,6,4) ; v =(-3,— ; w=1(3,-9,-6)
-2

(3 ()
4

Calculando el determinante de la matriz de coeficientes

Aplicando el Teorema si un vector es CL de los otros — LD haciendo la CL

o(5)=(3)-C)

R

1| — - 1= 75

2 21_2 R2—>R2 6k o 8|0 |7 . _g
R;>R;—4R, lo 14l o 2

3 -2 -3 3 3 -2 -3 3 0

5 6 |+0(—-1)=[-9]|~—- 3 6 |+0[—-1|—({-9]=1{0

4 2 —6 4 2 —6 0
Los vectores son LD

-2 -3 3
6 —1 —-9(=0 — losvectoresson coplanares — linealmente dependientes
4 2 -6

16
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Solucién: cl[l —1]+Cz [0 —3]=g g

—151 =3¢ _10 0 —C1_3cz]_0 07 .
4C1 ] [Cz ]— —[0 0 igualando las

] realizando la distributiva y sumando

5 ¢ 0 0 401+ ¢, ¢ +5¢,
componentes
1= 0
_C1—3C2=0—)C2=0 ]
4e,+ ¢y =0 las matrices son LI

\ c;+5¢=0 /

COMO DETERMINAR SI UN CONJUNTO GENERADOR ES LINEALMENTE
DEPENDIENTE O INDEPENDIENTE

Debemos resolver el sistema homogéneo que se obtiene de la combinacidn lineal de los vectores para
obtener el vector “cero”. Como la condicion para que sea LI es que ¢; = ¢, = ¢3= 0 dicho sistema
debe tener Unica solucion, es decir la trivial.

5
e 0 \
Verifica si son o no linealmente independientes los vectores

e u=(100) ; v=1(020) ; w=(003)
Solucién:

1 0 0 0 €1 0 c, =0
ci|0]+c|2])+cs|l0)=(0]>(2c2)=[0]-]2c; =0 > los vectores son LI
0 0 3 0 3¢3 0 3¢ =0

o Uu=(-264) ; v=(-3-12)

Solucion: ¥ = (-2,6,4) ; v=(-3,-12)

—2 —3 0 _2C1 - 3C2 0 _2C1 - 3C2 == 0
4 2 0 4C1 + 2C2 0 4’C1 + ZCZ = 0

R
-2 =30 RH_—l2 1 _go 1 _;0
Z ‘21 8 “R,>R,—6R |0 -4 g DRso R AR, g
R3 e R3 —_ 4R1 0 —4- 0 0
del 2do.renglon c, = 0; — haciendo sustitucion hacia atras
c; =0 - losvectoressonlLI
PROPUESTA

) i =(=2,-4) ; ¥=(36)
vi=[2 o=
8

c) U =2x%+4x+

e A M
13=—2x +x+1; WwW=x%+x

17
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RELACION ENTRE INDEPENDENCIA LINEAL Y CONJUNTO GENERADOR
Tres vectores en R® generan R3 si su determinante es distinto de cero.

Nota: *Si el det A = 0, siendo las columnas de A los vectores del conjunto generador, entonces estos
son LI ¢Por qué?

*Si det A = 0, los vectores no son coplanares, tres vectores de R® generan R®

*Sj det A = 0, dos vectores de R? generan R?

Puede generalizarse: [Todo conjunto de “n” vectores LI de R” generan R'|

/@ba si el conjunto es LIy si genera el espacio o un sub espacio de este \

e DepolinomiosP2: 1 —x;1+x;1+x?
Luego de plantear la combinacion lineal e igualar las componentes homdlogas

1 1 1 0 a,+c;+c3 0
ci|-1)+c, {1 )+C310|=(0]— —C; +C; =(0|—
0 0 1 0 C3 0

C2+C2=0_)C2=0
haciendo susitucion hacia atras{ ¢; =¢; > ¢; =0

C3 = 0
1 1 1
—1 1 0|#0 ¢4 =c, =c3 =0Ilosvectores son linealmente independientes
0 0 1

Para saber que espacio o subespacio generan se hace la combinacién lineal con (ao, a1, a2)

1 1 1 Ao Cp+c+c3 Qg
C1 -1+ Cy 1]+ 3|0 = a | - —C1 +C; =\
0 0 1 a; C3 a;

11 1 a
1 1 1 % 1 1 1 |49 ; P
1 1 0 |a1|R, >R, +R, |0 2 1 |&1+ay|R,>=|0 1 = 12 0
0 0 1 la 00 1 la 0o 1l 4

aAng — a

Rl - R1 - R3 1 0 a1+0a0 2612

) _a

I 2 2

Ry =Ry =3 Rs | .

Se generan todos los polinomios de P>

o %
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TRABAJO PRACTICO COMBINACION LINEAL, ESPACIO GENERADO,
DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL

Define que es Combinacién Lineal.

1. (Esel vector (—1,5) combinacion lineal de los vectores (1,1) y (—2,2)

2. Encaso de ser posible expresa el vector (1, —2,2) como combinacidn lineal de los vectores (1,2,3);
0,1,2)y (—1,0,1)

3. Determina si la matriz [_1 9 3

0 -l

-3 2 S .
3 8] puede expresarse como combinacion lineal de las matrices

=]

4. Determina si el polinomio P(x) = 2x2 + 3x + 3 se puede escribir como CL de los polinomios
{x+1; x>+ 1,7}

5. Determina si el polinomio P(x) = 5x?+ x + 1 se puede escribir como CL de los polinomios
{2x?> +5;3x +2,5x2 + x + 1}

1 0] ~_[0 O

L 0] C=11 1

combinaciones lineales de A, B y C que den como resultado la matriz nula de Moy,

7. Dado el conjunto de vectores del EVR indicado, comprueba si los vectores 1 y v se pueden

6. Considera las matrices Az[(l) (1)],3 ] Determina todas las

-1\ (1 0 -1

expresar como combinacion lineal de dicho conjunto. 5.1) {(3 J’(Z]}dERZ'V:[J u 2(8 J
2 L))o () -3
-1)(3/)12 1 2

~1) (2) (1 0 0 N1 o 1

5.3) 1 ||o||1]fdeR®,v=[2| u=|1]|5a4 2 [la|lder3 v=|3 ‘u=|4

o )1/l 1 2 4 Jle -2 6

8. Una empresa de articulos deportivos tiene dos fabricas, y en cada una se ensamblan bicicletas de

montafia fabricadas en aluminio y titanio. La primera planta produce 150 bicicletas de aluminio
y 15 de titanio por dia, la segunda, 220 y 20, respectivamente. Si 1 = (150) ;U= (220),

15 20
calcula e interpreta el significado de las siguientes combinaciones:
a)u+v b) v-u c)10u d) aui + U e)10u
9. ¢Cuantos dias debe trabajar cada fabrica para que la empresa entregue 2600 bicicletas de
aluminio y 250 de titanio?
a 1 1 0
10. Demuestra que cualquier vector de R3 <b> es una combinacion lineal de <1> ; ( 0 >; (—1)
c 1 -1 1
k 0 1
11. Calcula el o los valores de k tales que ( 2 ) sea una combinacion lineal de (2) y (0)
—2k 1 k

12. ;Para qué valores de k el vector (1,2,3) es una combinacion lineal de los vectores (1,1,0); (0,01)
(1,2,k)?

13. Halla los valores de k para los cuales el vecotr % es combinacidn lineal del conjunto A
a) u=(kk?) A={(1,-1)(-11D}

19
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b) Uz[klz Iﬂ AZ{G —01)'(—01 ;)}

14. Define que se entiende por Espacio Generado y Conjunto Generador

15. Define los espacios vectoriales generados por la combinacion lineal de los vectores.
Nota: en todos los casos debes primero hacer la combinacion lineal
a) v; =(1,0,0) v, = (0,1,0)
b) v, = (1,0,0) v, = (0,1,0) 73 = (1,1,0)
c) Los polinomios x°, xt, x2, 4x?
1
0 y [0 0]

d) Las matrices [0 oYl 1

16. (Estéa el vector (2,3) en Gen{(;); (g)}’> Demuestra que el conjunto dado genera todo R>
17. Demuestra que Gen{Z, J} = R?

18. (Estéa el vector (2,0) en Gen{(%)}? Demuestra que el conjunto dado no genera todo R»
19. Determina Gen{i; E} en R (se lee: determina el espacio generado por los versores i; k)

20. Determina si el conjunto dado genera el espacio vectorial indicado y en caso negativo indicar
si genera algun sub espacio de V

1)(3 1\ (-1 (5
a) EnR?, ,
2)\4 e) EnR¥4|2||2 ||2
1 3)13 3
b) EnR?
"2 f) EnP3, {x*—2x+3,x% +4x|
, |1 2\ (2 1 0 0|5 0 O
C) EnR’ 1’ l ! 2 g) En M3X3| —1 O O, 0 4 0
d) EnM 2, 5 3 2|2 3 -1
1 0][3 0][1 3]0 1 h) EnP? l—x3-x%,x|
-4 5[|-4 2[|-2 5|1 -1 1 0 0\(0 1 O
|) EnM2x3, ’
0 0 0)lO 0 O

21. Muestra que dos polinomios no pueden generar a P2

22. Sean U = (_31) U= (_02) W= (g) Z= (_93)

a. cestdw en el espacio generado Gen{u, v'},? e.¢ esta v en el Gen{u; w}
b. ¢ estdau enel Gen{v; w}

c. ¢ estd Zenel Gen{u}

d. .;estd Z en el Gen{v; w}

23. a. ¢es cierto que el Gen{u, v} =R??
a) ¢Es verdad que el Gen{u, w} = R??
b) ¢Es verdad que el Gen{u, Z} = Gen{v, w}?
c) Compare el el Gen{u} con el Gen{z}
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d) ¢Cual es el Gen{u, v, w}?
e) ¢(Cual es el Gen{u, w, Z}?
f) ¢Cual es el Gen{u, v, w}?

— > —— —>

g) ¢Cudl esel Gen{w, v,w,z, }?

-1 2 1 -1 -2
24.Sean x=| 3 | :#=(=3]|:5=(0); =0 |;u=[ 0
1 0 0 4 8

— > >

a) ¢ Cestaenel Gen{x, 7, 5}?

b) ¢ testaenel Gen{x,#}?

c) ¢Cestaenel Gen{7 5}?

d) Demuestra que el Gen{x, 7, §}= R®
e) Demuestra que el Gen{x; 7, t}= R®
f) Determina el Gen{x, 7'}

g) Determina el Gen{w;, t}

25. Supdngase lo siguiente: que si v= (X1,Y1,21) Y U= (X2,y2,22) estan en R3. Muestre que si V=o'V

entonces gen{ V1, V2}es una recta que pasa por el origen.

26. Proponga un conjunto de vectores que genere los EVR indicados y luego verifique lo propuesto

h) Todos polinomios de tercer grado.

i) El conjunto de matrices diagonales de 2x2.
j) Elconjunto de vectores en R?.

k) El conjunto de vectores en R®.

27. Verificar si son o no linealmente independientes los vectores:

a) u = (0,0)

b) u=(25) ; v=1(000)

c) u=(0,3) ; v=(26)

d ©u=(25) ; v=(-31)

e) u=(2,5) ; v=(-31) ;w=(10)

) u=(Q13) ; v=(2,6);w=(10)

9) u=(0,0,0)

hy ©u=(1,04) ; v=(3-12)

i) ©u=(-264) ; v=(-132)

) u=(@1.23) ; v=(10,-2) ; w=(-102)
k) ©=(1,00) ; v=(010) ; w=(00,1)

) ©=(100) ; v=(010) ; w=(00,1); w=(30-1);

28. En el item j el conjunto de vectores es LD, pero (1,2,3) no puede expresarse como una

combinacion lineal de (1,0,-2) y (-1,0,2). ¢Esto no contradice el teorema?
29. Prueba si el conjunto es LI y si genera el espacio o un sub espacio de este

a) De polinomios P2: (1—-x;1+x; 1+ x?)

21
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b) u=2x2+4x+8 ;v =-2x>+x+1

s PR B P I R P
o a=z 3= 7)W=
1

2 [(1) _61] : [_31 (1)] ;[—11 %] "(1) ol

30. Sea A = {u, v } un conjunto linealmente independiente. Demuestra que el conjunto
{u + ¥,u — ¥} es linealmente independiente.

31. Determina los valores de ke R para los cuales los siguientes conjuntos de vectores son
linealmente independientes:

- {(1.k).(2.3)}

. {(1+k,1- K),(1-k, 1+k)}

. {(1,2,2),(2,1,1),(3,3,k)}

. {(1,1,2),(k,k,0),(1,0,k)}

o}

o O T

32. Determina k para que el siguiente conjunto de polinomios {x? + x + 1, kx? + k x , x? + k } sea
linealmente independiente.

33. Encuentre condiciones sobre a, b, ¢ y d en R de modo que: A = {(a,b), (c,d)}sea LD.
34. Sea A = {u, v, w } tres vectores cualesquiera de un espacio vectorial. Determina si el conjunto
de vectores {v — u, W — v,u — w} es linealmente independiente o linealmente dependiente.

35. Encuentre condiciones sobre a, 8 para que A = {(1,5,0), (0,1, o), (2,1,1)}sea LI

36. De acuerdo a lo realizado en el ejercicio 22, analiza en cada caso la validez de las siguientes
afirmaciones. En caso de ser falsas da un contraejemplo.
a) Siu es vector no nulo de R?, entonces {u } es L. D.
b) Si i , ¥ son vectores no nulos de R?, entonces {# , v } es L. D.
¢) Siu = kv son vectores no nulos de R?, entonces {u , ¥ } es L. D.
d) Siu, vy w son vectores no nulos de R?, entonces {u , ¥, w}es L. D.
e) Siu,vyw son vectores no nulos de R®, entonces {1, ¥, i x ¥ }es L. I,
f) Siu, v son vectores no nulosde R®y # . =0, entonces {u , v} es L. D.

37. a. ¢es cierto que el Gen{w, v} = R*?

[) ¢(Es verdad que el Gen{w, w} = R?? 0) ¢Cuél es el Gen{w, v, w}?

m)¢Es verdad que el Gen{w, Z} = p) ¢Cudl es el Gen{u, w, Z}?
Gen{v, w}? q) ¢Cuél es el Gen{w, v, w}?

n) Compare el el Gen{u} con el Gen{Z} r) ¢Cual es el Gen{u, v,w, z, }?

38. Supongase lo siguiente: que si v= (X1,y1,21) Y U= (X2,Y2,22) estan en R3. Muestre que si V=aV1
entonces gen{ V1, V2}es una recta que pasa por el origen.

22
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39. Proponga un conjunto de vectores que genere los EVR indicados y luego verifique lo propuesto

s) Todos polinomios de tercer grado.

t) El conjunto de matrices diagonales de 2x2.
u) El conjunto de vectores en R?.

v) Elconjunto de vectores en R®,
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