Guias Teorico — Practicas de LLR AGA

VECTORES GEOMETRICOS

Definimos vectores como un conjunto ordenado de ndmeros que pueden escribirse en forma
horizontal o vertical. Aqui trabajaremos con una aplicacién de los vectores en el campo geométrico,
que son usados ademas en la fisica en conceptos como los de fuerza, velocidad, trabajo, etc.

CONCEPTO DE VECTOR GEOMETRICO

-

Definicion: Llamamos vector o segmento orientado, a todo segmento en el que se D

establecido un orden AB para sus extremos, se suele decir también que un vector es
un par ordenado de nimeros reales. Al primer punto extremo lo denominamos punto
inicial, y al segundo punto extremo, punto final del mismo. La recta que contiene al
vector determina la direccidn del mismo. Un vector queda determinado si se conoce
su modulo, es decir la distancia entre los puntos extremos y su direccidn, por lo tanto
un vector es un ente matematico que se caracteriza por tener modulo y direccion

- J

Notacion: Los vectores se indicaran con una letra mindscula con una flecha arriba o también, con el
nombre del punto inicial y final (Fig. 1)

Ejemplo: ¥ = 4B

Fig. 1
MODULO DE UN VECTOR: Se llama médulo de un vector a la B
longitud del segmento orientado que lo define. Es siempre un Punto Final
ndmero positivo. Dado el vector ¥, el médulo se representa por
cualquiera de las siguientes maneras: |E| 7| A

Punto Inicial

CLASIFICACION DE VECTORES los vectores podemos
clasificarlos en:

v Vectores libres no estan aplicados en ningun punto en particular
v Vectores fijos estan aplicados en un punto particular

Segun su direccion y médulo:

v" modulo igual a cero vectores nulos
modulo igual a uno vectores unitarios
el mismo mddulo y sentido contrario vectores opuestos
el mismo modulo y la misma direccion vectores equivalentes
direcciones perpendiculares vectores perpendiculares
direcciones paralelas vectores paralelos
estan contenidos en un mismo plano vectores coplanares
estan contenidos en una misma recta vectores colineales
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VECTORES EN R? El conjunto de todos los puntos en el plano corresponde al conjunto de todos
los vectores cuyos puntos iniciales se encuentran en el origen de coordenadas O. Para el punto A,

corresponde el vector i= OA, para el punto C, el vector v’ = OC , estos vectores se conocen con el
nombre de vectores estandar.

Observacion: en esta situacion las coordenadas del punto coinciden con las componentes del vector

Fig. 2

= 0A= (32) 3y 2 son las
1 componentes del vector y las
A=(3,2) coordenadas del punto A Fig. 2

\ Se dice que el vector 0A,0C,0D
w son vectores posicion o vectores
11 en posicion estandar

Si dos segmentos de recta dirigidos AB y CD tienen la misma
magnitud y direccion se dice que son equivalentes.

(fig.3), sin importar donde se localice el origen. Lo dicho
anteriormente corresponde a vectores libres. 4

Representante _——>

Cuando consideramos un vector, designdndolo por los
puntos origen y extremo, en realidad estamos

Fig. 3

considerando un representante del mismo. Hay infinitos
otros puntos que definen representantes del mismo vector,
ya que debemos tener en cuenta que consideramos
vectores libres. Fig 3

v [ )

Si OB = OA + AB entonces AB = OB — OA
B

Como los vectores se encuentran en posicion estandar
coinciden con las coordenadas de los puntos -
OB =B y 0A=A

O -

X

Fig. 4
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Podemos decir entonces que el vector
AB = coordenadas del punto final (B) — coordenadas del punto incial (A)

En la fig. 3 tenemos los puntos A (2,3) y B (4,5) por lo tanto el vector AB que registra el
desplazamiento desde A (punto Inicial) hasta B (punto final), es precisamente la diferencia de las
respectivas coordenadas de los puntos

AB=B-A=(45-023)=04-2,5-3)=(2;2)

De manera similar, C(—2,1) y D(0,3) - CD = [0 — (=2); 3 — 1] = (2;2) Y entonces AByCD
son equivalentes.

COMPONENTES DE UN VECTOR

Dados los puntos P1(x1, y1) ¥ P2(x2, ¥2), las componentes del vector v = P, P, definido por dichos
puntos, serén las proyecciones del vector sobre los ejes coordenados Fig. 5

¥ = P,P, = (v, 1) donde
v, = X, — X, Proyeccion sobre el eje x v

v, =y, — y; Proyeccion sobre el eje y

T T2

Fig. 5

Observacion: no debe confundirse coordenadas de un punto con componentes de un vector,
especialmente cuando se toma el representante en el origen.

MODULO DE UN VECTOR

Consideremos el vector ¥ = (v, v),) el médulo o longitud de v, sera la raiz cuadrada de la suma de
2 — 2 2
los cuadrados de las componentes del vector || = \/vZ + v?

KDados P;(2,1) y P2 (—3,5), encontrar un vector ¥ =P,P, Yy hallar su médulo |7 )
Solucién:

vV =PP,=(P,—P)=(-35-(21)=(-3-25-1) = (-54)

3] = (=5)2 + 42 = V41

*Sea el vector @ = QP , donde Q (6, —5) es el origen del
vector d = (—5,4) ¢(Cuédl es el extremo de ese
representante? Ayuda P(x,, y,)

Solucion:
Ay = Xz — X1 -5=x,—-6 - x,=1

Q(s,-5)

ay, = y2—Y1 4 =y, +5 - y,=-1

N Y
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1.7 El representante de b en el origen tiene por extremo al punto M (=5, 4) ¢Cuéles son las
componentes del vector b?

2.'YDado a = (3,—3)

2.1 Si P (=3, 2) es el origen del representante, hallar el otro extremo
2.2 Hallar el origen del representante, cuyo extremo es Q (2, —5)

2.3 Hallar componentes de —d

VECTOR UNITARIO O VERSOR

Es un vector en la misma direccién de ¥, pero de médulo uno y se obtiene dividiendo ¥ por su médulo
1.

N4
Il
§¢| <

éEs unitario el vector v = (1, —1)? \
**Halla un vector unitario en la direccion de v

Solucion:

*NO, porque sumédulonoes1 |B] = /12 + (=1)2 =2

.1 , 5 112 1
*x 1l = —(1,—1) porque si sacamos el || = (—) + (— —) =1

\_ V2

VERSORES EN EL PLANO

J

Son los vectores i = (1,0) ; j = (0,1); tomando sus representantes en el origen, estos vectores
tienen direcciones coincidentes con las direcciones de los ejes x e y respectivamente.

Todo vector de R? es una combinacion lineal de los versores 1, j

Sea ¥ = (x,y) se tiene entonces

(x, 0) + (0! }’) //:
v =x(1,0) + y(0,1) ' o/

G=xi +y] o

VECTORES UNITARIOS CON UNA DIRECCION DADA

v

Dado # # 0 para hallar un vector unitario (i) que tenga igual direccion que ¥ basta hallar un escalar
A>0talque = Avy|Av| =1

- - - 1 - - -
Como |[Av| = |A]|v], entonces [Av]| =1 & |A]| = = por lo tanto un vector unitario es el cociente

entre el vector y su modulo:

1
u=-—="v
|71
. 0 1 o - g -y =
Observaciones: si A = — = se obtiene —v (versor con direccion opuesta a la de v)
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(Dados A(1,2) y B(5,5) halla un vector de médulo 1,

Solucion:
AB=(55-1,5-2)=(4,3)
|4B| = Va7 +3%2 =5 azlj_%l:g(zr,s)

* Halla un vector de modulo 3 y en la misma
direccion de AB.

—

AB _

y ~ 3
W—3.|ﬁ|—3.u—5(4,3)

que tenga la misma direccion que

A ector unitario

W,
vector de mddulo 3

)

B

Verificacion || = (15—2)2 + (3)2 =3

\_

=)
[
w
.
o

-1

ANGULOS DIRECTORES

Dado un vector no nulo 7, se llaman angulos directores de v, a los angulos o, p gue forma v con los
versores i, J respectivamente. Los angulos directores son mayores que 0° y menores que 180°

Se llaman cosenos directores de ¥, a los cosenos de sus angulos

directores:
Uy

|9l

17|
¢Comoes v sio=0?,;Sia=mn?
¢ComoesvsiB=0?,;Sip=mn?

cosa = cospf =

Vy

Observaciones: Los angulos (o los cosenos) directores de un vector; determinan analiticamente la
direccion del mismo. También se puede utilizar la funcién trigonométrica de la tangente

OPERACIONES

Suma o diferencia: se realiza componente a componente. Sea i = (u;u,) Y ¥ = (v4; v,) entonces

la suma o diferencia de 1 + ¥ es el vector

-

Siu=11)yv=(-22)
Entonces w =4 + v = (—1,3)
Utilizando el método del paralelogramo.

Si la diagonal principal representa la suma,
¢ qué representa la contradiagonal?

~
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'Y Dados los vectores a = (1,2), b= 4,-3) y d = (=2,1). Hallar escalares o y B tales que:
d = ad + Bb

Observacion: Debes plantear la igualdad en términos de las componentes y resolver el sistema de
ecuaciones obtenido al igualar las respectivas componentes. Se dice que d es combinacién lineal de

los vectores d y b.

/ Sean A(4,2) ; B(2,4) y C(-2,4).

Entonces OC = OA + AB + BC—
0C = (4,2) + (=2,2) + (—4,0) =
0C = (—2,4)

EL VECTOR RESULTANTE VA
DESDE EL ORIGEN DEL PRIMER
VECTOR HASTA EL EXTREMO DEL

k ULTIMO VECTOR 2 /

MULTIPLICACION POR ESCALARES

El escalamiento de un vector, se logra multiplicando cada componente del vector por un numero

A € R (se lee lambda perteneciente a los reales)

Dado@ # 0 y A € R, el producto de Av tiene:
e lamisma direccién de ¥, siA > 0
e ladireccion opuestasi A < 0
e elvectornulosiA=10

@ﬁ = (1,2) entonces si se multiplica a ¥ por un escalar A: N \

e Si0<A<1 vsecomprimew

e sSiA> 1sedilatau

e siA < 0cambia de sentido Z = 7° s

El médulo de A ¥ es el médulo de v multiplicado por el
valor absoluto de A

Kseaﬁ = (vl, 1.72) }\1-7) = O\Ul,lvz) - IA'I-])I = IA”"-])I /

'Y Si se aplican dos operaciones consecutivas al vector (—1,3) en R?, primero se lo multiplica por un
escalar fijo y luego se le suma un vector fijo, ¢es posible llegar al vector w = (2,3)

10



Guias Teorico — Practicas de LLR AGA

CONDICION DE PARALELISMO ENTRE DOS VECTORES

Propiedad: dos vectores no nulos 1 y ¥ son paralelos si y s6lo si existe un nimero real A # 0 tal que
U=2Av.

Dos vectores son paralelos cuando tienen igual direccion o direcciones opuestas (se dice también que
son colineales porque estan sobre la misma linea)

PRODUCTO ESCALAR O PUNTO

Las versiones vectoriales de longitud, distancia y angulo pueden describirse a través del empleo de
la nocién del producto escalar de dos vectores

Dados @ y b no nulos, se define producto escalar de @ con b al nimero real:

a.b = I&I|E| cos @**

Por extension, si uno de los vectores es nulo, decimos que el producto escalar es cero.

Observacion: ** se obtiene aplicado la Ley de los cosenos Grossman Cap. IV pag. 248 7ma. Ed.

PRODUCTO ESCALAR EN FUNCION DE LAS COMPONENTES DE LOS VECTORES

Teniendo en cuenta que i Yy j son unitarios y que el angulo que forman dos cualquiera de ellos es g

reemplazando en ** podemos observar lo siguiente
U.j=1il|j] cos902 - [.j=1.1.0=0
El producto escalar de un vector por si mismo sera:

i.0i=1i||i| cos02=1 T.J=1jl1jlcos02 =1

Expresando d - b en funcién de las componentes canénicas

(1) Harbr P tarbGD + az. b, (1))
G.b=ay.by.(V.0) + ay.by. (J.))

—

a.b=a,.b;+ a,. b,

Importante para realizar el producto en primer lugar a y b deben tener igual cantidad de
componentes y en segundo lugar el producto escalar de dos vectores es un ndmero no otro vector,
por eso se denomina producto escalar

/" Dadosd = (1,2) , b = (4,—3) &= (0,—5) realizar el producto escalar )
@b =(12)(4-3)=1-4+42-(=3)=-2
a.c=(12)-(0,-5)=1-0+2(-5)=-10

¢El producto escalar de tres vectores sera un también un escalar?

11
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ANGULO ENTRE DOS VECTORES

A partir del producto escalar se puede calcular el angulo entre dos vectores no nulos @ y b cuyos
origenes coinciden
a-b
|l - |b]
*Si @ y b tienen la misma direccion, o sea son coincidentes, se considera 6 = 0°
*Si tienen direccidn opuesta, se considera 6 == 180°
* En ambos casos ¢coémo serian los vectores a y b ?
VECTORES ORTOGONALES Dos vectores no nulos, @ y b son
s

ortogonales si el &ngulo 6 que forman es 6 = > = 90° y por lo tanto se cumple

[ a.b=0 ]

Si @y b son ortogonales = 6 = = por lo tanto d.b = |d||b| cos G) = 0 ya que cos G) =0

cos O =

Demostracion:

Q
Sl

Sid.h=0=cosf = =0 =>9=arccos(0)=§

)

(*Decidir silos vectores a = (—1,2 )y b= (6,3 ) son ortogonales. \

Ql

i.b= (-1,2)-(6,3)=(—1).6+ 2.3 =0 por lo tanto son ortogonales.

*Determinar el valor de x, para que los vectores @ = (x,5 ) Yy b= (3,—3) sean
ortogonales

\&.B=(x,5).(3,—3)=x.3—5.3=0 > x =5-5d=(55) Y,

PROYECCION ESCALAR Dados dos vectores no nulos a7y b, la proyeccion escalar o
componente escalar de b sobre d se define como el producto del moédulo de b por el coseno del angulo
6 que forman d y b.

proyal_a) =b = |B|.cos€

Como
a.b
cos 0 = ——
ldl|b|
entonces la proyeccion de b sobre d sera
proyab =1{b} I

: a o N - > .
Siendo a = (versor con la direccién de a ), implica que la proyeccion escalar de b sobre a

proyaB: b.d

Se suele tambien decir proy z b,0“la componente de b en la direccion de d@
12
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Sio <9 <= Sig="=C SiZ<9 <
2 2 2

b

—

b” = proyab

proyag >0 proy55=0 proyag <0
. b>0 d.b=0 d.b<0

'Y Prueba que las proyecciones de a = (ax, ay) en las direcciones de 7,j son las componentes del

vector a

PROYECCION VECTORIAL
La proyeccion vectorial del vector b sobre el vector d es un vector que es multiplo escalar del vector

a y lo indicamos proy z b

Y]
Q

Q

J
!
ﬁ
S
<
Ql
S
Il

v Laproy ;b esta en la misma direccion queel vectord si0 < 6 < g

v Laproyzb estaen direccion opuestaal vector @ si 6 > g

13
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ﬁados u=(3,-1)y v=(2,2),calculay grafica:
a) La proyeccion escalar de v sobre i

b) La proyeccion vectorial de ¥ sobre u

c) Grafica ambas proyecciones

d) La proyeccion escalar de u sobre el vector v Y’

e) La proyeccion vectorial de u sobre el vector v Y’

f) Grafica ambas proyecciones ‘Y

g) Esindistinto proyy v que proyzu Y

Solucion:
> (22)-3-1) _ 6-2
8) ProyavV = meen < T
4
TO0Y3 VUV = —
proys —

(2,2) '(3!_1) . ( _1 )
(yaZrcm)

Y ¢Cual es el vector proy b cuando ay b son perpendiculares?
Dibuja un par de vectores ay b de modo que laproy b resulte:
a) de igual direccion que b

b) de distinta direccion que b

(Los temas tratados estan ampliamente desarrollados en el libro Grossman 7ma Edicién -Capitulo 4

Vectores en R? y R, se recomienda su lectura y estudio)

14
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TRABAJO PRACTICO: VECTORES EN R?
1. Dados los puntos P(3,0); Q(2,3); R(—2,3); S(3,—2);T(0,—2) encuentra:
a) el vector en posicion estindar % = OP; ¥ = 00; w = OR; § = 0S ;T = OT. ;Qué
tienen en comun el vector en posicion estdndar y las coordenadas de los puntos?
b) escribe estos vectores como una combinacion lineal de los versores i, j
c) la magnitud o médulo de |u|, |7, |w|, |S]
d) la direccion de cada uno de los vectores (0 sea en que cuadrante se encuentran)
e) un vector en la misma direccion de cada uno de ellos, pero de mddulo 1 (vector unitario)
f) grafica cada uno de estos y sus respectivos vectores unitarios
g) calcula y representa graficamente ¥ + ¥, d — v
h) ¢qué efecto geométrico tiene cambiarle el signo a la primera coordenada de cada vector?
i) ¢qué efecto geométrico tiene cambiarle el signo a la segunda coordenada de cada vector?
J) ¢qué efecto geométrico produce multiplicar a cada vector por —1?

2. Dibuja los vectores hallados en el item 1.a con sus puntos iniciales situados en el punto
(—2,5), determina los puntos finales

3. Si los vectores en el ejercicio 1 se trasladan de modo que sus extremos finales se ubiquen
en el punto (5,7); determina los puntos que correspondan a sus puntos iniciales
4. Dados los vectores 1 y v (ejercicio 1) dibuja los siguientes vectores:
j=1u+33 [=4-% p=v-24 G=0-%1u
5. Calcula el producto escalar e indica si son ortogonales o paralelos
u.t w.s @U+7v)-w Gv)-s§
6. Dados los siguientes puntos A(1, —1), B(4, 2); C(0, —2), D(2, —1). Calcula y comprueba
que la resultante esta en funcion del origen del primer vector y el extremo del ultimo

a) AB+BC b)AB—CB c) AB+BC+CD d) AB—BC+BA e) AB+ (BC — DC)

7. Dados los puntos A(4,2), B(10,5), C(2,6) y D(x,9), se pide:

a) Calcula x para que AB y CD sean paralelos.
b) Calcula x para que BC y DA tengan el mismo modulo.

8. Dados los vectores i = (x,5) y v = (8,4), (Qué valor debe tomar x para que: a) sean
paralelos. b) sean perpendiculares .c) verifiquen que u-v = 42

9. Demuestra que no hay vectores d y b, tales que el médulo de d sea igual a 1, el médulo de
|b|=2yd-b=3

10.  Dados los puntos A4 (2,6); B(4,8); €(3,2) y D(7,1), se pide:
a) Calcula el angulo que forman los vectores AB y CD

15
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b) Calcula el angulo que forman los vectores AB+CD y AB — CD

11. a)Siu=—-i+5j yv =ki+j,elangulo entre dichos vectores es n/3, determina k.
b) Sii=3i—j yv=i+kj, ny¥,sonperpendiculares, determina k
c) Siu=ki—jy v=2i+kj, determinak, si 1 y ¥ son paralelos

12.  Mas de lo mismo, comprueba si aprendiste
En la siguiente figura encuentra el vector y sus opuestos
a. AB, CG,AE,FG, AG, AF,GD
b. Escribelos en forma canonica
c. Calcula el modulo de ellos
d. Escribe un vector unitario en la direccion de AB, GD y FG

e. Ahoraescribe un vector de moédulo 2 con la direccion de los vectores del item d. Grafica

f. Realiza los siguientes productos escalares: AB - AF, AE - GF ¢Qué te da como
resultado multiplicar dos vectores? ;Y si multiplicaras escalarmente 3 vectores?

g. Utilizando la definicion de producto escalar halla los angulos entre AB y AF

h. Propo6n un vector paralelo a AG, con origen en el punto B, ¢es Unico?

i.  Encuentra la proyeccién escalar y vectorial de por lo menos tres vectores sobre los ejes
coordenados ¢a qué conclusion puedes llegar?

J.  Calcula las siguientes proyecciones escalares y vectoriales
Proyﬁﬁ , ProyﬁA—)B, Proyﬁﬁ)

16



