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VECTORES GEOMETRICOS

Definimos vectores como un conjunto ordenado de ndmeros que pueden escribirse en forma
horizontal o vertical. Aqui trabajaremos con una aplicacién de los vectores en el campo geométrico,
que son usados ademas en la fisica en conceptos como los de fuerza, velocidad, trabajo, etc.

CONCEPTO DE VECTOR GEOMETRICO

-

Definicion: Llamamos vector o segmento orientado, a todo segmento en el que se D

establecido un orden AB para sus extremos, se suele decir también que un vector es
un par ordenado de nimeros reales. Al primer punto extremo lo denominamos punto
inicial, y al segundo punto extremo, punto final del mismo. La recta que contiene al
vector determina la direccidn del mismo. Un vector queda determinado si se conoce
su modulo, es decir la distancia entre los puntos extremos y su direccidn, por lo tanto
un vector es un ente matematico que se caracteriza por tener modulo y direccion

- J

Notacion: Los vectores se indicaran con una letra mindscula con una flecha arriba o también, con el
nombre del punto inicial y final (Fig. 1)

Ejemplo: ¥ = 4B

Fig. 1
MODULO DE UN VECTOR: Se llama médulo de un vector a la B
longitud del segmento orientado que lo define. Es siempre un Punto Final
ndmero positivo. Dado el vector ¥, el médulo se representa por
cualquiera de las siguientes maneras: |E| 7| A

Punto Inicial

CLASIFICACION DE VECTORES los vectores podemos
clasificarlos en:

v Vectores libres no estan aplicados en ningun punto en particular
v Vectores fijos estan aplicados en un punto particular

Segun su direccion y médulo:

v" modulo igual a cero vectores nulos
modulo igual a uno vectores unitarios
el mismo mddulo y sentido contrario vectores opuestos
el mismo modulo y la misma direccion vectores equivalentes
direcciones perpendiculares vectores perpendiculares
direcciones paralelas vectores paralelos
estan contenidos en un mismo plano vectores coplanares
estan contenidos en una misma recta vectores colineales

AN NI NI N VNN
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VECTORES EN R? El conjunto de todos los puntos en el plano corresponde al conjunto de todos
los vectores cuyos puntos iniciales se encuentran en el origen de coordenadas O. Para el punto A,

corresponde el vector i= OA, para el punto C, el vector v’ = OC , estos vectores se conocen con el
nombre de vectores estandar.

Observacion: en esta situacion las coordenadas del punto coinciden con las componentes del vector

Fig. 2

= 0A= (32) 3y 2 son las
1 componentes del vector y las
A=(3,2) coordenadas del punto A Fig. 2

\ Se dice que el vector 0A,0C,0D
w son vectores posicion o vectores
11 en posicion estandar

Si dos segmentos de recta dirigidos AB y CD tienen la misma
magnitud y direccion se dice que son equivalentes.

(fig.3), sin importar donde se localice el origen. Lo dicho
anteriormente corresponde a vectores libres. 4

Representante _——>

Cuando consideramos un vector, designdndolo por los
puntos origen y extremo, en realidad estamos

Fig. 3

considerando un representante del mismo. Hay infinitos
otros puntos que definen representantes del mismo vector,
ya que debemos tener en cuenta que consideramos
vectores libres. Fig 3

v [ )

Si OB = OA + AB entonces AB = OB — OA
B

Como los vectores se encuentran en posicion estandar
coinciden con las coordenadas de los puntos -
OB =B y 0A=A

O -

X

Fig. 4
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Podemos decir entonces que el vector
AB = coordenadas del punto final (B) — coordenadas del punto incial (A)

En la fig. 3 tenemos los puntos A (2,3) y B (4,5) por lo tanto el vector AB que registra el
desplazamiento desde A (punto Inicial) hasta B (punto final), es precisamente la diferencia de las
respectivas coordenadas de los puntos

AB=B-A=(45-023)=04-2,5-3)=(2;2)

De manera similar, C(—2,1) y D(0,3) - CD = [0 — (=2); 3 — 1] = (2;2) Y entonces AByCD
son equivalentes.

COMPONENTES DE UN VECTOR

Dados los puntos P1(x1, y1) ¥ P2(x2, ¥2), las componentes del vector v = P, P, definido por dichos
puntos, serén las proyecciones del vector sobre los ejes coordenados Fig. 5

¥ = P,P, = (v, 1) donde
v, = X, — X, Proyeccion sobre el eje x v

v, =y, — y; Proyeccion sobre el eje y

T T2

Fig. 5

Observacion: no debe confundirse coordenadas de un punto con componentes de un vector,
especialmente cuando se toma el representante en el origen.

MODULO DE UN VECTOR

Consideremos el vector ¥ = (v, v),) el médulo o longitud de v, sera la raiz cuadrada de la suma de
2 — 2 2
los cuadrados de las componentes del vector || = \/vZ + v?

KDados P;(2,1) y P2 (—3,5), encontrar un vector ¥ =P,P, Yy hallar su médulo |7 )
Solucién:

vV =PP,=(P,—P)=(-35-(21)=(-3-25-1) = (-54)

3] = (=5)2 + 42 = V41

*Sea el vector @ = QP , donde Q (6, —5) es el origen del
vector d = (—5,4) ¢(Cuédl es el extremo de ese
representante? Ayuda P(x,, y,)

Solucion:
Ay = Xz — X1 -5=x,—-6 - x,=1

Q(s,-5)

ay, = y2—Y1 4 =y, +5 - y,=-1

N Y
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1.7 El representante de b en el origen tiene por extremo al punto M (=5, 4) ¢Cuéles son las
componentes del vector b?

2.'YDado a = (3,—3)

2.1 Si P (=3, 2) es el origen del representante, hallar el otro extremo
2.2 Hallar el origen del representante, cuyo extremo es Q (2, —5)

2.3 Hallar componentes de —d

VECTOR UNITARIO O VERSOR

Es un vector en la misma direccién de ¥, pero de médulo uno y se obtiene dividiendo ¥ por su médulo
1.

N4
Il
§¢| <

éEs unitario el vector v = (1, —1)? \
**Halla un vector unitario en la direccion de v

Solucion:

*NO, porque sumédulonoes1 |B] = /12 + (=1)2 =2

.1 , 5 112 1
*x 1l = —(1,—1) porque si sacamos el || = (—) + (— —) =1

\_ V2

VERSORES EN EL PLANO

J

Son los vectores i = (1,0) ; j = (0,1); tomando sus representantes en el origen, estos vectores
tienen direcciones coincidentes con las direcciones de los ejes x e y respectivamente.

Todo vector de R? es una combinacion lineal de los versores 1, j

Sea ¥ = (x,y) se tiene entonces

(x, 0) + (0! }’) //:
v =x(1,0) + y(0,1) ' o/

G=xi +y] o

VECTORES UNITARIOS CON UNA DIRECCION DADA

v

Dado # # 0 para hallar un vector unitario (i) que tenga igual direccion que ¥ basta hallar un escalar
A>0talque = Avy|Av| =1

- - - 1 - - -
Como |[Av| = |A]|v], entonces [Av]| =1 & |A]| = = por lo tanto un vector unitario es el cociente

entre el vector y su modulo:

1
u=-—="v
|71
. 0 1 o - g -y =
Observaciones: si A = — = se obtiene —v (versor con direccion opuesta a la de v)
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(Dados A(1,2) y B(5,5) halla un vector de médulo 1,

Solucion:
AB=(55-1,5-2)=(4,3)
|4B| = Va7 +3%2 =5 azlj_%l:g(zr,s)

* Halla un vector de modulo 3 y en la misma
direccion de AB.

—

AB _

y ~ 3
W—3.|ﬁ|—3.u—5(4,3)

que tenga la misma direccion que

A ector unitario

W,
vector de mddulo 3

)

B

Verificacion || = (15—2)2 + (3)2 =3

\_

=)
[
w
.
o

-1

ANGULOS DIRECTORES

Dado un vector no nulo 7, se llaman angulos directores de v, a los angulos o, p gue forma v con los
versores i, J respectivamente. Los angulos directores son mayores que 0° y menores que 180°

Se llaman cosenos directores de ¥, a los cosenos de sus angulos

directores:
Uy

|9l

17|
¢Comoes v sio=0?,;Sia=mn?
¢ComoesvsiB=0?,;Sip=mn?

cosa = cospf =

Vy

Observaciones: Los angulos (o los cosenos) directores de un vector; determinan analiticamente la
direccion del mismo. También se puede utilizar la funcién trigonométrica de la tangente

OPERACIONES

Suma o diferencia: se realiza componente a componente. Sea i = (u;u,) Y ¥ = (v4; v,) entonces

la suma o diferencia de 1 + ¥ es el vector

-

Siu=11)yv=(-22)
Entonces w =4 + v = (—1,3)
Utilizando el método del paralelogramo.

Si la diagonal principal representa la suma,
¢ qué representa la contradiagonal?

~
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'Y Dados los vectores a = (1,2), b= 4,-3) y d = (=2,1). Hallar escalares o y B tales que:
d = ad + Bb

Observacion: Debes plantear la igualdad en términos de las componentes y resolver el sistema de
ecuaciones obtenido al igualar las respectivas componentes. Se dice que d es combinacién lineal de

los vectores d y b.

/ Sean A(4,2) ; B(2,4) y C(-2,4).

Entonces OC = OA + AB + BC—
0C = (4,2) + (=2,2) + (—4,0) =
0C = (—2,4)

EL VECTOR RESULTANTE VA
DESDE EL ORIGEN DEL PRIMER
VECTOR HASTA EL EXTREMO DEL

k ULTIMO VECTOR 2 /

MULTIPLICACION POR ESCALARES

El escalamiento de un vector, se logra multiplicando cada componente del vector por un numero

A € R (se lee lambda perteneciente a los reales)

Dado@ # 0 y A € R, el producto de Av tiene:
e lamisma direccién de ¥, siA > 0
e ladireccion opuestasi A < 0
e elvectornulosiA=10

@ﬁ = (1,2) entonces si se multiplica a ¥ por un escalar A: N \

e Si0<A<1 vsecomprimew

e sSiA> 1sedilatau

e siA < 0cambia de sentido Z = 7° s

El médulo de A ¥ es el médulo de v multiplicado por el
valor absoluto de A

Kseaﬁ = (vl, 1.72) }\1-7) = O\Ul,lvz) - IA'I-])I = IA”"-])I /

'Y Si se aplican dos operaciones consecutivas al vector (—1,3) en R?, primero se lo multiplica por un
escalar fijo y luego se le suma un vector fijo, ¢es posible llegar al vector w = (2,3)

10
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CONDICION DE PARALELISMO ENTRE DOS VECTORES

Propiedad: dos vectores no nulos 1 y ¥ son paralelos si y s6lo si existe un nimero real A # 0 tal que
U=2Av.

Dos vectores son paralelos cuando tienen igual direccion o direcciones opuestas (se dice también que
son colineales porque estan sobre la misma linea)

PRODUCTO ESCALAR O PUNTO

Las versiones vectoriales de longitud, distancia y angulo pueden describirse a través del empleo de
la nocién del producto escalar de dos vectores

Dados @ y b no nulos, se define producto escalar de @ con b al nimero real:

a.b = I&I|E| cos @**

Por extension, si uno de los vectores es nulo, decimos que el producto escalar es cero.

Observacion: ** se obtiene aplicado la Ley de los cosenos Grossman Cap. IV pag. 248 7ma. Ed.

PRODUCTO ESCALAR EN FUNCION DE LAS COMPONENTES DE LOS VECTORES

Teniendo en cuenta que i Yy j son unitarios y que el angulo que forman dos cualquiera de ellos es g

reemplazando en ** podemos observar lo siguiente
U.j=1il|j] cos902 - [.j=1.1.0=0
El producto escalar de un vector por si mismo sera:

i.0i=1i||i| cos02=1 T.J=1jl1jlcos02 =1

Expresando d - b en funcién de las componentes canénicas

(1) Harbr P tarbGD + az. b, (1))
G.b=ay.by.(V.0) + ay.by. (J.))

—

a.b=a,.b;+ a,. b,

Importante para realizar el producto en primer lugar a y b deben tener igual cantidad de
componentes y en segundo lugar el producto escalar de dos vectores es un ndmero no otro vector,
por eso se denomina producto escalar

/" Dadosd = (1,2) , b = (4,—3) &= (0,—5) realizar el producto escalar )
@b =(12)(4-3)=1-4+42-(=3)=-2
a.c=(12)-(0,-5)=1-0+2(-5)=-10

¢El producto escalar de tres vectores sera un también un escalar?

11
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ANGULO ENTRE DOS VECTORES

A partir del producto escalar se puede calcular el angulo entre dos vectores no nulos @ y b cuyos
origenes coinciden
a-b
|l - |b]
*Si @ y b tienen la misma direccion, o sea son coincidentes, se considera 6 = 0°
*Si tienen direccidn opuesta, se considera 6 == 180°
* En ambos casos ¢coémo serian los vectores a y b ?
VECTORES ORTOGONALES Dos vectores no nulos, @ y b son
s

ortogonales si el &ngulo 6 que forman es 6 = > = 90° y por lo tanto se cumple

[ a.b=0 ]

Si @y b son ortogonales = 6 = = por lo tanto d.b = |d||b| cos G) = 0 ya que cos G) =0

cos O =

Demostracion:

Q
Sl

Sid.h=0=cosf = =0 =>9=arccos(0)=§

)

(*Decidir silos vectores a = (—1,2 )y b= (6,3 ) son ortogonales. \

Ql

i.b= (-1,2)-(6,3)=(—1).6+ 2.3 =0 por lo tanto son ortogonales.

*Determinar el valor de x, para que los vectores @ = (x,5 ) Yy b= (3,—3) sean
ortogonales

\&.B=(x,5).(3,—3)=x.3—5.3=0 > x =5-5d=(55) Y,

PROYECCION ESCALAR Dados dos vectores no nulos a7y b, la proyeccion escalar o
componente escalar de b sobre d se define como el producto del moédulo de b por el coseno del angulo
6 que forman d y b.

proyal_a) =b = |B|.cos€

Como
a.b
cos 0 = ——
ldl|b|
entonces la proyeccion de b sobre d sera
proyab =1{b} I

: a o N - > .
Siendo a = (versor con la direccién de a ), implica que la proyeccion escalar de b sobre a

proyaB: b.d

Se suele tambien decir proy z b,0“la componente de b en la direccion de d@
12
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Sio <9 <= Sig="=C SiZ<9 <
2 2 2

b

—

b” = proyab

proyag >0 proy55=0 proyag <0
. b>0 d.b=0 d.b<0

'Y Prueba que las proyecciones de a = (ax, ay) en las direcciones de 7,j son las componentes del

vector a

PROYECCION VECTORIAL
La proyeccion vectorial del vector b sobre el vector d es un vector que es multiplo escalar del vector

a y lo indicamos proy z b

Y]
Q

&«

J
!
ﬁ
S
<
Ql
S
Il

v Laproy z b esta en la misma direccion queel vectord si0 < 6 < g

v Laproyzb estaen direccion opuestaal vector @ si 6 > g

13
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ﬁados u=(3,-1)y v=(2,2),calculay grafica:
a) La proyeccion escalar de v sobre i

b) La proyeccion vectorial de ¥ sobre u

c) Grafica ambas proyecciones

d) La proyeccion escalar de u sobre el vector v Y’

e) La proyeccion vectorial de u sobre el vector v Y’

f) Grafica ambas proyecciones ‘Y

g) Esindistinto proyy v que proyzu Y

Solucion:
> (22)-3-1) _ 6-2
8) ProyavV = meen < T
4
TO0Y3 VUV = —
proys —

(2,2) '(3!_1) . ( _1 )
(yaZrcm)

Y ¢Cual es el vector proy b cuando ay b son perpendiculares?
Dibuja un par de vectores ay b de modo que laproy b resulte:
a) de igual direccion que b

b) de distinta direccion que b

(Los temas tratados estan ampliamente desarrollados en el libro Grossman 7ma Edicién -Capitulo 4

Vectores en R? y R, se recomienda su lectura y estudio)

14
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TRABAJO PRACTICO: VECTORES EN R?

1. Dados los puntos P(3,0); Q(2,3); R(—2,3); S(3,—2);T(0,—2) encuentra:

a. el vector en posicion estindar % = OP; ¥ = 00; w = OR; § = 0S ;T = OT. ;Qué
tienen en comun el vector en posicion estdndar y las coordenadas de los puntos?
escribe estos vectores como una combinacion lineal de los versores i, j
la magnitud o médulo de |ul, |7, |w|, |S]
la direccidn de cada uno de los vectores (0 sea en que cuadrante se encuentran)
un vector en la misma direccion de cada uno de ellos, pero de mddulo 1 (vector unitario)
grafica cada uno de estos y sus respectivos vectores unitarios
calcula y representa graficamente 4 + v, u — ¥
¢que efecto geomeétrico tiene cambiarle el signo a la primera coordenada de cada vector?
¢que efecto geométrico tiene cambiarle el signo a la segunda coordenada de cada vector?
¢que efecto geométrico produce multiplicar a cada vector por —1?

—mSe ho oo o

2. Dibuja los vectores hallados en el item 1.a con sus puntos iniciales situados en el punto
(—2,5), determina los puntos finales

3. Silos vectores en el ejercicio 1 se trasladan de modo que sus extremos finales se ubiquen en
el punto (5,7); determina los puntos que correspondan a sus puntos iniciales

4. Dados los vectores 1 y v (ejercicio 1) dibuja los siguientes vectores:

-
u

N |-

j=1+3% [=1u-7 p=7-21 G=1v—
5. Calcula el producto escalar e indica si son ortogonales o paralelos
u.t w.s @U+v)-w Gv)-s
6. Dados los siguientes puntos A(1, —1), B(4, 2); C(0, —2), D(2, —1). Calculay comprueba
que la resultante esta en funcion del origen del primer vector y el extremo del ultimo

a) AB+BC b)AB—CB c¢) AB+BC+CD d) AB—BC+BA ¢€) AB+ (BC —DC)

7. Dados los puntos A(4,2), B(10,5), C(2,6) y D(x,9), se pide:

a) Calcula x para que AB y CD sean paralelos.
b) Calcula x para que BC y DA tengan el mismo madulo.

8. Dados los vectores U = (x,5) y v = (8,4), (Qué valor debe tomar x para que: a) sean
paralelos. b) sean perpendiculares .c) verifiquen que u-v = 42

9. Demuestra que no hay vectores d y b, tales que el médulo de d sea igual a 1, el médulo de
|b|=2yd-b=3

10.  Dados los puntos 4 (2,6); B(4,8); €C(3,2) y D(7,1), se pide:
a) Calcula el angulo que forman los vectores AB y CD

15



Guias Teorico — Practicas de LLR

AGA

b) Calcula el angulo que forman los vectores AB+CD y AB — CD

11.

12.

a)Sid=—i+5] yv =ki+j,elangulo entre dichos vectores es n/3, determina k.
v=1+kj, pyv,sonperpendiculares, determina k

v = 21 + kj, determina k, si 4 y ¥ son paralelos

Mas de lo mismo, comprueba si aprendiste

En la siguiente figura encuentra el vector y sus opuestos

a.
b.

C.

d.

e.

f.

AB, CG, AE, FG, AG, AF,GD

Escribelos en forma candnica

Calcula el modulo de ellos

Escribe un vector unitario en la direccién de AB, GD y FG

Ahora escribe un vector de médulo 2 con la direccion de los vectores del item d. Grafica

Realiza los siguientes productos escalares: AB - AF, AE - GF (Qué te da como

resultado multiplicar dos vectores? ;Y si multiplicaras escalarmente 3 vectores?

g.
h.

Utilizando la definicion de producto escalar halla los angulos entre AB y AF

Propon un vector paralelo a AG, con origen en el punto B, ¢es Unico?

Encuentra la proyeccion escalar y vectorial de por lo menos tres vectores sobre los ejes

coordenados ¢a qué conclusion puedes llegar?

J-

Calcula las siguientes proyecciones escalares y vectoriales

Proyﬁﬁ ) ProyﬁA—)B, Proyﬁﬁ, Proyﬁﬁ
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VECTORES GEOMETRICOS EN EL ESPACIO R3

Designamos con R® a los vectores
geométricos en el espacio y haremos a
continuacion un estudio analitico de los
mismos.

Asi como en el plano hemos visto que un
punto puede ser representado conociendo un
par ordenado (X, y), en el espacio, un punto se
representa mediante una terna ordenada
(X,y,z) en relacion a tres ejes
perpendiculares entre si.

Representa graficamente los puntos
A(1,1,2);B(1,-1,1);C(-2,2,0)

COMPONENTES DE UN VECTOR

Dados Py(x1,y1,21) Y Pa(x2,¥2,22) las
componentes del vector @ = sz’ seran las
proyecciones escalares del vector sobre los
ejes coordenados

a, = ProyOXP1P2= X2 — X1
ay = Proygy P1P2 = Y2 —y1

a, = Proyoz PiP2 = 22— 7z

a = (ax,ay,az)

MODULO DE UN VECTOR

Consideremos el vector @ = (ay, ay, a,) el moédulo
o longitud de d, seré:

il = JaZ ¥} +aZ
es decir; el modulo de un vector es la raiz cuadrada

de la suma de los cuadrados de las componentes del
vector.

17
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/ Sea d un vector que tiene a P,P, como
representante, siendo P; (2,1,3)y P, (4,5,5)

tendremos que:

_5)=P1P2=(P2—P1) _d)z
(4-2;5-1;5-3)
@ = (2,42)

El médulo de a es:

ld| = V22 + 42 + 22 = /24

/Si Q (6, —5, 7) es el origen del vector a = QP = (=5,4,3) ¢Cual es el punto final \

de ese representante?

Solucion:

d=0QP - d=P—Q (Coordenadas del Punto Final - coordenadas del Punto
Inicial)

(—=5,4,3) = (xp,yp,zp) — (6,—5,7) —lgualando las componentes homologas
—5=xp—-6 - xp=-5+4+6=1
4= yp+5 - yp=4-5=-1

3=z,—-7 o zp=3+7=10

kLas coordenadas del punto final son P(1, —1, 10) /

Y Ejercitacion 1

1. EIl representante de b en el origen tiene por extremo al punto M (-5, 4, 3) ¢Cuales son las
componentes del vector b?

2. Dadoa = (3,-3,-7)
a) Hallar el extremo o punto final del representante en Q (-3, 2, 5)
b) Hallar el origen del representante, cuyo extremo es P (2, —5, 6)
c) Hallar componentes de —a

Observacion: no debe confundirse coordenadas de un punto con componentes de un vector,
especialmente cuando se toma el representante en el origen.

18
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VERSORES EN EL ESPACIO

Recordemos que un versor es un vector cuyo maddulo es

igual a 1. |U] = 1. En el caso de tratarse de un vector

unitario, lo indicamos con un arco en vez de una flecha (¥).

Los versores en R® son los vectores:

i=(1,0,0); j=(0,1,0); k=(0,0,1); tomando sus

representantes en el origen, estos vectores tienen direcciones

coincidentes con las direcciones de los ejes X, Y, Z, Y
respectivamente

k= (0,0,1)

ANGULO FORMADO POR DOS VECTORES

Dados dos vectores no nulos a y b, con representantes en un origen comin P y no pertenecientes a
una misma recta, el &ngulo 6 de medida positiva y menor que 180°, que forman, es por definicion el

angulo formado por los vectores d@ y b.
a-b b
lal - |b|

- 2 . . . .« . . .
*Si d y b tienen la misma direccion, o sea son coincidentes, se considera 0 = 0°

cosO =

*Si tienen direccion opuesta, se considera 6 =t = 180° p a

ANGULOS DIRECTORES Y COSENOS DIRECTORES DE UN VECTOR pe

Dado un vector no nulo d, se llaman angulos directores de d, a los angulos a, B, y que forma @ con
los versores i, [, k respectivamente.

Tomando el representante en el origen de coordenadas, se tiene:
0<a<m ; 0<B<m ; 0<y<m

¢Comoesdsio=0?,;Sia=n?
¢Comoesasip=0?,;Sip=mn?

¢cComoesasiy=0?, ;Sip=n?

Se Ilaman cosenos directores de d, a los cosenos de sus angulos
directores.

Siendo d = (ay, ay,a;) y o, B, y sus angulos directores se tiene:

 J

ay =l|d|-cosa ; a, =|d|-cosp ; a, =|d|cosy ;dedonde:

Ly

. _az
o cosy = —

a
cosa == ; cosfB = il

lal

Luego: cos?a + cos?B + cos?y =1 (1)

Esto significa que no cualquier terna de angulos puede ser una terna de angulos directores de un
vector d, ya que los tres angulos directores quedan vinculados por medio de la ecuacién (1) que es
Ilamada relacién fundamental.
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T

/ *Pueden a==; B==-; y= - Sercosenos directores? \

1 1 3 3
Solucion: cos —+c052—+00525=—+—+—=—¢1
4 3 6 2 '4'4 2

Luego, NO pueden ser angulos directores de ningln vector.

;1wl=1

*Sia == ; B == ;determinary
Solucion. apllcando Ia relacion fundamental y despejando y

cosyz\/l—coszg— coszg :Jl—(ﬁ)z—(l)z =%—>y=60°

2 2
\Verificacién: cos? % + cos? g + coszg = (g)z + G)l + G)Z =1 /

Observaciones:

*Los angulos (o los cosenos) directores de un vector; determinan analiticamente la direccién del
mismo.

*Si a, B, y son angulos directores de d , =—a, m—p, &= —y son dngulos directores de —d

*Sid = (ay,ay,a;),como |d| = |-d|y

cos (m—a)=—coso ; cos(m—p)=—cosf ; cos(m—y)=—cosy ,;secomprueba que las
componentes de —d son: (—a, ,—a,, ,—a;).

Podemos precisar entonces el concepto de igual direccion para dos vectores, diciendo que tienen los
mismos angulos (cosenos) directores.

Y Ejercitacion 2

1. Dado 4, tal que |d| = 2y sus angulos directores « =% 0 B =§ JY = 2?" ; determinar sus
componentes.
1.1. Halla el extremo de su representante en A (—1, 3, 2)
1.2 Halla el origen del representante, cuyo extremo es B (7,—6,1)
1.3. Halla los angulos directores y componentes de un vector de direccién opuesto a d

4 12
Calcula los cosenos directores del vector b = (E 573
3. ¢Puede un vector tener los siguientes angulos directores?:
T2 P T VT3
4. ¢Puede un vector formar con dos ejes coordenados los siguientes angulos?:
Ya=51p=]
b)p=%;y=1

¢) En caso afirmativo, ¢cudl es el tercer angulo?
5. Un vector d forma con los ejes x e y, respectivamente, angulos a =

w|=|

2
, B = ?” Calcula sus

componentes sabiendo que |d| =

6. Halla las coordenadas de un punto M, que es extremo de OM, forma angulos iguales con los
tres ejes, y su modulo es 3.

7. Sild| = 50y dos de sus componentes son a, = 3, a, = 4. ;Cudl es la tercera componente?

8. Halla los cosenos directores de vectores paralelos a los planos coordenados y de  vectores
paralelos a los ejes coordenados.
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COMPONENTES DEL VECTOR SUMA O DIFERENCIA
Dados d@ = (ay, ay,a,)y b= (b, by, b,); el vector sumad + b, tiene por componentes

(ay £ by; ay,tby; a, * b,)

*Sid=(1,-32)y b=(3,-54) » d+b=(1+3,-3-52+4)=(4-8,6)
*Sid=(1,-32)y é=(7,-53) »d—-2é=(1-7-34+52-3)=(-62-1)

COMPONENTES DEL VECTOR 1 d

Dado d # 0y A € R, Aa tiene:
e lamisma direccién de a, siA > 0
e ladireccion opuestasiA < 0
e elvectornulosiA=0

El médulo de A d es el médulo de a multiplicado por el valor absoluto de A.
Sea C_l) = (al, az, a3) )\C_i = (7\a1,7\a2,7\a3)

|C_i| = \/alz + a22 + a32

|ﬁ)| =S \/AZ a12 + 7\2a22 ar )\2a32 = \/;\2 (alz + azz + a32) =

}\\/alz + azz + a32) == 7\|&|

@) da = (-3, 2,6), encontrar un vector v’en la misma direccién de @ pero de médulo 2\

Solucién: si v’y d son colineales, entonces v° es multiplo de @ o decimos que v” es el escalado
de @’, se escribe v = Aa’

(v1,v,,v3) = A(—3,2,6) resolviendo componente a componente tendremos
v, =-3A
{ v, =212 O©
v3=6A

La segunda condicion dice que

|7 = 2 = ;.2 + v,2 + v42 sustituyendo @en @

2=(-302+@2ND*+(61)2=

2= A2(9+4+36)

2=M49 -2=A7> Azé sustituyendo el valorde Aen ® v = (—%47

=
<R

)

e T - y

21



Guias Teorico — Practicas de LLR AGA

VECTORES UNITARIOS CON UNA DIRECCION DADA

Dado d # 0 para hallar un vector unitario (@) que tengan igual direccién que @, A > 0, basta hallar
un vector unitariotal que @a = 1aylidl =1

Como |Ad| = |A]|lal, entonces |[Ad| =1 & |A| = %por lo tanto:

=

. . 1 . - . -z -
Observaciones: si A = — I se obtiene —a (versor con direccion opuestaalade a )

Qu

Importante: las componentes de un versor (vector unitario) son sus cosenos directores.

a. Encuentra un vector de mddulo 1 en la misma direccion que el vector v = (1,—1,0) \
b. Comprueba gue coincide con sus cosenos directores

Solucion: |3 =vIZ+12=2 = #=—7

V]

U= (\% —%; 0) Verificacion: \/(%)2 + (— \%)2:1
b. cosa = ﬁ; cosf = %;cosy =0

o J

El ejercicio resuelto en la pagina anterior se puede resolver aplicando el concepto de vector
unitario

D/ado da = (-3, 2,6), encontrar un vector v’en la misma direccién de @ pero de médulo 2 \

Solucion: datos a = (=3,2,6) y V'] = 2

Calculamos & = — @ siendo ld|=V9+4+36=7->d= (_—3 2 9)

|al 7’7’7
v’ esta en la misma direccion tanto de @ como también de su versor d , por lo podemos escribir
v =Ad
|v’] = Ald| — sustituyendo los datos 2 = A|1]| » A = 2

Porlotanto v’ = 2 (_7333) = 2d

o J
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DESCOMPOSICION CANONICA DE UN VECTOR

Todo vector del espacio, es una Combinacion Lineal Gnica de
los vectores i, , k.

Sea d = (ay,ay,a,) se tiene entonces:

______________

.
I& = (a1, az}az)
1

= (a,,0,0) + (0,a,,0) + (0,0,a,) .
= a,(1,0,0) + a,(0,1,0) + a,(0,0,1) § 7

d=ayl+a,j+ak

4 Dadosd = —3i+j+2k y b=61— 3] +k, realiza: h

*)d + b (se obtiene sumando las respectivas componentes)
G+b=(-3+6)+(1-3))+ @+ Dk=31—2)+3k
**) 2d + 4b (se aplica primero propiedad distributiva y luego se realiza la suma

2 +4b=2(=31+j+2k)+4(61—3] +k)

\ 2d+4b = (=60 +2j +4k) + (241 12f + 4k) = 181 — 10j + 8k )

PRODUCTO ESCALAR

Dados d y b no nulos, se define producto escalar de @ con b aun ndmero real (escalar)

= |d| |b| cos @

Por extensidn, si uno de los vectores es nulo, decimos que el producto escalar es cero.

PRODUCTO ESCALAR EN FUNCION DE LAS COMPONENTES DE LOS VECTORES

El producto escalar entre los vectores que forman la terna fundamental i, j , k, teniendo en cuenta que
son unitarios y que el &ngulo que forman dos cualquiera de ellos es g resulta:

o~
O

~

J=0 Lk = k.
i=1 jj=1 k.

W‘( \'<

L.
Expresando d = (ay, ay,a,) y b = (by, by, b,) en funcién de las componentes.
d.b=(ax+a,J+ ask). (bl +by,j+b,k)

a.b =ayby. (I.1) +aghsG5) +axb; +—&§b¥(1”—i}+ ayby,(j.J) +—a¥b§@—k—}+—a—b—€k—&+
-azbyte) + a,b,(k.k)

G.b=a.b,(L.0) +ayb,(j.)) + azbs(k.k)

d.b=a,b,+ ayb, + ab,
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6adosd= (-1,2,3) b=(6,-2,5),6=(0,4,1),calculael producto escalar )
i b=(-1)-6+2-(-2)+3-5=—6—-4+15=5—_
d-¢=(-1)-0+2-4+3-1=8+3=11 @

> 7 = 4 /

a-b -c iserdaun escalar?

\ J
VECTORES ORTOGONALES

Dos vectores no nulos, @ y b son ortogonales si el angulo 8 que forman es 6 = g y por lo tanto:

=0 b

S

a.
Demostracion:

Si d y b son ortogonales = 6 = ~por lo tanto d - b = 0 ya que cos~=0

1A
(S8

.

Si&-5=0:c050=| I'

=0=>09==2
2

)

Qy

'Y Ejercitacion 4
1. Los vectores ay b forman un angulo 6 = 2?” Sabiendo que |a| =3 , |5| = 4, calcula:
o —,2 - -
a)d -b;|d+b|;(3d—2b)-(d+ 2b)
2. Sabiendo que |d| = 3; |B| = 5 determinar e tal que @ + a by @ — a b sean ortogonales.

-

3. Halla el vector %, colineal con d = 3i + 2f + 2k que satisface la condicion %-d = 3

4. Halla el vector ¥ que es ortogonal con d=2i+3f—k y b=1- 2j + 3k. Satisfaciendo
ademas la condicion ¥ - ¢ = —6 , siendo ¢ = 2{ — j + k.

PROYECCION ESCALAR — PROYECCION VECTORIAL

Este tema esta desarrollado en vectores en R? pag. 12-13

Dados dos vectores no nulos d y b, la proyeccidn escalar de b sobre a se define como el producto de

modulo de b por el coseno del angulo 8 que forman a y b.

proyagz |B|.c050 (1)

_).l_; - - -7 - 7
Como cos 8 = IcillIIBI’ reemplazando (1) la componente escalar de b en la direccion de a sera:
l—)) b " C_i
roygb = —=
p Ya |a|
Siendo = = & el versor con la direccién de d

|a
proy g b=bhb.d

Si b =proyzb + wentonces w = b — proy z b es un vector ortogonal a d
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-

Se suele también decir que proyzb, es “la

=

componente de b en la direccion de a"

Observacion

e Si0 <6 <§ =>pr0y55>0

-

e Sif = g = proyzb=0

7 provz b

Y

b —proy b

o Si§<9Sn = proyzb <0

Las componentes de un vector d, son las proyecciones de d en las direccion de

I,j v k respectivamente

> v - > v - -> 77 -
a.l=a,=proy;a a.j =ay,=proysa a.k =a,=proyya

(proyeccidn escalar de a sobre 7) y la proyeccién vectorial

Solucidn:

~

proy;d= S =di=(3-1,1)-(1,0,0) =3

[l
e Calcula la proyeccion vectorial de a sobre 7 (proyeccion vectorial de a sobre 1)
a-t
G

e Calcula la proyeccion escalar o componente escalar de b sobre d

| =

proy:d = = 3.1=3.(1,0,0) = (3,0,0)

~J

; b-é¢ (6,-1,1)-(3,-1,1) 18—-1+1 16
Yoy = Db = = = = =
proYa |dl V3Z+1+1 NAE V11

e Calcula la proyeccion vectorial de b sobre a

/Dados d=(3-1,1) y b=(6,-1, 1).Calcula la componente de d sobre?\

= b-d_ (6,-1,1)-(3,-1,1) (3,-1,1) 16 (3,-1,1)

|d| V3Zr1+1 ViI V11 V11

/

Y Ejercitacion 5

Dadosd = (3,-1,1): b=(6,-1, 1) yé=(2,-1, 6);

Calcula las proyecciones escalares, vectoriales y normales
1) proygd 2) proy ;¢
3)proyz @+ ©) 4) proy ; (d + ¢+ b)
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PRODUCTO VECTORIAL o PRODUCTO CRUZ DE DOS VECTORES

Llamamos producto vectorial o producto cruz a la operacion que se asocia por las condiciones.

1) Si dy b son ambos no nulos y no colineales, dxb es
ortogonal con dy conb, de forma tal que la terna *

{_d b, dxf)} es una terna directa (Igualmente orientada

que laterna {i,j, k}

-~
2) |@xb| = |dl|b| sen 6, siendo © el angulo que forman
ayb
* La primera condicidn indica que el producto vectorial
es otro vector que define la direccidén perpendicular al e

plano determinado por los vectores no colineales d y b

* La segunda condicion indica que el modulo del

producto vectorial:|dxb| representa el area del

—

. - fd |ﬂ.|
paralelogramo que tiene a los vectores a y b como lados

concurrentes.

*dx (1_5 +¢)=dx b + d x & (Prop. dist. del producto vectorial con respecto a la suma
*|@axb| =ldl?|p| —(a-b)

Por lo tanto aplicando las propiedades los productos vectoriales entre los pares de vectores que
forman la terna fundamental {i,j , k}, arrojan los siguientes resultados:

ixj=k jxi=—k ixi=0
jxk=1  kxj=-1 Jxj=0
kxi=j xk=-j kxk=0

PRODUCTO VECTORIAL ENTRE VECTORES DADOS POR SUS COMPONENTES:
Si d=agd+a,j+aky b=hbi+b,j+b,k,entonces:

xb = (axl +ay,j+ a,k) x (b, i + b,j+b k) —aplicando propiedad distributiva
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Sl

dx b = aybbxi+ a,by,ixj + a,h,ixk + ay b, Jxl + a, by jxf + ayszxlvc + a, b kxi + azbylvcxj
+ a,b, kxk

dxb = aby k+ab, (—)) + ayby(~k) + a,b, i + a,by j+ab,(—1)

dxb =(ayb, — asb,)l —(ayh, — asb,)] + (ayb, — a,b,)k

~

i j k
Las componentes de dxb se recuerdan facilmente desarrollando: axb=lay a, a,
by by, b,

Que solo tiene significado mnemotécnico, ya que no se disponen determinantes de matrices cuyo
elemento son vectores.

/ Halla el area del paralelogramo que tiene por lados adyacentes a los vectores \
d=(2-1,3)yb=(-1,2,6)
Solucion: para calcular el area debemos calcular el modulo del producto vectorial de los
vectores
I A A g B}
axb=l2 -1 3|=i(-6-6)-j(12+3)+k(4—-1)= daxb=(-12,-15,3)
-1 2 6
kﬁ)x b| = /(=12)2 + (=15)% + (3)2 = V/378 /

(Dados G=1+] yb=20+3/+k ;ceslomismoa x by b xd? ;como son estos vectores\?

Halla vectores unitarios ortogonales a los vectores @ y b

Solucién:
- \i j I\é ~ -
axb=[1 1 o|l=i(1-0-j1-0+k(3—2)= axb=(1,-1,1)
2 3 1
Ed i j ]\é ~ -
bxada=2 3 1|=1(0-1)-jl0-1)+k(2-3)= bxada=(-1,1,-1)
1 1 0
Estos vectores son iguales y opuestos
. . . 5P v (1,-11)
QJn vector unitario ortogonal simultaneamente a @ y b seria o = = )

PRODUCTO MIXTO

Combina el producto vectorial con el producto escalar. Es el nimero real que se obtiene de la siguiente
operacion: da.b x ¢ . Se suele indicar por: (@ . b.7¢)

I j k| 141 az as
(C_ib 8) = (al, az, a3) . bl bz b3 = bl bZ b3 (Vel’lflcaﬂo)
C1 Cz C3 C1 CZ C3
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*intercambiando dos filas entre si cambiando el signo del determinante. Por lo tanto:

- -

(@.b.¢)=—(b.a.c

*intercambiando dos veces se conserva el signo: (a.b.c) = (b.c.a)

*como el producto escalar es conmutativo, se tiene ademas. d x(b.c)=(d x b).¢

INTERPRETACION GEOMETRICA

El valor absoluto del producto mixto, representa el volumen del paralelepipedo que tiene a los

vectores @, b y ¢ como aristas concurrentes.

(Suponiendo que a, b y ¢ no son coplanares)

Vol = base x altura = |bx|-|d|-cos®; donde  cos6 = .(bx)
|@l|bxé]
Lo d.(bxd)
Vol =-|-baeeHa—|- - > o i
b xé
V= a. (Exc) . B e
I Gz _a
h
) ¢,

Y Ejercitacion 8

Hallar el volumen del tetraedro que tiene como

arista concurrentes a los vectores @, b y ¢donde @ =1+ 2k ; b =41 + 6] + 2k , ¢ =31 + 3] — 6k.

Observacion: el volumen del tetraedro es un sexto del volumen del paralelepipedo.

VECTORES COPLANARES

Tres vectores no nulos son coplanares, si uno de ellos es combinacion lineal de los otros dos.

Supongamos que d = Ab + uc. En este caso, se anula el producto mixto.

Resumiendo: tres vectores no nulos son coplanares si y solo si su producto mixto se anula. A partir
de la interpretacion geométrica, podemos decir que si los vectores son coplanares cumple que el

volumen es cero.
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TRABAJO PRACTICO VECTORES EN R3

1.

En la figura 1, indica las coordenadas de los puntos (con una nomenclatura adecuada) en R® ,
situados en cada uno de los vértices, y determina:

a. los vectores ON, OA, FH,BK, CF, BC,
. los vectores OM, OL, OA ;qué posicion tienen?
c. Nombra al menos dos vectores que se encuentren en el plano xy, en el plano yz y en el plano
zX
Nombra al menos dos vectores paralelos a los ejes coordenados
e. Calcula los modulos de los vectores hallados en el item a

z
A 2 B
c D E H
! 1
E ) f—»
G L y
1
N K 4
M 3 N Fig.1

X

. Analiza previamente como estan ubicados los vectores (respecto a los ejes y/o planos coordenados)

Luego calcula el mddulo y los cosenos directores de 1os mismos

a. d=i+j—-kbd=3 c d=4+j d. d=(0123) e. d=2i—k
Dadas las componentes de un vector d = (4, —4, z), halla z, sabiendo que el |d| = 6

Halla el punto B con el que coincide el extremo del vector @ = (3, —1,4) si su origen coincide con
el punto A(1,2,—-3)

Determina el origen del vector d@ = (2, —3, —1) si su extremo coincide con el punto B(1,—1,2)

. Si B = PB,, esel punto medio del segmento determinado por los puntos R(2,—-2,4) y Q(1,3,6),

calcula A para que AB sea paralelo al vector u = (4,—3,1)

. Un vector forma con los ejes OX y OZ los angulos a = 120°, y = 45°. ;Qué angulo forma con

el eje OY?

. Un vector cuya longitud es 6, forma con el eje OY un angulo de 60°, y con el eje z un angulo de

7/3. Halla las componentes del vector unitario paralelo al mismo, y comprueba la relacion

fundamental de los cosenos directores

. @) Sean P(—3,1,7) y Q(8,1,7). Determina |PQ| y halla un vector unitario en la misma direccién.

—

b) Halla un vector b tal que b= 3PQ
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10. Dado el vector 1 = (—2,—8,2) indica:
a. ¢Cuales de los siguientes vectores son colineales (o paralelos) con él:
7=(0,-7,1) § = (4,-1,0) t =(1/2,2,-1/2)
b. Elanguloentreziyfy entreiy s
c. Un vector paralelo a £ pero de médulo V72
11. Dado el médulo de un vector |d@| = 2 y los angulos a.=45°, B = 60°, y=120°. Calcula las
componentes del vector sobre los ejes coordenados.
12. Si |da| = 4 y sus angulos directoresson o =n/4 ;B =n/3 ;y=m/3
a. Calcula sus componentes
b. Halla el extremo de su representante en A(3,2,5)
c. Halla el origen de su representante, cuyo extremo es B(2,4, 1)
13. Los tres angulos directores de cierto vector unitario son los mismos y estan entre cero y n/2. ¢ Cual
es el vector?
14. Encuentra un vector de magnitud 12 que tenga la misma direccion que el vector del problema
anterior.
15.8i@ = (2,1,—1) yb = (1,—1,2). Hallaun vector nonuloctal que d -é =b-& =0
16. Halla un vector w” = (x,y,1) que sea ortogonal tanto aw’ = (3,1,—1) comoa v = (—3,2,2)
17.Sean o = 2f —3k'y ¥ = 2i + 6k. Halla escalares o y P tales que W = aii + B sea un vector
no nulo ortogonal a .
18. ;Para qué valor de o si existe, los vectoresii =2i+aj+3k y v=ai—af+k son
perpendiculares?
19. Dados los vectores w’ = (1,—2,38) y v’ = (4, a, 2), determina si existen los valores de o, y 3 tal
quea)ulv y b)u/v
20. Encuentra todos los vectores ortogonales a v = (—1,3,2) de segunda componente 4.
21. Encuentra la proyeccion escalar y el vector de proyeccion de ¢ sobre @’
a = (4,2,0), ¢c=(1,11)
d=(-1,-22) ¢=@334)
22. Halla dos vectores unitarios ortogonalesai =i +j+k yav =i—j—k
23. Utiliza el producto cruz para hallar el seno del &ngulo formado por los vectores del problema
anterior. Verifica el resultado empleando el producto escalar.
24. Calcula el area del paralelogramo cuyos vértices adyacentes son (1, —2,3); (2,0,1) y (0,4,0)

25. Dados los puntos 4(2,3,—1); B(1,0,2) y €(3,1,1) , halla %//AB tal que 3y AC determinan un

paralelogramo de 10v/2.

26. Sean los puntos A(—1,2,3); B(1,1,1) y C(2,—1,3);
30



Guias Teorico — Practicas de LLR AGA

a. Investiga si estan o no alineados.
b. Si no lo estan, determina el paralelogramo de lados AB y AC

27. Determina el volumen del paralelepipedo para el cual los vectores indicados son tres de sus
aristas:d = {+J;p = —{+4) ;4 = 21 + 2f + 2k

28. El volumen de un paralelepipedo es 18 siendo sus lados los vectores u = (1,2,3); ¥ = (2,3,1) y
w = (a,1,2). Calcula o € R, si existe, de modo que se cumpla la proposicion precedente.

29. Halla o € R, si existe, tal que 2i + af — 4k; —3aj+1 + 2k ; y —{ +j + k, sean coplanares.

EJERCICIOS COMPLEMENTARIOS

30. Encuentra un vector w paralelo al eje z, tal que |Proyz (i + w) | = 5,siendou = (3,-5,2) y
b =(2,-12)
31. Demuestra que siendo , v" no nulos, es verdadera la siguiente proposicion:
lil = 2|3| A ang. (4, D) = §:> Proy; i—7)=0
32.Sean d =2i—j+2ky ¢=3i+4j—k
i.Halla un vector b tal que d X b=2¢ ¢Hay mas de una solucién?
ii.Hallaun vector b talque dxb = ¢y d - b = 1. ¢Hay mas de una solucion?
33. Determina el vector x si se sabe que es perpendicularau = (2,-3,1) y v = (1,—2,3) y satisface
la condicion X- (20 —j+k) = —6
34. Dado los vectores i =i —j+2k ;¥ =3i+j+k; w=2i + 2f — 2k. Halla las proyecciones
escalares y vectoriales:
a. Proyz;(W + v) b. Proyziu  c. Proygzv

35. Sean los vectores

a. 7= (1,0,6) §=1(23,-8) t =(8,—5,6)
b. 7 =(-2,3,-2) §=(1,-1,0) t=(-12,-2)
Encuentra:

> >

i. el area del paralelogramo determinado por 7y 8,5y t, 7yt
ii. el volumen del paralelepipedo determinado por # ,5 y £
36.Sean los vectores 7 = (5,0,1), § = (3,—2,0), t = (—4,1,x).Halla x, de modo que:
a. los tres vectores determinen un paralelepipedo de volumen 5.

b. los tres vectores resulten coplanares
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LA ECUACION DEL PLANO

Mientras que una ecuacion con dos variables corresponde a una curva en dos dimensiones, una
ecuacion con tres variables define una superficie en el espacio tridimensional. La ecuacién mas
sencilla de tres variables es la ecuacion lineal del plano

ax +by +cz +d = 0.

Esta ecuacion puede tomar varias formas,
dependiendo de la informacion dada o de la
informacion requerida.

Consideremos el plano que contiene el punto
P(Xp,Yp,Zp), Un punto variable X(x, y, z) y un vector
7 no nulo, normal al plano de componentes 7 =
(a,b,c).

Entre los puntos P y X queda determinado un
vector contenido en el plano.

ﬁ = (x;yJZ) - (xp'yp’zp)
PX = = %p,Y = Vp, Z — 2p)

En consecuencia ambos vectores, el normal al plano 7 y el contenido en el plano PX seran
perpendiculares y por lo tanto su producto escalar dara cero. De modo que la ecuacion vectorial del
plano puede escribirse

PX -7 = 0> ECUACION VECTORIAL DEL PLANO
Realizando el producto escalar entre ambos vectores tendremos
(x —Xp,Y — Ypr Z —zp) ‘(a,b,c) =0
a(x —x,) + b(y —y,) + c(z — z,) Aplicando la propiedad distributiva y agrupando términos ( —)
ax + by + cz —ax, — by, —cz, =0
ax + by + cz = ax, + by, + cz, siendod = ax, + by, + cz,

ax+by+cz= d — ECUACION GENERAL DEL PLANO
e Otra forma de llegar a la misma ecuacion es:

PX-i=0 —>(ﬁ - 0—15) - 71=0 Aplicando propiedad distributiva y pasaje de términos
0X-i=0P-7 - (%52 (ab,c)=(xp¥p2) (abc)

ax + by + cz = ax, + by, + cz, donde ax, + by, +cz, =d

Es decir dado un plano = determinado por un punto P y un vector normal 7, le podemos hacer

corresponder una ecuacién de este tipo, donde los coeficientes de las variables X, y, z corresponden
al vector normal y el término independiente sera d = ax, + by, + cz,

La terna ordenada (a, b, c) que define el vector normal 7, recibe el nombre de sistema de nimeros
directores del plano. Cualquier otra terna del tipo (Aa, Ab, Ac) con A # 0, también constituye un sistema

de nimeros directores del plano, pues el vector 7 = (Aa, Ab,Ac) es también normal al plano.
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o

Solucién: PX = 0X — 0P = (x,y,2) — (4,-27) = (x — 4,y + 2,2 — 7)
Se tiene la ecuacion vectorial PX - 7 = 0
[(x = DI+ (y+2)] + (z— Dk] (- + ] +3k)=0

que en coordenadas cartesianas puede escribirse:

x—4y+2,z-7)(-1,1,3) =0

Realizando el producto entre las componentes respectivas
—(x—4)+ (y+ 2) + 3(z— 7) de la cual se obtiene
—x+y+3z+4+2-21=0
Se tiene la ecuacion general del plano
—x+y+3z=15

Validacion: los coeficientes de las variables x, y, z son — 1, 1 y 3 que corresponden al
vector normal, si reemplazamos el punto P (4,-2,7) en dicha ecuacién debe cumplirse la
igualdad

—(4)+(—2)+3(7) =15

Para determinar todos los puntos que pertenezcan al plano, despejamos en la Ecuacion
General una de las variables (la mas facil, en nuestro caso x)

x=y+3z—15 ¢Que significado tiene esta ecuacion?

x depende de los valores de y, z por lo tanto es la variable dependiente, las variables y, z
son las variables independientes (que asumen cualquier valor) por lo tanto el conjunto
solucién sera la terna:

S={(y+3z—-15,y,2)}

para determinar otro punto del
plano, basta darle valores a y,z por
ejemplo

y=0z=3->x=-6 -

S ={(-6,0,3)}

Halla la ecuacién vectorial y la ecuacion general del plano al cual pertenece el punto P(4, —2, 7
y es perpendicular al vector 7 = (—1,1, 3). Da el conjunto solucién de todos los puntos que pertenece
l plano y luego elige un punto en particular.
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ECUACION SEGMENTARIA DEL PLANO

Para representar un plano se necesita conocer la interseccion del plano con cada uno de los ejes
coordenados.

Si el plano no es paralelo a planos ni a ejes coordenados, corta a los ejes en tres puntos P1(p,0,0) ;
P2 (0,q,0) y P3 (0,0,r). Entonces la ecuacion segmentaria del plano estara en funcion de p, q y r.

ax + by + cz = d dividiendo ambos miembros por d 7

x y z d X y z r

— = —F-4+-=1

dtataa patT

a b c

q

Demostracion: p y
Interseccion eje x las coordenadas de un punto en el eje x tienen X

a: y =z = 0 sustituyendo en la ecuacién
a.x+b0+c0=d a.x=d x=§ P(p,0,0)

Interseccién eje y las coordenadas de un punto en el eje y tienen a x = z = 0 sustituyendo en la
ecuacion

d

al0+b.y+c0=d b.y=4d y= Q(0,q,0)

Interseccién eje z las coordenadas de un punto en el eje z tienen a x = y = 0 sustituyendo en la
ecuacion

a0+b0+c.z=d c.z=4d z=§ R(0,0,r)

ﬁado el planom: 2 x + 3y — 6z = 12, escribelo en forma segmentaria y grafica \

Solucion: dividiendo ambos miembros por 12
2x 3y 6z 12

[AEVEEVIEY] R

2tz ! 4
2 3 —
X y y/
—_ = _:1 2
6+4+—2

Siendo 6, 4 y —2 las intersecciones en los
ejes coordenados

o

34



Guias Teorico — Practicas de LLR AGA

ﬂ)etermina la ecuacion general y \

segmentaria  del  plano  cuyas
intersecciones con los ejes coordenados

son los puntos P(2,0,0) , Q (0,4,0) y sf
R (0,0, 6) respectivamente.

fa

Solucion: ya que sabemos las
intersecciones en los ejes coordenados,
primero determinamos la ecuacion

segmentaria *

X y zZ
—+l4+-=1
27476 ] \
Sacando comun denominador 12 P ,EP
g T ] T 2
6x + 3y + 2z /4./. .-__'_‘n;";..-i-
_—m 1 - Ty
12 j\
-2

."1
1Y,
|

|
T
|

|

|
T

|

|

|
A

k6x+3y+22= 12 ec gral.

ECUACION DEL PLANO DETERMINADO POR TRES PUNTOS

e/

Procedimiento:

e SiP,Q.Renm = PQcn A PRcn (seleevectores incluidos en el plano)
o n= Fd x PR = (a,b,c) = 1 Lm(selee el vector normal es perpendicular al plano)
e SiP(xq,y1,2;) € © reemplazando en la ecuacion del plano ax, + by, + cz; = d se calcula “d”

/Dados P(2,0,0),Q(0,4,0) yR (0,0, — 6) que pertenecen al plano =, calcula la ecuacim
general del plano.(Observa que son los mismos puntos del ejemplo anterior)

Solucion: entre los puntos dados se determinan dos vectores PQ = (—2,4,0);

PR = (—2,0,6), los cuales estaran incluidos en el plano. Luego se realiza el producto
vectorial entre ellos para obtener el vector normal.

~

—_— — i ]v k ~ —_— —
n=PQxPR=|—2 4 o|=-24i-12j+8k= PQx PR =(-24,-12,8) =
-2 0 -6

n=(63,-2)
6x+3y—2z=d
Reemplazando P en la ecuacion del plano se calcula “d” 6.2 +3.0 —2.0 = d
6x+3y—2z= 12 Comprueba que sucede si reemplazas por los otros puntos

Observacion: se puede ver que en los dos ultimos ejercicios los dos planteos son

k\/élidos y se llega a la misma ecuacion. j
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CASOS PARTICULARES

PLANO QUE PASA POR EL ORIGEN DE COORDENADAS reemplazando el punto (0,0,0) en

la ecuacion general del plano en (X, y, z) tendremos:

ax+by+cz=d - al0+b.0+c.0=d d=0—> ax+by+cz=0

Es decir si el punto pertenece al plano entonces sus coordenadas deben verificar la ecuacion.

PLANO PARALELO AL EJE Z Sir//al eje z entonces
n// k=7 1k — it=(ab,0);

La Ecuacion General sera ax + by = d
La Ecuacion Segmentaria sera

x Yy
—+==1
d d
a b
se puede observar que no corta al eje z, su ausencia en la ecuacion

se debe a que su coeficientec = 0

PLANO PARALELO AL EJE Y Sin//al ejey entonces
n//j=>nLlj >1n=1(a0c)
La Ecuaciéon General sera ax+cz= d

La Ecuacion segmentaria

se puede observar que no corta al eje y, su ausencia en la

Ecuacion se debe a que su coeficiente b = 0

PLANO PARALELO AL EJE X Si &t //al eje x entonces
n//i=>nLi—>n=(0,bc)
La Ecuacion general sera by +cz= d

La Ecuacion Segmentaria

se puede observar que no corta al eje x, su ausencia en la
ecuacion se debe a que su coeficiente a = 0

Observacion: Podemos concluir, diciendo que si un plano es
paralelo a uno de los ejes coordenados, su ecuacion carece de la
variable correspondiente a ese eje.

= (0,b,c)
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Si dos coeficientes del vector normal son nulos, entonces el plano r, seré paralelo a uno de los planos
coordenados

Si 7 es paralelo al plano xy— © //k -1 =(0,0,c) » Ox+0y+cz=d —>2=%
Si n es paralelo al planoxz—»n //j - n=(0,b,0) » Ox+by+0z=d —y=

Simes paraleloal planoyz—»n//i > 1= (a,00) > ax+0y+0z=d —y=

Ll o |a

Observacion: Podemos concluir diciendo, que si un plano es paralelo a uno de los planos
coordenados, su ecuacion carece de las variables correspondientes a esos ejes.

ECUACIONES VECTORIALES PARAMETRICAS

Seam unplano, P(x,,Y, ,Zp) un punto del plano y 4 y v dos vectores paralelos al plano y por lo
tanto por tratarse de vectores libres dichos vectores estaran contenidos en el plano.

Considerando un punto variable X (x, y, z) que pertenece al plano, podemos determinar el vector 0X,
expresandolo como una suma vectorial de dos vectores :

0X = 0P + PX (1)

Siendo PX un vector del plano, el cual a su vez es una
combinacién lineal de los vectores 1 y v. Por lo que éste puede
expresarse como:

PX = i+ ut siendo A y p dos escalares.

Reemplazando en (1)

OX=0P+ AU+ uv

Si consideramos las componentes de los vectores, podemos desarrollarla en forma vectorial

x Xp + AUy + 1y
<y> =¥ +Au, + uv, |JECUACIONES VECTORIALES PARAMETRICAS
z Zp+Au, + uv,

X =Xp+ AUy + 1y
y =¥ +Au, + uv, ECUACIONES CARTESIANAS PARAMETRICAS
z=2z,+Au, + uv,
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Halla las ecuaciones vectorial paramétrica y general del plano determinado por los tres \
puntos P(1,0,2), Q(2,2,2) y R(0,1,5). Grafica

Solucion: tres puntos determinan 2 vectores, por ejemplo % = PQ = (1,2,0) y
% =PR = (-1,1,3)

Se sustituye en las ecuaciones vectoriales paramétricas, uno de los puntos dados y los vectores
escalados

x 1+A—u x=1+A—-u
(y) = ( 24+ u j) Ec. Vect. Paramétricas y =24+ u Ec. Cartesianas Paramétricas
z 2+ 3u z=2+3u

e Para hallar la ecuacion general del plano habra que realizar (¢ x ¥) que nos dara el vector

—

n.

i J k .
1 2 o|=6l—-3]+3k
-1 1 3
Con el vector 71 y el punto P (puede ser cualquiera) —

PX . 7=0->7:6x—3y+3z=12

— -
UXv=

Validacion: compruebo reemplazando los puntos Q y R en m, se debe verificar la igualdad
vV 71:6.2-3.24+3.2=12
vV 1:6.0-3.14+3.5=12

Para graficar es conveniente la ecuacion segmentaria

X y z 12
(LA VIAS VISP

k 6 -3 3 /

Y Ejercitacion 1

-

N X

y
+-—+
—4

1N

1. Encuentra la ecuacion del plano que pasa por el punto P (3, 2,1) y es paralelo a los vectores
u=(3,-1,0); v=(6,-1,1)
2. Halla la ecuacion del plano que es perpendicular en su punto medio al segmento P (2, 1,5);

Q(4,1, -3)
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ECUACION NORMAL DEL PLANO

Si a la ecuacion general del plano la dividimos por el modulo del vector normal, los coeficientes de

las variables x , y , z corresponden a los cosenos directores

ax by cz d

T
cosax+cosffy+cosyz=4
é: es la distancia del plano al origen

d _a.xi+b.yi+c.z

i1l NVaZ+ bz 2

Demostracion:

La distancia del plano al origen de coordenadas =

Proyy O_P;
Por lo tanto: (0.0)
_ W. ﬁ X ) ) Z . a, b, C
Proys OP; = |i _ ¢ 1y12 1)2( & )
nl va? + b? +c
—— a.xy+b.y;+c.z Proy, OP,
Proy; OP; = L 4! ! 1 '

va?z + b2 + c2

F'myn OF'1 = distancia del plano al origen

Se comprueba que :

Proyz 0—P£ =4

ﬁ)ado el plano m: 2x — 2y +z—6 = 0 llevarlo a la

Solucion: |A| = /22 + (=2)2+12 =3

Para llevarlo a la forma normal dividimos el
plano it por |1 = 3

2 2 4 z 6 5= 2

—_ —_ _——— =

3* 7377373

Haciendo por proyeccién tendriamos que

—, 0P (006)(2,-21)

brova Ok = = s it
— 2.0-2.0+16 6
Proy; OP, = ===2

NG 3

Se comprueba que :

forma normal, comprobar que & es la distancia del plano al origen de coordenadas

AL 0,6)

Proyy O—P; =0

o
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ANGULO ENTRE DOS PLANOS

En R3 dos planos o son paralelos o se cortan en una recta que
es su interseccion. Si los planos son paralelos decimos que
forman un angulo nulo. ‘

El angulo que forman las secciones normales resulta ser el
mismo que forman sus vectores normales, segiin como estén
orientados dichos vectores normales, podré ser un angulo €
0 su suplementario (180° - &).

Dados dos planos m1 @ ayx+by+ciz+d; =0y
n2 ia, x + b,y + ¢,z +d, = 0 el angulo entre los planos
estara en relacion con los vectores normales de ambos. De
acuerdo a lo visto en angulos entre vectores, se tiene:

laja, + byb; + ci65|

JaZ+b2+c? -\/ai+b2+c2

cos O =

CONDICION DE PARALELISMO Y PERPENDICULARIDAD

Estas condiciones surgen también de las condiciones de sus vectores normales. Dados los planos:

m g x+bhy+tcz+d, =0 /1= (ay,by,cq)
miay X +byy+cz+d, =0 /1y, = (ay by, c3)
Diremos que:
e Sim // m, entonces 1, =11, - (a,ayas)=A(by,by, bs)

Igualando las componentes

7

a ——3
(a, = b, » A= — &

b, -

a, 1
<a2:ﬂb2_>ﬂ:_

b,

as K3
La3=ﬂtbg—>;t=Z an

Nos dice que dos planos son paralelos cuando se cumple que
la razon de las componentes es la misma

a; a; a4z
by b, by
. S' T J_TCZ @ﬁl' ﬁz=0

aa, ar b1b2 + C1Cy = 0
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TRABAJO PRACTICO: EL PLANO

1.

w

A. Nociones basicas

En los siguientes ejercicios, indica el vector normal del plano, el conjunto solucién, un punto que
pertenezca al mismo, y realiza su gréfica.

11 x+6y+2z=2 1.4 §+§=1 1.7 _3y=§+§
12 x+3y=-6 15 y=5 18 22+3y=6
13 z=0 16 2x—12z=12 19 x=2

Halla la ecuacion del plano que pasa por el punto M; y cuyo vector normal es 7;

M1(2,1,—-1) M2(0,0,0) M3(3,0 5) M4(0,—2,v2)
n_)l = (1, _2!3) n—Z) = (5101 _3) Tl—3) = (0,0,1) Tl—4_) = (0; _1r _\/E)

Dados los puntos M, (3,—1,2) y M, (4,—2,—1). Halla la ecuacion del plano que pasa por el punto
M3y es perpendicular al vector M, M,

B. Ecuacion segmentaria del plano.

En el ejercicio 1 (de nociones basicas o introduccion), halla:
4.1 Los puntos de interseccién del plano con los ejes coordenados.
4.2 Escribe los planos en forma segmentaria.

Un plano pasa por el punto M1 (6,—10,1) e intercepta en el eje de abcisas el segmento p = —3
y en el eje de cotas el segmento r = 2. Halla la ecuacién segmentaria.

Un plano pasa por los puntos M1(1,2,—1) y M2 (—=3,2,1) e intercepta en el eje de ordenadas el
segmento g = 3. Halla la ecuacién segmentaria.

Halla la ecuacion del plano que pasa por el punto M1(2,—3,—4) y que intercepta en los ejes
coordenados segmentos de igual magnitud y diferentes de cero (se supone que cada segmento
parte del origen de coordenadas).

Halla la ecuacion del plano que es paralelo al vector ¥ = (2,2, —1) y que intercepta en los ejes
coordenados Ox y Oy los segmentos p =3y q = —2.

Halla la ecuacion del plano que es perpendicular al plano 2x — 2y + 4z — 5 = 0 y que intercepta
en los ejes coordenados Ox y Oy los segmentos p = —2,q = 2/3

C. Ecuacion del plano determinado por tres puntos.

10. Los tres puntos determinan un plano 7; :

(1,1, -1); (33,2); (3,—1,—2)
m,:(1,2,3); (2,34);(-1,7,-2)
5:(0,0,0); (1,1,1); (3,2, —1)

Decir cuales de los siguientes puntos estan contenidos en dichos planos.

m: A (2,2,1/2) B(4,0,—1/2) €(-3,1,—3) D(3,1,3) 0(0,0,0)

m,:A(2,-2,1/2) B(-13,-4) C(-1,0,1) D(24,6) E(1,1,24/7)
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

m3i A (2,2,2) B(0,4,—1/2) C€(1,2/3,—1/3) D(-3,-2,1) E(0,1,1)

D. Ecuacién vectorial paramétrica del plano

Halla la ecuacion del plano que pasa por Mz (3,4, —5) y es paralelo a los dos vectores
ﬁ = (3;1; _1) y 1}) = (1! _211)

Determina si los siguientes planos son paralelos:
12.1 ay:(1,-2,0) + A(1,2,1) + u(2,3,4) B1: (2,4,1) + 8(3,5,5) + ¢(1,1,3)
122 a,:(3,2,1) + A(1,0,0) + 14(0,1,0) B2:(1,1,1) + 6(1,0,0) + ¢(0,0,1)

Sea 0X = OP + PX donde P(1,2,—3), @ = (3,2,1) y ¥ = (1,0,4). Determina cuales de los
siguientes puntos estan en el plano

P(1,2,0) Q(1,2,1) R(6,4,6) 5(6,6,6) T(6,6,—5)

Determina la ecuacion general y las ecuaciones paramétricas del plano que pasa por Py(2,3,—4) y
esparaleloalosvectores i = 41 +2f yvo=2—j+k

Dado el punto P y el plano =, determina la ecuacion del plano 3, paralelo a © y que contiene a
x=—1+A+u

P(2,4,5) 7:{ y=A-2u
z=1+4+2A—u

Si = es el plano determinado por P(1,—-1,0); u = (3,1,1) y v = (—1,2,0), determina:

16.1 la ecuacion paramétrica de

16.2 z, sabiendo que P,(10,—5,z;) €

Dado el plano o en forma paramétrica, expresarlo en forma vectorial, general, normal y
segmentaria:
x=2+4+7u x=5+2\L—-3pn x=1+4+ 4
171y =2+ A—3u 172y =6— A+ 2u 173y =6— A+ 2u
z=-5+4+131 z=7+4+51—p z=7u

E. Ecuacion normal del plano

Determina cuéles de las ecuaciones de los planos dados a continuacion estan escritas en la forma
normal:

1 2 2 2 1 1 4 3
18.1 Ex—gy—gZ— 18.2 §x+§y—§z—3 18.3 Ex—§y+3—0

Reduce a la forma normal cada una de las ecuaciones de los planos siguientes:

191 2x—-2y+z = 18 192 348y, 2,,3-0 193 3x-4y-1=0
7 7 7
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F. Ejercicios surtidos
20. Halla la ecuacion general, segmentaria, paramétrica y normal de los siguientes planos:

4 z

|
=

y /——’y

X x ¥

21. Determina la ecuacion del plano que satisfaga las condiciones indicadas.

XN T S@ he a0 o

Contiene a (3,6,12) y es paralelo al plano xy.

Contiene a (0,6,4) y es paralelo al plano xz

Contiene a (—7,—5,18) y es paralelo al plano zy

Pasa por el punto P(2,3,—5) yesparaleloal planox + y —4z =1

Contiene a (1,0, —5) yesparaleloal planox +y —4z =1

Contiene al punto P(1,3,4) y es paralelo al plano 2y + 4z = 10

Es perpendicular en el punto medio al segmento que une los puntos (—1,3,2) y (2, —4,5)
Pasa por P1(3,—2,2) y P2 (4,2,3) y es paralelo al eje “x”

Pasa por el eje Ox y por el punto M1(4, —1,2)

Pasa por el eje Oy y por el punto M2(1,4, —3)

Pasa por el eje Oz y por el punto M3(3, —4,7)

Contiene a (0,3,0);(0,0,5) y es ademés perpendicular al plano 7x —3y + 6z —4 =0

m. Pasa por (2,0,—1) y (4,2,2) y es perpendicular al plano 2x —y + 4z = 0

n.
0.

p.

Pasa por Q(3,—2,2) y R(4,2,3) y es paralelo al eje de ordenadas
Es perpendicular al vector 47 — 2j pasa por el punto (1,2,5)
Perpendicular al eje y en el punto (0,4,0)

22. Sea o el plano cuya ecuacion general es ax + by + cz + d = 0. Establece en cada caso, la
relacién que deben satisfacer los coeficientes a, b, ¢, d de modo que:

22.1 Seaparaleloalplano2x -y + z = 7

22.2 Sea perpendicular al vector (-1, 3,5)

22.3 Intercepte a los ejes coordenadosenx = 2,y = -1,z = 1
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

22.4 Pase por el origen

22.5 Sea perpendicular al plano YZ

Un plano tiene como ecuacion cartesiana x + 2y -2z + 7 = 0 Halla:
23.1 Un vector normal de longitud uno

23.2 Los segmentos interceptados por el plano con los ejes.

23.3 Ladistancia del plano al origen.

G. Planos paralelos y perpendiculares

Determina para qué valores de k y m los pares de ecuaciones dadas a continuacion determinan
planos paralelos:

241 2x + ky +3z-5=0 mx -6y -6z + 2 =0

242 3x-y +kz-9 =0 2x + my + 2z-3 =0

243 mx + 3y-2z-1=0 2x-5y-z =20

Determina para que valores de k los pares de ecuaciones dadas a continuacion determinan planos
perpendiculares

251 3x-5y+kz-3 =0 x+3y+2z+5=0
252 5x +y-3z-2=0 2x + ky-3z+1 =0
253 7x-2y-z=0 kx + y-3z-1 =0
Dados los planos

261 my : 3x -y + kz =1, m,: 9x -3y + 2z = 8.
262 my,:2x +5y-2z2=3; ,:kx +y-1/52 =0
Calcula k de modo que a) 1/ 2 b) w1 L2

Halla la ecuacion general del plano que pasa por P(3,0,2) y es perpendicular a los planos
m:3y—2z+2 =0y m:x = 0.

Determina la ecuacion del plano que contiene a P(2,—1, 3) y es perpendicular al plano
y: 2x+ 3y—4z = 0

Encuentra la ecuacion del plano perpendicular al plano 5x +y + 4z = 0 y que pasa por los
puntos A(3,1,2) y B(3,4,4)

Halla la ecuacién del plano que pasa por dos puntos M, (1,—1,2) y M,(3,1,1) y es perpendicular
alplanox — 2y +3z—-5 = 0

Halla la ecuacion vectorial y general del plano que satisface las siguientes condiciones.

a. Es perpendicular en el punto medio al segmento que une los puntos (—1,3,2) y (2,—4,5)
b. Pasa por R(—4,1,2) y es paralelo al plano x = 5

c. Contiene al eje “z” y a P;(4,2,0)

d. Pasa por P1(3,—2,2) y P,(4,2,3) y es paralelo al eje “x”

Halla un vector de longitud 1 perpendicularai + 2f — 3k yalplanox -y + 5z = 1
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H. Angulo entre dos planos

33. Halla la ecuacion general del plano que pasa por P(2,1,3);si un vector normal 71 forma los angulos
con i, j, k respectivamente:1/3 , 1/4 n, 1/3 &t

34. Determina a € R, si existe, sabiendo que el plano ax + 4y + 3z — 12 = 0 determina con los
ejes coordenados un tetraedro contenido en el 1° octante, cuyo volumen es 24

COMPROBACION DE CONCEPTOS
(Puedes...

» escribir la ecuacion de un plano que pasa por dos puntos dados y es perpendicular a un plano
dado?

reducir la ecuacion de un plano de la forma general a la forma segmentaria?

reducir la ecuacion de un plano de la forma vectorial paramétrica a la forma general?
hallar los cosenos directores de las normales a un plano cuya ecuacion es conocida?
reducir la ecuacion de un plano de la forma general a la normal?

escribir la ecuacion de un plano conocidos 3 puntos no alineados?

YV V. V V V VY

determinar un punto que pertenezca al plano y escribir el conjunto solucién
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LA ECUACION DE LA RECTA EN R? sacar grafico mas sencillo

Todos estamos familiarizados con la ecuacion de la recta en el plano cartesiano, con punto —
pendiente, o entre dos puntos, ahora se quiere considerar desde un punto de vista vectorial

Una recta perteneciente al espacio R3 o al plano R?,

queda perfectamente determinada cuando se '
conocen un punto P que le pertenece y su
direccion, que puede ser aportada por un vector
¥ no nulo que se llama vector director.

Dado un punto Py un vector no nulo v, el conjunto
de puntos del espacio:

L ={X/0X = OP + AB, AeR}, es una recta que
pasa por Py es paralela al vector v. Fig. 1
Recordemos que el vector que define la direccién
de L no es unico, puede ser reemplazado por
cualquier multiplo escalar (A7), y el punto P puede x

reemplazarse por cualquier otro punto de la recta.

El vector v es llamado vector director de L. las componentes de ¥ (no todas nulas) son los nimeros
directores de L.

Obviamente toda recta admite multiples ternas de nimeros directores (¢,por que?).

Los cosenos directores de v (también los de —v) son Ilamados cosenos directores de L. En
consecuencia, toda recta admite dos ternas de cosenos directores y por extension dos ternas de angulos
directores.

Laecuacion OX=0P+ A7 Ae R, (1) ECUACION VECTORIAL DE LA RECTA

es la ecuacion vectorial de Ly la variable A recibe el nombre de pardmetro. Esta ecuacion vectorial
de la recta en R® puede escribirse como vector columna:

66

0 también puede escribirse por medio de los versores 1; j; k:

xU+yj+zk= (xplv+ypj+zp I;)+/'l(alv+bj+cl})
Siendo (x,y,z) las coordenadas del Punto X y (a, b, c) las componentes conocidas del vector
director dado v. De cualquiera de ellas, y como se trata de igualdad entre vectores, se obtiene:

x=xp+/1a

Y=Yt Ab (2) ECUACIONES CARTESIANAS PAREMETRICAS
zZ=2z,+ Ac

Estas ecuaciones permiten obtener las coordenadas de un punto cualquiera de la recta en términos del
parametro A; a cada valor le corresponde una terna (x,y,z) y consecuentemente un punto, solo uno
perteneciente a la recta dada.

Despejando A en cada una de las ecuaciones del sistema (2) obtenemos:
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X—Xp — 1 X—Xp — Y—Yp
a a b
Y—Yp . . . D zZ—2p
= Aque asuvez esequivalente al sistema de ecuaciones =—

z—z y—y z—z
== e

El cual es equivalente a cualquiera de los siguientes sistemas:

X—Xp _ Y=Yp X—Xp _ Y=Yp X—Xp _ z-2p
{ a b { a b { a c

Que por brevedad se suele escribir asi

X=X V-V Z—2
=] =] 4
a b c &

es la forma simétrica de la ecuacion de la recta en el espacio. No debe olvidarse que (4) no es una
ecuacion sin6 uno cualquiera de los tres sistemas de (3)

ECUACIONES SIMETRICAS (4)

Tiene las siguientes particularidades para recordar:
e Los denominadores son las componentes de un vector director, y recibe el nombre de nimeros
directores de la recta.
e Los sustraendos de cada numerador, son las coordenadas de un punto P que pertenece a la
recta

~
@a larectax — 2 = y7—4 = 23;1 identifica el vector )

director y un punto que pertenece a la misma.

. -z -4
La simple lectura de la ecuacion x —2 = yT =

z1
3
nos permite deducir que un vector director de la recta

correspondiente es:
u=(123) y que P(241) es un punto

perteneciente a la recta (propon otro vector director / :
y otro punto perteneciente a la recta). /) e

Utilizando el mismo ejemplo vamos a tratar de
comprender que significado tienen los sistemas de ecuaciones (3), trabajando con uno de ellos
tendremos:

X—=Xp Y~ y—+4
== x —

a b 2 2c-2)=y—-4 (2x—4=y—4

x—xpzz—zp_’ Z—1_){B(x—z)zz—lﬁ{3x—6=z—1

a - x—2= 3
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{Zx —y =0 - ec.deunplano
3x—z=5 - ec.deunplano

mi2e—y=5

- - 7 7 4

La interseccion de estos dos planos nos dara como i
resultado la recta, es decir que la recta puede pensarse :
como el conjunto solucidn de la interseccion de los dos
planos
X=X, Y=Yy X—X, Z—2Z g

14 P P P g

L= {P X,V,Z = A = } bt |
Gy, 2)/ — 5 . c i §

Que en nuestro ejemplo seria
L={P(x,v,2z)/2x —y=0A3x—2z=5}

COSENOS DIRECTORES DE UNA RECTA

Llamemos cosenos directores de una recta a los cosenos directores de un vector director
correspondiente a dicha recta.
Siv = (a,b,c) esun vector de la recta L se tiene que:

a
cosax = —,
17

b
; cosfB =|T'

© cosy = — (5) son cosenos directores de la recta L.
v 17|

También seran cosenos de la recta, los cosenos directores de - v = (—a, —b, —c) y se cumple la
relacion: cos? a + cos? f + cos?y =1

4alla la ecuacion vectorial, ecuaciones paramétricas, simétricas y cosenos directores de Ia\
recta que pasa por el punto P(2,0,—3) y es paralela al vector ¥ = (2,—3,5)

X 2 2 x 2+22
Solucion: Aplicando (1): (y) = ( 0) + A<_3> = (y) = ( —31 )
z -3 5 z -3+ 54

x=2421
De donde se obtienen las ecuaciones paramétricas: {y = —31 = despejando 4 se obtienen
z=-3+51

las ecuaciones simétricas:
x—2 'y z+3
2 -3 5
El mddulo del vector ¥ serd |9 = /22 + (—3)2 + 52 = v/38. Luego aplicando (5)

cosp ==, serén los cosenos directores

-5
e COSY =5 /
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POSICIONES RELATIVAS DE UNA RECTA EN R3 -RECTAS PARALELAS A LOS EJES

COORDENADOS

Si la recta es paralela a los ejes coordenados los vectores directores seran:

e L//ejex=v//I=v=(a0,0)

Ec. vectorial (x,v,2) = (xp,yp,zp) + A(a, 0,0)
Ecuaciones X =x,+ Aa
parameétricas Y=Y
zZ = Zp
Ecuaciones x—xp_y: y,i7 =z
simétricas a ’ P’ P

e L/ejey=v/j=v=(0b,0)

Ec. vectorial (x,v,2) = (xp,yp, zp) + 1(0,b,0)
Ecuaciones X = Xp
paramétricas y=Yp+Ab
Z = Zp
Ecuaciones Y=Y __ . _
simétricas p XTWET %

e L/ejez=v// k=7 =(00,c)

Ec. vectorial (x,v,z) = (xp,y¥p,2zp) + (0,0, ¢)
Ecuaciones X =Xp
paramétricas Y=
zZ=2p+ Ac
Ecuaciones zZ—Z
RS X=Xy Y = Yp——
simétricas p Y= Ve

x=1

z=-1

\_

y—2,x=1,z=

Encuentra la ecuacién vectorial, ecuaciones paramétricas y simétricas de la recta que pasa por,
el punto P(1,2,—1) y es paralela al eje y.

Solucion: se puede utilizar el versor j como vector director de la recta v; = (0,1,0)

(x,y,z) = (1,2,—1) + A(0,1,0) Ecuacion Vectorial

y =2 + A Ecuaciones paramétricas

—1 ecuaciones simétricas
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/Halla la ecuacidn vectorial, ecuaciones paramétricas y simétricas de la recta que pa&a\
por los puntos P(1,—2,2) y Q(3,—-2,2)

Solucion: la direccion viene dada por el vector entre los dos puntos Py Q

?=P0 =(2,0,0)

x 1 2 x 1+22
Aplicando (1): <y> = ( —2> + A(O) = (y) = < -2 )
z 2 0 z 2

De donde se obtiene las
ecuaciones paramétricas:

x=14 21
y=-2 =
z=2

Ecuaciones Simétricas: >
1 2 2 : : /L
; = —4,Z =
5 Y
es una recta paralela al eje x y pu,./ >

que pasa por el punto P. LENER | o e

También se podria decir que ‘
es una recta que pasa por el R—
punto P y resulta de la / ‘

interseccion de los planos
y=-2y z=2

\_ J

RECTAS PARALELAS A LOS PLANOS COORDENADOS

e L //plano xy = v // plano xy = ¥ = (a, b, 0)

Ec. vectorial (x,v,z) = (xp,¥p,2zp) + A(a, b,0)
Ec. paramétricas X =x,+ la
y=y,+Ab S
Z=2 (:\E\ —
Ec. simétricas X=X Y=V _ _ ,I/
a - b yZ = Zp — 7""‘*-—,.,._‘7_‘7”‘

e L//planoxz = v //plano xz = v = (a, 0, ¢)
Ec. vectorial (x,y,z) = (xp,¥p,2p) + A1(a,0,c)

Ec. paramétricas | (x = x, + Aa
Y=Y
zZ=2z,+ Ac

Ec. simétricas X—Xp _Z2—2p
a - c Yy = yp ) o
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e L//planoyz = v //planoyz = v = (0,b,¢)

Ec. vectorial (x,v,2) = (xp,yp, zp) + 1(0, b, ¢)
Ec. paramétricas X =Xp
y=y,+Ab
zZ=2zy,+ A
Ec. simétricas Y=V Z7Z%2p
b ¢ FTY e

Encuentra la ecuacién vectorial, ecuaciones paramétricas y simétricas de la recta que pasa\
por el punto P(1,—2,1)y es paralela al plano xy

Solucion: vy = (1,1,0)puede ser un vector director de la recta

(x,v,2z) = (1,—-2,1) + 1(1,1,0) Ecuacion Vectorial

x=1+1
{y = —2 + A Ecuaciones paramétricas
z=1
x—1 y+2 . Ny
= ; Z = 1 ecuaciones simétricas

1 1
También es valido escribir x —1=y+2; z= 1

e Encuentra la ecuacion vectorial, ecuaciones paramétricas y simétricas de la recta que pasa los
puntos P(3,1,—1)yQ(3,2,2)

Solucion: la direccion viene dada por el vector entre los dos puntos Py Q
7 =PQ =(0,1,3)
Ecuacion vectorial

0)-(3)()-0)- (2

VA

Ecuaciones paramétricas:

x =3
{y =2+ 1 = Despejando A, se obtienen las
z=2+4+31

. . ;- -2 -2
Ecuaciones Simétricas yT = ZT; x=3

La recta es paralela al plano yz, también se
puede decir que se encuentra en el plano x = 3

o %
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ANGULOS ENTRE DOS RECTAS

El angulo entre dos rectas en R®va a estar dado por el menor angulo entre sus respectivos vectores
directores. Para obtener el menor angulo consideramos el valor absoluto del producto escalar

vy -7l v, -7l
c0s =———= -0 =arccos ———
o1 | - [v2] [v1 | - [v2]
4 Halla el angulo agudo que forman las rectas: )
x+1 z+1 x =3
L1:T=y=T yLZ: y=1+2/1
z=2A
Solucién: 7; = (2,1,1) y v, = (0,2,1)
2,1,1)-(0,2,1 3
059=( ) )= - 0 = 57°
V6 |-|v5| 30
\_ J
CONDICION DE PERPENDICULARIDAD ENTRE RECTAS
Siv; y v,dirigena L, y L, respectivamente, puede asegurarse que:
L1 J_ Lz = 77_; * _17_; = O
Observacion: Debe tenerse en cuenta que ser perpendiculares no significa que se corten.
( )
o DemuestrasiL, L L,siendoLy:x=1;2=22 y [, X=2=%
2 -1 3 2 7
Solucién: v; = (0,2,—-1) ,v, = (3,2,7)
v v1,=0 & (02,-1)- (3,2,7) =4 —7 = —3 # 0 las rectas no son perpendiculares
\. J
KHaIIa la recta que pase por el origen y que sea perpendicular a L, : x_—+11 = y7_3 = _is \

¢Cuéntas hay?

Solucién: vy = (—1,2,-5) ; v, = (x,y, z) vector director de la recta desconocida L,
La condicion que se debe cumpliresque L; L L, & vy - v, =0

(-12,-5)- (x,y,2) =0
—Xx+2y-52=0=>x=2y—-52=7v, = (2y — 52,y,2)

Habra infinitas rectas, contenidas en el plano -x + 2y —5z =0

Sabiendo que pasa por P(0,0,0) y con v, = (2y — 5z, y, z).La ecuacion vectorial sera

\ Ly:(x,y,z) = A2y — 52,y,2) /
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CONDICION DE PARALELISMO ENTRE RECTAS

Si v; y v,dirigen a L, y L, respectivamente y P, € L, A P, € L,, entonces se deben cumplir dos

condiciones
vy = Av,

Lyt _’{Pl EL AP €L,
Observacion: Debe tenerse en cuenta que ser paralelas significa que NO se corten.

/ s x=3+4t \
e Decide si Ll:xT =X==Z% y L,:]ly=10t siendo teR son paralelas.

5 -4
z=1-8t
Solucion: comprobando la primera condicion
v, = 11, =(2,5,—4) = A1(4,10,—8) Igualando componente a componente

2
5=104 3/1=Z=—

2:4/1 5 _4
10 -8

—4=-81

la razén es la mima, por lo tanto se cumple que v; = 1 v,

Para comprobar la segunda
condicion , podemos reemplazar
P;(1,3,0) en alguna de las
ecuaciones de larectade L,

x1—3 y1_ z—1
4 10 -8

—_

LZ:

1-3 3 0-1
4 "10 -8

las razones no son iguales,
quiere decir que P; & L, por lo
tanto se cumplen las dos
condiciones y las rectas son
paralelas

T Ejercitacion Halla las ecuaciones de los ejes coordenados.

a) ¢Cudles son las condiciones que deben darse para que una recta sea paralela a uno de los ejes

coordenados?

b) Si una recta esta contenida en uno de los planos coordenados, sin ser paralela a ningun eje. ¢qué

numeros directores tiene? Halla una ecuacion vectorial de la misma
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ECUACION DE LA RECTA EN R?

Las ecuaciones vistas en el espacio vamos a generalizar para el plano cartesiano. La ecuacion

0X = OP + A% también es valida para la recta L en el plano cartesiano.

Sea X (x, y)un punto genérico de larecta, P(x,,y,) € LY ¥ = (a,b)
el vector director, entonces OP = (x,,3,) y 0X = (x,), son \Y‘
vectores en posicion estandar

PX = A% — (0X — OP) = Av

por lo tanto despejando 0X

0X = 0P + A% (1)

reemplazando los vectores por sus coordenadas se tiene otra forma

de escribir la ecuacion vectorial de L

(X) = (xp) + 4 (Z) (1)ECUACION VECTORIAL PARAMETRICA

y Yp

Operando con el segundo miembro se reduce por igualdad de vectores:
X =x,+Aa .

{ (2) ECUACIONES CARTESIANAS PARAMETRICAS
y=y,+4b

Para cada valor gque se le asigna al parametro 1 se obtiene un par ordenado (x, y) que define un

punto X que esté en la recta L. Eliminando el pardmetro A en (2) se igualando obtenemos las

% = y_% (3) ECUACIONES SIMETRICAS

ﬁda la recta de la ecuacion explicita y = —2x + 6 dar las componentes de un vector
director y de un vector normal. Escribir la ecuacion vectorial, paramétricas y simétricas
de la recta

Solucion: para determinar un vector director, basta conocer dos puntos de la recta:
i = = P s -
Six=0y=6-P(0,6) 0P = ¥ = (=3.6)
Siy=0;,x=3 - Q(3,0)
Aplicando las ecuaciones (1), (2) y (3)

X\ _ (3 -3 ; AlX y
(y) = (0) + A( 6 ) ec.vectorial 1 13 [12
X =3—31 o 2 |-6 |18
{y — 6461 ec.paramétricas -1 |3 0
x—3 'y . Haciendo una tabla de
== ec.simétricas
-3 6 valores se pueden obtener

distintos puntos de la recta

\ al variar A

~
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) \ Escribiendo la ec. de la recta en forma
R N PO general, es muy facil identificar el vector
normal, ya que son los coeficientes que
multiplican a las variables x e y.

X(x,y)

Para encontrar el vector director de la recta
2w 4y—6=0 hay que realizar el producto escalar e
igualarlo a cero ya que ambos vectores son
perpendiculares.

Al Em=

) 3 2 N 0 1 2 “‘(370’
.

Nota: ¢ Cuél es la diferencia de estas ecuaciones con las de la recta en R3?
X—X
p

., Y=Yp .. . .
De la ecuacién = Tp eliminando los denominadores tendremos

b(x — x,) = a(y — y,) aplicando prop. distributiva, igualando a cero y agrupando

bx — ay + (ay, — bx,) = 0 donde si hacemos A = b; B = —ay C = ay, — bx,, obtenemos la
ecuacion de primer grado en dos variables que es la ECUACION GENERAL DE LA RECTA
Ax+By+C=0(4)

Observacion: Los coeficientes de las variables (A y B)no deben ser simultdneamente 0. Dichos
coeficientes corresponden a un vector normal.
Ecuacion de los ejes cartesianos

Si una recta coincide con el eje x (es el eje x) entonces A y C deben ser cero ¢Por qué?
La ecuacion se reduce a By = 0 = y = 0. Entonces la ecuacion del eje x es y = 0.
Anélogamente se deduce que la ecuacién de correspondiente al eje y es x = 0

TEST DIAGNOSTICO

(Puedes.......

1 hallar la ecuacion de la recta con dos puntos?

71 identificar en las distintas ecuaciones el vector director de la recta y un punto de paso?

71 hallar las ecuaciones de una recta, conocidos sus numeros directores y un punto por el cual pasa?
diferenciar entre la ecuacion de una recta y la ecuacion de un plano?

obtener una recta perpendicular a un plano coordenado? ¢ Qué numeros directores tendra?
obtener una recta paralela a uno de los planos coordenados? ¢ Qué nimeros directores tendra ?

decir cuando dos rectas son perpendiculares o paralelas?

[ O e O B O N O

escribir al menos en dos formas distintas?
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TRABAJO PRACTICO: LA RECTA

1. Halla las ecuaciones vectorial, paramétricas y simétricas de la recta L de R® determinada por:

a. pasapor el P(2,3,4)yes paralelaal vector i = (2,1,1)

b. pasapor P(3,4, —1) y Q(2,4,3) Qué posicion tiene respecto de los planos coordenados?
c. Paralela a cada uno de los ejes coordenados, que pasa por (1,2,3)

d. Contiene al punto (2,1,-3) y es perpendicular al plano 4x =3y +z =5

e. Pasapor (1,1,2) y es paralela a la recta que pasa por (1,3,5) y (2,1,0)

f. Pasapor (1,0,1) y es perpendicular a la recta de ecuacion L : (1,2,3) + A (—1,1,2) .

g. Si una recta esta contenida en uno de los planos coordenados, sin ser paralela a ningdn eje.
¢ Qué numeros directores tiene?

h. Pasa por el punto (1,3,5) con &ngulos o = 30° ; B = 45° ; y = 60°

Encuentra la ecuacion vectorial y paramétrica de la recta paralela al vector v = (1,3,1) y que pasa
por el punto A(3,42). Encuentre otros dos puntos de la recta

Encuentra las ecuaciones simétricas de la recta que pasa por los puntos A(1,2,3) y B(2, —1,4)
a. Muestre que (-1,8,1) y (4, —7,6) son puntos de la recta .

Encuentra las ecuaciones en forma paramétrica y simétrica de la recta que pasa por el punto

x=5+3t
P(6,1,2) yesparalelaalarecta {y =3+ 2t.
z=1
Dadas las rectas escribe (cuando sea posible) otras dos e identifica su posicion:
a XT*'E‘ - 3’4;2 - 22;4 d (xy2) = (1,-23) + 1(-1,0,2)
x =3t e. (x,y,z) = (1,-23) + 1(0,21)
z=1 2
c. S={xv2x+7y} g (xyz) =A4-102)+ «(0,0,1)

h. S ={x,x,2x}

6. Una recta contiene al Punto (-3,1,1) y es paralela al vector u= (1, —2,3). Determina cuéles de

los siguientes puntos estan en dicha recta:
a) (0,0,0) b) (1,2,3) c)(-2,-1,4) d)(5.2,-1) e)(-43,-2)

b) Halla el angulo formado por la recta que pasa por los puntos (-2,5, —2) y (0,1,3) y la recta que
pasa por los puntos (1, -1, -3) y (1, -2, -1)

7. Determina si las siguientes rectas son paralelas

x—4 y-1 z-3
-2 4 10 ’
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8. Determina si las rectas dadas son perpendiculares.
x—4 y-1 z-3 x—3 2y—-10 -3+4+z
-1 3 2 ’ 2 -8 7

9. Sea L larecta de ecuacion :
x+5 y—-2 z—-4
2 4 2

Determina la ecuacion del plano r que contiene a L y al punto P(-3,2,3)

10. Dada la recta L que pasa por (1,2,3) y es paralela al vector (1,1,1) y dado un punto P(2,3,5) que
no esta en L. Halla la ecuacién del plano que pasa por P y que contiene todos los puntos de L.

11. Halla el &ngulo que forman las rectas L1 : x = 1, i ? y L> que pasa por (—2,5, —2) y (0,1,3).

-1

12. Halla las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (3,-3,4) y es perpendicular a cada una de
las rectas dadas:
2x+4 y—-3 z+2 x—3 2y—=7 3-z
4 -1 5 ’ 1 2 = =3
13. Sean P1(0,0,0); P2(15,13,0) ; P3(17,15,0) y P4(16,14,18)

a) Determina la ecuacion del plano r que pasa por P1,P2 y P3

b) DeterminalarectaLtalqueL L tyPse L

ECUACION DE LA RECTA EN R?

1. Halla la ecuacion vectorial, ecuaciones paramétricas y simétricas de la recta que pasa:
a) porel punto A(1,—2) y es paralela a la recta que pasa por los puntos Ry S, siendo R(—2,0)

y S(0,—1,).

b) Pasa por los puntos P(7,4) y Q(—1,—-2)

2. Dada la ecuacion general de la recta 4x + 3y — 12 = 0 escribela en forma vectorial,
paramétrica y simétrica. Determina un vector director y un vector normal.

3. Encuentra la ecuacion vectorial, paramétrica y simétrica de la recta que pasa por el punto (2,3) y
es paralela al vector (1,1)

4. Indica un punto que pertenezca a la recta, un vector director y escribe al menos de dos formas

distintas, grafica

a X—3=y+2 e x =42
, xt4_y-3 . !
4 -1 fo5iy=2
.S = , 2 3
¢ xz{(zx_j{-l_ )} g 2x+2y=4
o =2

y=41
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POSICION Y MAGNITUD

POSICIONES RELATIVAS DE RECTAS Y PLANOS
Sea larecta L: (x,y,2) = (X0,Y0,Z0) + AV, vy, v;) Y T ax + by + cz + d = 0 siendo
U = (Vy, vy, ;) Y Po(X0, Y0, Zo) €l vector director y punto de la recta respectivamente y

n = (a, b, ¢) el vector normal del plano, se debera cumplir lo siguiente para que la recta sea:

Paralela a un plano

Se verifica que si

1. n-v=0

2. Poe LAPy ¢ =

S|

!

<N

Perpendicular a un plano

Se verifica que si

1. Lln=>o//R

S

<Y

Contenida en el plano

Se verifica que si

1. Lecn=L nn =L
2. Lecrn=D)v-n=0

3. Phpe LAPyen

Incidente a un plano

Se verifica que

¥ 1 Determina la posicion relativa entre la recta y el plano.

a.
b.

C.

1. Lnn=P =v-1#0

2. PoeL/\PofTE

m:x+2y+z+ 6=0
m:2x—=3y+z+ 4=0

mix—2y+z+1=0
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POSICIONES RELATIVAS DE RECTAS sean las rectas
Ll: (X, Y Z) = (xlr ylrzl) + /I(vx) vy) vz) y LZ: (x) Y Z) = (XZI yZ'ZZ) + i(ux' uy; uz) pOdré'n Ser .

Rectas Paralelas

L b= 11 P13 L
Ly//L, entonces e iR >
/L v//uj{Pleqt/’lu
Son coplanares PP, u L
P
Rectas Coincidentes
L V=AU
Ly//L, entonces v//u—= {— N
PP, =Au _
P]_ Ll - Lz
Son coplanares P,

Rectas Incidentes L1

-

V#+ AU

LiNL =Pentonce3{— L
v PP (Dxu) =0

Son coplanares

-

V£ AU

Rectas Alabeadas L; y L, son alabeadas si se cumple {—» N
1Y 22 P PP, (D xu) =0

No son coplanares

CONCLUSION: las rectas pueden ser coplanares o no coplanares

paralelas
Rectas coplanares si PP, * (¥ x 1) = 0 entonces pueden ser {coindidentes
incidentes

Rectas no coplanares si PP, - (¥ x 1) # 0 son Alabeadas — ninguna de las anteriores

Y'2. Determina si los siguientes pares de rectas se intersectan, son paralelas, coincidentes, o
alabeadas:

X+2 +3 z+4 x=2+2
a. LllT:yT:T L2:y=—1+t
z=1
R - A2 4, =
b. L1.2 = 3,2—4 Lz.z,y—1,2—4
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INTERSECCION ENTRE RECTA Y PLANO

Para determinar la interseccion entre una recta L: (x,y, z) = (Xq, Yo, Zo) + A(Vx, vy, ;) Y Un plano

n. ax + by + cz + d = 0, se resuelve un sistema de ecuaciones lineales

X = x9 + Av, (D
Yy = Yo+ vy, (2)
z= zy+ Av, 3)

ax+by+cz+d=0 (4)
Sustituyendo las ecuaciones (1), (2), (3) en (4) se reduce a una ecuacion lineal con una variable A:
a(xo + Avy) + b(yo + vy ) + c(zo + Av,) +d =0
Se pueden presentar tres situaciones.

a) Caso I: Solucion tnica, desde el punto de vista geométrico la recta corta al plano en un punto
Lhnrn=P S={x1y2)}
b) Caso Il: Infinitas soluciones, desde el punto de vista geométrico la recta esta incluida en el
plano
Lcn=Lnn =L
S ={(x0 + Ay, y0 + Avy, 2o + AV,)}
c) Caso I11: Ninguna solucion, la recta es externa y paralela al plano 1 = S = {9}

Estudia las diferentes situaciones:

/ Casol:Sea L:(x,y,z) = (—2,04)+ A(3,—-1,2) yelplano z: 2x+3y—z+ 11 :0\

Solucion: pasando la ecuacion de la recta a la forma paramétrica, nos queda junto a
la ecuacidn del plano el siguiente sistema

x= —-2+4+31 (D
y=—1 (2) L
z=4+21 3)

2x+3y—z+11=0 (4)
Sustituyendo las ecuaciones (1), (2), (3) en (4) 7
2(=24+34)+3(—1)—-(@A+2H)+11=0 /

Aplicando propiedad distributiva y despejando A = —3y sustituyendo en (1), (2), (3)

x = —11
y=3
z= —2
K Por lo tanto, L Nt = P (—11,3, —2) Solucién Unica /
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Solucion: idem caso |

x=14+41
y=1-21
z=2-31

x—2y+z—-1=0

-

[ Casoll: Sea L: (x,y,z) =(1,1,2) + A(1,-1,-3)yz:x—2y+2z—1=0

(1) Ay
(3) u
(4)

Sustituyendo las ecuaciones (1), (2), (3)en 4
1+4A-201-AH+2-31-1=0
Aplicando propiedad distributiva y despejando 04 = 0

~

Geométricamente significa que todo punto de la recta pertenece al plano (o sea la recta
esta incluida en el plano), para cualquier valor de Ase mantiene la identidad, haz la
prueba para diferentes valores de A....

El conjunto Solucidn serd lamismarecta S = {(1+ 4.1 — 4,2 —31)}

J

sistema:
x= —24+54
y=3+24
z=4+4+ 31

x—y—z+2=0

[ Caso Il1: Sea L: (x,y,z) = (—2,3,4) + A(52,3) yelplanoz: x—y—z+4+2=0
Solucion: se efectia el pasaje de la ecuacidén vectorial de la recta a las formas
paramétricas y junto con la ecuacion del plano se arma el

~

(1)

(2)

(3)
(4)

Sustituyendo las ecuaciones (1), (2), (3) en 4

Esto quiere decir que no existe 4 € R tal que se cumpla la igualdad, y geométricamente
significa que no existe interseccion entre la recta y el plano, la rectas es externa y paralela
al plano y el conjunto solucion serd S = {0}

\_

J

Y’ 3. Halla el conjunto solucién entre el plano y la recta hallados en el T 1.

a mex+2y+z+6=0
b. my:2x—-3y—2z+4=0

C. my:x—2y+z—-1=20

V4. Dadoelplanon:5x -3y—-z-6=0,

x+2 y+3 _ z+4

Lq: ==
15 3 4
x—1 y+2 z—-3
LZ:_:_:_
-1 3 7

z—1

L3:x=y—1=_—1

Demuestra que dicho plano contiene alarecta L: (x,y,z) =(1,-1,2) + A (2,3,1) y escribe el conjunto

solucién.
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INTERSECCION DE DOS RECTAS

Dos rectas en el espacio si no son paralelas ni coincidentes se cortan en un punto o son alabeadas.
Para saber cudl es el caso podemos realizar el producto doble mixto, si es igual a cero las rectas son
coplanares y si no son paralelas ni coincidentes entonces se cortan en un punto.

Para obtener el punto de interseccion se igualan las componentes de ambas rectas
Ly: (x1, y1,21) + Aoy, vy, 1) = (X2, Y2, 22) + (U, Uy, Uy)

X1 + Av, = x, + tu,
Ly:iy1 + Avy, =y, + tu,
Zq +/1vz =Zy + tuz

Las incognitas son los parametros 4 y t de L1 y L2, que dan el punto comun de ambas rectas

Observacion: en este caso, el sistema formado es compatible. Si no existen valores de Ay t que hagan
posible la igualdad, el sistema es incompatible y las rectas no tienen puntos comunes: son alabeadas

4 )

e Dadas L1y L> decidir si las rectas se cortan en un punto o son alabeadas

x=t
Lix—2=">=1 {y=3+2t
z=1-t
Solucion:
x=2+A1
Paso 1:Pasando L; a la forma paramétrica L;: {y =1+41
z =31

2+ =t (D

Paso 2: Igualando ambas ecuaciones {1 + 44 =3+ 2t (2)

31=1-t
Sustituyendo (1) en (2) nos queda

2+ =t
{1+4l=3+2(2+/1)—>/1=3

31=1-t
SustituyendoA = 3en la 3ra ecuacion encontramos el valor de t = —8
Con los valores de Ay de t vamos al Paso 2, sustituimos los valores hallados, como la igualdad

no se cumple las rectas son alabeadas

. J

RECTA COMO INTERSECCION DE DOS PLANOS

Dos planos no paralelos, determinan una Unica recta. ;Como hallar una ecuacion vectorial de la
misma?

Dados los planos 7r; y m, con vectores normales n; y n, respectivamente, no paralelos.

La recta L, por ellos determinada, estara dirigida por un vector u, ortogonal a n; y n,, debido a que
L €myL € m,simultineamente.

u-n, =

Por consiguiente, debe cumplirse: {ﬁ ﬁl 0= ULln/Ad Ln,
‘R, =
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Como n; X n, cumple con este requisito, bastara
tomar entonces & = n; X n, 0 cualquier maltiplo
escalar. Como punto fijo P, puede tomarse cualquier
punto cuyas coordenadas satisfagan
simultaneamente las ecuaciones de los dos planos.
Si myiax+byy+ciz+di =0y

Ty a,x + b,y +c,z+d, =0. Por lo tanto el
sistema formado por ambas ecuaciones determina
una recta:

_{a1x+b1y+clz+d1=0
) a2x+b2y+CZZ+d2=O

e Encontrar las ecuaciones simétricas de la recta que es interseccién de los planos r,: x — \
y+z=1ymyx+2y—3z—2=0

Solucion: necesitamos un punto perteneciente a la recta y un vector director.Para obtener
un punto damos a una variable un valor cualquiera, por ejemplo hacemos z = 0. Entonces
con la ecuacién de los planos obtenemos el sistema:

{ X—y= 1 oy = 4-. _ 1

x+2y=2 =3 YT 73
. 4 1 .

Es decir, el punto P (5, -3 O)pertenece a la recta pues sus coordenadas satisfacen las
dos ecuaciones de m; y 5.

Para obtener un vector director, podemos tener en cuenta que conocemos dos vectores
normales a los planos r; y m, 7; = (1,—1,1) y 7, = (1,2, —3) respectivamente, como

n, Lm y n, L m,, entonces el producto vectorial 7, X 7, por ser igual a un vector
simultaneamente perpendicular a 71, y 7, debera ser paralelo a la recta interseccion
buscada y por lo tanto funciona como vector director.

~

i j k .
U=n, Xnp,=11 -1 1|=i+4j+3k
1 2 =3

A partir de aqui la ecuacién se obtiene como en casos anteriores. Si lo hacemos,
Ilegaremos a este resultado:

—ita
x=4T3
—4/1+1
U5
z =31
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DISTANCIA DE UN PLANO AL ORIGEN DE COORDENADAS

Dada la ecuacion del plano n: ax + by + ¢z = d la distancia del plano al origen de coordenadas, sera
la proyeccidon de un punto del plano sobre el vector normal

dist (7,0) = Proyz0Y = ‘(a,b,c)
vaz+ b% + c?
d
a.0+ b'F +c.0 d d

dist (z,0) = Proyz0Y = = —
o VaZ+ b*+cZ  Vai+ bZ+c2 |1l

Justificacion: por eso en la ecuacién normal del plano el término independiente determinaba la
distancia del plano al origen de coordenadas

ax by cz
L I T I T

e Halla la distancia del plano «: 2x +3y +6z = 8 al origen de coordenadas \
Solucién:
8 8
(50) . (0,§,O) ( ) 00+3.3+00 g
dist (7;0) = Proyz0Y = - (2,3,6) = ==
& V22 + 32+ 62 V2z+ 32162 7
O aplicando directamente
dist (1, 0) d 8 8
1S T, = = = = —
\ Il V22+32+62 7 /

DISTANCIA DE UN PUNTO A UN PLANO
Sean P;(xy,v1,z1)em; P(x,y,z) Emax+by+cz=d

La distancia del punto Py al plano = sera la longitud & del segmento determinado por Py y el pie de la

perpendicular trazada desde el punto al plano. 7= (ab,c)

Evidentementesi P, et =38=0

Se puede calcular de varias maneras, una de ellas es la
siguiente:

1. determinar un punto P del plano P
2. amar un vector entre estos dos puntos PP,
3. proyectar PP; sobre el vector normal, que serd la distancia (8) buscada

P —

. PP, -1l X, —x,v1—v,21 —2)(a,b,c
8=|PT0yﬁ’PP1|= 1_) =( 1 J’1 y 1 ) ( )
n Va2 + b? + 2
— ax{+ by, +cz; —(ax+ by +cz
8=|PTOyﬁ’PP1|= 1 yl 1 ( y )
va? + b? + c2

ax, + by, +cz; —d
va? + b? + c?

d= |Pr0yﬁP—Pl)| = | 2)
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KCaIcuIa la distancia del punto P1(1,2,3) al plano = :4x + 4y + 22 =6 \
Solucion:

1. En la ecuacioén del plano se determina un punto, haciendo x=y=0; z=3— P (0,0,3)
con este punto y el punto Pz se arma un vector

2. PP, = (1,2,3) — (0,0,3) = (1,2,0)

3.
N 1,2,0)-(4,4,2
ProyPP; = ( )« )
V4?2 + 42 + 22
— 4-14+4-24+2-0 12
ProyzPP; = =—=2

V36 6

e Otraopcion:

Utilizando la ecuacion (2) si y reemplazando las coordenadas del punto Py

Qo o Q
Il
AN B

tendremos
4.1+4.2+2.3—6_12

d= |ProyﬁP_Pl)| = NeTd 3

=2

e Otra posibilidad es:

1. Trazar unarecta L | =(... para trazar una recta se necesita un punto de paso de la
recta y un vector director), el punto de paso es dato (P1) y el vector director es
equivalente al vector normal del plano (v = 1)

2. Luegohacer Lt =P

3. EI médulo |PP; | sera la distancia
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¢~ Solucion: N\

1. Se determinalarecta conPy yn=v = (4,4,2)
x=144A
y=24+4r (%)
z=342\ i = (4,4,2)

2. Serealiza la interseccion entre la P(1,2,3)
recta y el plano, para ello se
sustituye (*) en la ecuacion del b=2
plano 4x + 4y + 2z = 6
4 (L+40) + 4(2+4))+ 2(3 +21.) = 6 Wl
se aplica propiedad distributiva y se ’
despeja A \

A =-1/3 se reemplaza (*) se obtiene
P=Lnmn - P(—1/3; 2/3; 7/3)

3 1P = (145 +(2-2) +(3-2) =2
2 rni= (1) + 29+ (3-) )

DISTANCIA ENTRE DOS PLANOS PARALELOS

Con el resultado del punto anterior queda resuelto el problema de hallar la distancia entre dos planos

paralelos. Bastara calcular la distancia de un punto perteneciente a uno de ellos, al otro plano

Dos planos son paralelos cuando tienen una normal comdn o una de ellas es maltiplo de la otra.
a; by o

— —
n=An, » —=—
a; by ¢

. i N ‘r_l)]_ = (al bl C)
Para calcular la distancia se puede proceder a: -

1. Determinar un punto de cada plano
2. Armar un vector entre estos dos puntos PP,

3. Proyectar PP, sobre un vector normal Proyﬁﬁ
d = ProyFip, = P2 T
- royn 142 |17i| Pl T[l

e Otraforma es calcular la distancia de los planos al origen de coordenadas. Sabiendo que en la
ecuacion normal del plano el término independiente es la distancia del plano al origen, la distancia
entre ambos planos sera:

dy — d;

A | @

dlSt( 7, 72'2) =
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f

e Calculaladistanciaentre m; : 3x +2y+ z=5y m,: 3x+2y+2z=38
Solucion:

a) P,(0,0,5); P,(0,0,8)
b) P]_PZ = (O;Or?’)

SN (0,0,3)-(3,2,1)_ 3
d= ProyaPle = m = 14 P5(0,0,8)

-~

~

\.

e Otra forma de determinar la distancia entre planos paralelos es :

1. Trazar una recta perpendicular a ambos planos utilizando uno cualquiera de los puntos del plano
L:(x,y,z) = (x1,¥1,21) + A (a, b, ¢)

2. HacerLnm=P

3. d(my,my) = |PP| = \/(x —x)?+ =)+ (2 —2)?

[. Con los mismos datos del ejercicio anterior: \
Solucion: simy : 3x+2y+2z =5m,: 3x+2y+z = 8

1.L1m—>v//nf »v=»An; construyes larecta

x = 3A
L:(0,0,5) + A (3,2,1) pasando L a la forma paramétrica L:{ y =2A (*)
z=5+A

2. L n w2 — es sustituir las coordenadas de L en la ecuacién del plano m2
3x + 2y + z=8- 3BA+22D+G + ) =851 = 3/14

Sustituyendo A en *

P (9/14,6/14,73/14)
. 1= J(2) + () + (B-s)

3
0= |P1P| ==\/ﬁ

. S B0

14’14’14

67



Guias Teorico — Practicas de LLR AGA

DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA
Sea L:(x,y,z) = (x9,Y0,20) + A(a,b,c) ,Poe L; Pig L
Para calcular la distancia de P1a L se procede a:

1. Determinar |PoPy| = ¢
2. Proyectar PyP; sobre vector director de la

recta
s POP1 - 1_7)
a= |Proy17P0P1| = 3]

3.dist(P,L) = P,P = b =+/c? — a?

e Otra forma seria sabiendo que:

b _ PP
sena = — =
¢ PP

El triangulo P1PPy es recto en el vértice P, luego se verifica que d(P;,L) = P,P = |P0P1| - sena
multiplicando y dividiendo por || tenemos:

|PoPy| - |9 - sena  [PyPy x 9|

dP;, L) = — -
(P1, L) H H

e O bien se podria

1. Trazar un plano w1 L Ly que contenga a P;

/
heT

2. Hacer minL =P

3. Calcular

|P1P2| = \/(xz —x1)2+ (V2 —y1)? + (2, — ;)

DISTANCIA ENTRE RECTAS PARALELAS

Dos rectas son paralelas cuando sus vectores directores son multiplos, o el coseno del angulo que
forman vale 1 6 —1, o el producto vectorial de sus vectores directores es nulo y ningun punto de una
recta pertenece a la otra

Para calcular la distancia se procede a:

1. Determinar un plano perpendicular a las rectas por ejemplo: 1. PX-7=0
2. Lonmi =P
3. C&lCU|ar |P1P2| = \/(xz - xl)z + (yz - yl)z + (ZZ - Zl)z
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DISTANCIA ENTRE RECTAS ALABEADAS

Dadas las rectas L1 y L2 cuyos vectores directores sonw’y v (no paralelos) es posible hallar un Gnico

par de planos paralelos 7, y m, que contengan a ambas rectas, para ello se procede a:
1. n=ux7"
2. P1€ L]_ ,Pz LzAﬁLnl,nz

3. d(L1,L2)=d(m1,m)

L2 2
e Otraopcion es
1. n=uwxv
2. d(Ly,Ly) = ProyzPiP, = Pll”%'l L
1

y—=7 z-2 y z—4
Lix—2=—=— Lyx—1===—
1:X " - Y 2: X 3 s

Solucién:
w = (1,4,-1); P1(2,7,2) y ¥ = (1,-3,5); P,(1,0,4)

T . — — 1 4 -1
Andlisis de paralelismo: uw’ = Av = T #— #— =noson paralelas

Analisis de coplanaridad PP, - (¥ x1) =0 PP, =(—1,-7,2)

-1 -7 2
PP -(uxv)=]|1 4 —1[{=-120-3)+7(+1)+2(-3-4)=0
1 -3 5

No son coplanares
Conclusién si las rectas no son paralelas y no son coplanares entonces son alabeadas

Célculo de distancia

i j k .
n=uxv=[1 4 -—-1|=17i—6j—7k=(17,—-6,-7)
1 -3 5

(-1,-7,2) - (17,-6,-7) _

d(Ly,Ly) = ProyzP P, = 17216172

o /
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TRABAJO PRACTICO - POSICION Y MAGNITUD

1. Dadas las rectas: L : X=2_Y_, 4

L,:x - Y _7_3. Determina:
3 6

a. la posicion de una respecto de la otra (paralelas, coincidentes, concurrentes, alabeadas)
b. el conjunto solucién

c. calcula la distancia entre ellas de ser posible.

2. Dadas las rectas L, que pasa por el punto Q (—1,—3,0) y es paralela al vector (2,2/3,-1) y la
recta L, perpendicular a los vectores u = (1,0,2) y v = (2,—3,2) y que pasa por el punto (4, 3,
1). Determina:

a. laposicion de una respecto de la otra (paralelas, alabeadas, coincidentes)

b. calcula el punto de interseccién
c. si fueran paralelas o alabeadas la distancia entre ellas

3. Sea la recta L: {y;iiz_g yelplanom: x + 3y —5=10

a. determina la posicion relativa entre la recta y el plano y encuentra el conjunto solucion
b. halla un plano perpendicular a = que contenga a L
C.

calcula la distancia del punto A(1,2,3) sobre el plano hallado.

4. Calcula la posicion relativa entre las rectas y el conjunto solucion. Determina la distancia
x—2 y+1 z-1 X

y—1 z-2
G MTTTT TS T T T T,

x—1 z—3 x—2 y—-1 z+1
b. e 1 =y—1= 5 ; ! ) = > = 3

x—1 z—3 x—2 y—1 z+1
c. 118 1 =y—1= T Ty: S - T

5.Seal;: {x I_}Il_;i; i; 0 y L,:(x,y,z) =(0,0,1) + 1 (1, b,c) se pide:

a. los numeros reales b y ¢ para que las rectas sean paralelas.

b. para los valores hallados, encuentra la ecuacién general del plano que las contiene a ambas
c. parab =—1yc = 0,encuentre ladistanciaentre L,y L,.

6. Sea L la recta de interseccion de los planos m:2x + y—z + 30 =0y m,:x -y + 2z = —1.
Encuentra el &ngulo que forma L con el planomt;: x+ vy + z = 0

7. Demuestra que:

a. L: x_—11 = y;’Z = 2;3 no esta contenida en el plano 2x — 4y + 2z = 8

b. calcula la distancia entre la recta y el plano.
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8. Sea L1 larecta que pasa por A(—3,2,1) y B(4,0,0) y sea L> la recta que pasa por C(1,—1,2) y tiene
direccion v = (3,4, —2). Determina:

a. laposicion relativa entre las rectas
b. la distancia entre ellas si las rectas fueran paralelas o alabeadas

9. Sea L una recta que pasa por (1,1,1) yes paralela a = (2,—1,3) y = el plano que pasa por
P(1,1, —2) y es generado por los vectores (2,1,3) y (0,1,1). Determina la posicion relativa entre la
recta y el plano.

x=2+2t
10. Determina una ecuacion del plano que es paralelo a larecta L; {y = —1 + ¢,
z=1t

ycontieneaL,: 2(x+2)=y= 2(z—1)

11. El punto (1,2,3) pertenece a la recta L, la que ademas es paralela a la recta de interseccion de los
planos x + 2y +3z =4 ; 2x + 3y + 4z = 5. Halla la ecuacion de L

—x+y—-1=0 . _ .
12.Sean{x iyt h=p Y TiX + y + z+ 1 = 0. Determina los valores de t y h para los cuales

la recta estd incluida en el plano. ¢ Podrias resolver haciendo un sistema con las tres ecuaciones?
¢ Como deberia ser el determinante de la matriz de coeficientes en este caso?

13. Dada larecta L: (x,y,z) = (1 + ¢, kt,2 — t) y los puntos A(—3,1,2) y B(1,2,1).

a. Halla k si existe tal que B pertenezca a la recta L
b. Para k = 2 halla la ecuacién paramétrica del plano que pasa por Ay contiene a la recta L

2x—y+z=6

x+4y—27=g Ml

14. Sea L: {

a. elpuntodelarectaparaz =1
b. los puntos de interseccion de la recta con los planos coordenados
c. los cosenos directores de la recta

15. Encontrar la ecuacion del plano © que cumple simultdneamente con:

a. (0,00) ern
b. 71l m donde my:x+ y—2z =1
c. w esparaleloa LdondeLeslx +y +z =0Ax+2y—2z =1
16. Dadas las rectas:
xX 'y z x+1 y+5

Liit==—%=—; .

2 -3 n 3 2
Calcula el valor de "n" para que L, y L, sean concurrentes (2, —3,1)

VA
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EJERCICIOS DE DISTANCIA

1.

10

11

12.

13.

. Dados el plano z: (x,y,z) = (1,-1,0) + 1(1,0,¢) + u (0,1,0) y larecta L: {

Halla la distancia del punto al plano indicado.
a P(2,23) ; a:2x +y-12 =0

b. Q(7,3,4) ; B:6x + 3y + 2z-12 = 0
c. R(1,-2,3) ;v:2x-3y +2z-14 =0

. Un plano tiene como ecuacion general 4x + 4y + 2z -18 = 0. Halla

a. la distancia del plano al origen

b. la distancia del punto M(0,5,3) al plano

c. el punto Q del plano méas proximo al origen

x+y—2z=5

x+y—-3=0

Siun plano pasa por P(2,3,—5) yes paraleloal plano y: x — 2y + 3z = 6. ;Cuél es la distancia
entre ambos planos?

Calcula la distancia del punto (1,0,2) a la recta: L: {

Si un plano pasa por P(1,2,—3) y es paralelo al plano 8:3x —y + 2z = 4. (Cuél es la distancia
entre ambos?

x+1 y—

. Dada LT = y1 = z + 3. Obtén:

-1
a. el punto donde L corta al plano XZ
b. la distancia entre dicho puntoyelplanomr: x =3y + z= 0
c. la distancia desde el origen a la recta L

. Sean las rectas L;: (x,y,z) =(0,1,0) + A (0,-1,1) y Ly: {321 fi determina los valores de

k € 97tal que la distancia sea igual a 2.

Halla si es posible, las ecuaciones de los planos con normal 7 = (4,—2,4) que estan a una
distancia 5 del punto P(0,1,—1)

. Dados el plano m:3x + 2y + ¢z = 12 y el punto P(1, —1,0) halla todos los valores de ¢ para los

cuales la distancia de P al plano es igual a 3.

. Si my:6x —3y —2z =35es paralelo a m,: 6x — 3y — 2z = —63, calcula la distancia entre

ambos planos.

x+y—z=-3
x+y+3z=9
Halla el valor de ¢ € R™ tal que el angulo entre L y m sea igual a 30°

Dada la recta

x—1 z+1
L: =Y

2 3 2
y el punto M(1,1,1) que no pertenece a ella, halla el punto simétrico de M respecto de dicha
recta.

Dadas la recta

x+2 -3
L Ak

-3 —h
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conh=0yelplanorw: x + hy —15z + k = 0. Se pide:

v 235

a. losnimerosrealesconh < 0yk > 25 talesque L // r y la distancia entre ambos sea

b. los nimeros realesh y k talesque L nt = (1/4,3/2,%)
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