Unidad 6: Sistemas vibratorios de un grado de libertad.

Conceptos generales.

El estudio de los sistemas vibratorios trata sobre el comportamiento oscilatorio de los
cuerpos, es decir las oscilaciones alrededor de una posicion de equilibrio.

Se estudiard el comportamiento dindmico de masas sometidas a fuerzas elésticas. El
analisis se efectiia sobre masas puntuales, es decir sistemas materiales de dimensiones
despreciables. Posteriormente se trataran sistemas con dimensiones considerables (cuerpos
solidos) en los cudles esas deben ser tenidas en cuenta a efectos del estudio de su
comportamiento dindmico.

Los sistemas vibratorios pueden clasificarse de acuerdo a distintos puntos de vista.

Pueden ser sistemas lineales o no lineales. Un sistema es lineal cuando la composicién
de las respuestas a las fuerzas actuantes consideradas por separados es igual a la respuesta a
la composicion de dichas fuerzas. Los sistemas reales son generalmente no lineales pero en
el caso de pequetias oscilaciones, pueden ser aproximados mediante sistemas lineales.

Los sistemas pueden ser de uno o varios grados de libertad, de acuerdo al nimero de
coordenadas independientes necesarias para su descripcion.

En cuanto a la vibraciones, estas pueden ser libres o forzadas. Las vibraciones libres se
producen cuando se aparte al sistema de su posicion de equilibrio y luego este oscila bajo
la accioén de fuerzas propias del sistema. En el caso de vibraciones forzadas, el sistema
vibra sometido a la accion de fuerzas forzadoras externas.

Fuerza recuperadora elastica:

Es aquella dependiente de la posicion (por lo tanto, admiten un potencial) y que se
materializa mediante elementos elasticos tales como barras, resortes, flejes, etc.

Entendemos por elastico a cualquier sistema susceptible de deformarse bajo
determinada solicitacion y que recupera totalmente su forma o configuracion original al
suprimirse la misma.

La fuerza recuperadora elastica es la respuesta del sistema a la interacciéon que lo
deforma.

Los cuerpos deformados almacenan energia potencial, denominada energia potencial
elastica. Esta energia es la necesaria para producir la deformacién, y es devuelta al
recuperarse la forma original.

Modelacion dinamica:

Las interacciones dinamicas entre fuerzas y masas se W,[W
estudian mediante modelos tedricos o abstracciones que,
suficientemente analizadas y proximas a la realidad,
representan  satisfactoriamente a los sistemas reales.
Constituyen  esquemas  simplificados que  permiten
progresivamente abordar el andlisis de sistemas crecientes en L
grado de complejidad. En este capitulo seran utilizados
modelos fisicos, representaciones esquematicas del sistema
real, y modelos matemdticos, es decir, representaciones
analiticas mediante una ecuacion diferencial o un sistema de
ecuaciones diferenciales establecidas en base a leyes fisicas,
como la segunda ley de Newton. Estos modelos matematicos $ S
describen el comportamiento dinamico del modelo fisico en 1

cuestion.
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Deformacion de sistemas elasticos tipicos y fuerzas recuperadoras elasticas.

6.2.1. Se analiza en primer lugar el comportamiento de una barra elastica sometida a
traccion, de longitud 1 y seccidn transversal A.

Se asume el material cumple la Ley de Hooke, que relaciona la deformacion resultante
(respuesta) con la fuerza actuante (solicitud o interaccion)

0 = deformacion

F = Solicitacion

L = longitudid original (sin deformacion) de la barra
A = Area seccidn transversal

E=Modulo de elasticidad (mddulo de Young)

La relacion entre la deformacion (0) y la solicitacion (F) estd dada por:
_FL [6-1]
AE
1

Haciendo L: —
AE K

y eligiendo la coordenada x = o, se puede escribir:
F=Kx [6-2]
relacion que expresa que la fuerza es proporcional a la deformacidon o elongacion. El
coeficiente K depende de las caracteristicas geométricas ( L, A) y elasticas (E) del
material que constituye la barra.
Desde el punto de visa energético, el trabajo (W) necesario para deformar la barra es
almacenado como Energia potencial elastica o de deformacion:

' 1
W= [ - Kxdx = 'EKXz: [{Kxdx =V(0)-V(x)

Si V(0)=0= V(x) = %sz [6-3]
Viga elastica simplemente apoyada, sometida a una carga concentrada en el centro.
Sean:
E = Modulo de elasticidad del material de la viga l F
J = Momento de inercia de la seccion transversal
de la viga. NS o X -
L =luz de la viga. S~ Y-
F = Carga o solicitacion.
x = deformacién (deflexion) de la
viga en el punto central | |
L2 L2

e,

La flecha o deformacion “x” en el centro de
acuerdo con la teoria de la resistencia de materiales vale:

FL’
X =
48E]
haciendo 48EJ _ K [6-4]
y L3
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48EJ

F(x)=Kx = . X [6-5]
V(x) = (KX = 211? x* [6-6]

Barra elastica sometida a torsion (se aplica un momento torsor M en su extremo).

Sean:

G= Moddulo de elasticidad transversal del material que
constituye la barra.
Jp = Momento de Inercia Polar de la seccion transversal de la
barra.
L = Longitud de la barra.
Al aplicar el momento torsor M la seccidn transversal extrema
experimenta una rotacion relativa (deformacién angular) ¢ que
responde a:
_ ML _ M
Glp Ky
Glp
con Ky =——— 6-7
6T [6-7]
Asi: M=K, =G—I{P b [6-8]
2 Glp >
V(9) = (172) Ky~ =(1/2) T(b [6-9]
Modelacion

7

L

A efectos de lograr una mejor interpretacion conceptual del comportamiento de
sistemas dindmicos, los casos (sistemas) tipicos examinados son susceptibles de ser

reducidos a modelos como los que se indican:

Barra sometida a traccion:

Se sustituye la barra eldstica por un resorte axial cuya
constante elastica es K.
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Barra sometida a flexién (viga con carga concentrada en el centro)

en el centro de la viga,

esta puede ser

reemplazada  por un £\ S~ _ T x _-"A
~ - -

resorte cuya constante S=-r-

vale, segun [6-4]: ‘-

| |

K= A8EJ L/2 L/2
L3

Si la carga estd aplicada l F 1

Barra sometida a torsion.

Una barra cilindrica sometida a torsion puede asimilarse a un resorte torsional, cuya
constante es, de acuerdo con [6-7]: 7

g, -G
L G
Esta constante relaciona el momento torsor

aplicado con el angulo de deformacidn, sus

unidades son distintas de las constantes

anteriores. -

M

Movimiento de una particula en las inmediaciones de un punto de equilibrio.

Segun se ha visto en el capitulo de dindmica de la particula, en presencia de fuerzas de
dependen de la posicion tinicamente, se define la funcioén de energia potencial V(x).
Esta funcion V(x) puede desarrollarse en series de Taylor:

o0

V9= 2V (x,)x-x,) [6-10]

n=0

V(x) = V(x0)+V P (x0)(x-x0)+(/2) VP (x0)(x-X0) ...

Derivando respecto de “x”:

dV(x) _dV(xo) , d*V(x,) 1d°V(xy)

X-Xo)t X-Xo)*+...
i i 02 (X-X0) T (X-X0)
Sabemos que si F = F(x), admite una funcién potencial tal que se verifica:
2
md X — F(x) = - dV(x)
dt? dx

dV(xy) -0

y en un punto x = Xy donde se verifica equilibrio, se cumple F(xo) = -

Si se adopta como origen del sistema referencial el punto donde se verifica equilibrio,
queda:
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- d*V(xg)  1d°V(xg) 2

mx =F(x)=-
dx? 2 dx?
mx=Fx)=-Kx—ax’-bx’-... [6-11]
2
donde: sz,azlm, .....
dx 2 dX2

Si no se desprecian los términos de orden superior, la solucién de la ecuacion
diferencial [6-11] proporciona la ecuacion de movimiento del Oscilador Anarménico o no
lineal.

Si, en cambio se toma solamente el término lineal, despreciando los de orden superior,
queda la ecuacion diferencial :

mx = -Kx [6-12]

Esta ecuacion diferencial de segundo orden es la ecuaciéon del movimiento del
Oscilador armoénico o lineal. Debe quedar claro que el oscilador armonico es una
aproximacion del caso real, inarmonico. Esta aproximacién es buena cuando las
deformaciones son pequefias.

La ecuacion [6-12] expresa la dinamica de un sistema material constituido por una
particula de masa m sobre la que actia una fuerza recuperadora eldstica (proveniente de un
“resorte” idealizado de constante elastica “K”).

Visto de otro modo, si se desprecian los términos de orden superior en el desarrollo en
serie de V(x), y adoptando x, = 0, resulta:

V(x) = ('H)Kx? [6-13]
2
siendo K = dV_(;(O)
dx

K= Constante de proporcionalidad entre la fuerza “F” y la
deformacion “x”. El modelo fisico para este oscilador armonico
o lineal es el mostrado en la la figura. Si bien la masa se puede
dibujar como un bloque o cuadro, se interpretara se comporta
> como una particula.

Combinacion de constantes elasticas

Un sistema mecanico puede estar constituido por

una serie de elementos elasticos (resortes) actuando K,
sobre la o las masas que lo constituyen.

Este conjunto de resortes que oponen resistencia a su
deformacion, pueden ser reducidos o sustituidos por uno
solo de tal manera que el efecto dinamico producido
resulta equivalente. | 5
Se distinguen dos modos de conexidon de los resortes 1 Vv
componentes:
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6.5.1. Los resortes experimentan la misma deformacion, al aplicar la (o las) fuerza activa

sobre los mismos.

La masa dispone de un solo grado de libertad, y el Uinico movimiento posible es la

traslacion en direccion vertical.
“d” es la deformacion producida por la fuerza “F”.

La fuerza total “F” es absorbida por los resortes
de constantes elasticas “K;” y “K,”. La deformacion
que sufren ambos resortes es la misma, e igual a “3”.

El diagrama de cuerpo libre para la masa “m” se
muestra en el dibujo de la izquierda.
La ecuacion de equilibrio correspondiente es:
F =6K, + 6K,
F=0(K; +K;) =0 Ky

Llamando Kt = K, + K;, Constante total o equivalente.
Generalizando, para “n” resortes que sufren igual deformacion:

Kr=YK; ,i=12,.n [6-14]

oK,

Los resortes presentan deformaciones diferentes bajo la acciébn de una misma

solicitacion.

Seglin la disposicion indicada, y por condicion de
equilibrio se debe cumplir:
F, = F, = F (Las fuerzas recuperadoras de
cada resortes son iguales a la solicitacion)
La deformacion total del sistema sera la suma de las
deformaciones de cada resorte:
ST = 8 1 + 62
Haciendo 6]‘ = FT/KT = F]/K1 + FQ/KZ
= =F(1/K;+1/K3)
Simplificando:
1/Kr = (1/K1+1/K5)

En general, para “n” resortes:
/Ky =2 1/Kj [6-15]

Ky

Se puede realizar una analogia con las resistencias en un circuito eléctrico. Las fuerzas
serian los equivalentes a las tensiones, y las deformaciones equivalentes a corrientes
eléctricas. Los resortes que tienen la misma deformacién (el primer caso expuesto) pueden
asimilarse a resistencias conectadas en serie (la misma corriente), en tanto que los resortes
sometidos a la misma fuerza equivalen a resistencias conectadas en paralelo (la misma

tension aplicada).

Estudio de Vibraciones Mecanicas Armaonicas

En lo que sigue, se considerara el Oscilador armoénico o lineal. Se estudiaran
vibraciones de pequefia amplitud, que producen desplazamientos muy pequefios en torno
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de una posicion de equilibrio estable. Se analizardn en primer lugar, las vibraciones
armonicas libres, es decir las oscilaciones que se producen en ausencia de fuerzas externas.
Luego, seran estudiadas las vibraciones forzadas.

Vibraciones armonicas libres no amortiguadas.

Las vibraciones libres no amortiguadas son las que se producen en ausencia de fuerzas
disipativas, por lo que unas vez iniciadas, las oscilaciones se mantienen en forma
indefinida.

La ecuacion del movimiento es:

B F(x)

mx =F(Xx)=-Kx [6-16] —
F(x) representa la fuerza recuperadora elastica. m
de [6-16]:

mx +Kx=0 X

>k . —
llamando a w@,” =— (o, es la frecuencia
m

propia o natural del sistema, o frecuencia circular Posicion de
de oscilacion armoénica. También se suele equilibrio

denominar pulsacion).

Asi |x+ o, . x=0]| [6-17]
La [6-17] es una ecuacidn diferencial lineal homogénea de 2° orden.
Resolver esta ecuacion implica hallar la ley del movimiento x(t), es decir la relacion

entre la deformacion “x” y el tiempo “t”.
Para hallar la solucion se sigue el método clasico para resolver ecuaciones

diferenciales. Se propone como soluciéna x =e® ; donde p es una
constante.
Sus derivadas resultan: x=p.e"; x =p-. "
- L2 2_ _ 2
Sustituyendo en (1) queda: p”+ @,"= 0 p=4—o,
p’=*in,

r1e 1 t -1 t . .
Entonces es valido x(t) = Cj.e' ™" + Cy.e” ™', que mediante un cambio de constante de
integracion:

c =Rev C, =R et
2 2
X :é.ei(a)OHQ) _I_é.e—i(a)ot-rﬁ) [6-18]

Utilizando las relaciones de De Moivre, queda:
X(t)=Acos (0, t+ 0) [6-19]
A, 0, son constantes a determinar una base a condiciones iniciales.

Asi, si para t =t, = 0 las condiciones iniciales son

X=Xp; V=X =V,
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( 1/2
\Y 2 \Y 2
Sera Xo=A . cos 0 XOZ+L2:A2 - A=|x,* + >
{ @o @o
v v
Vo=-Amsen0 y wy g0 =2 — tgd =——>2
L Xo Xo®Wq

De tal modo, la ley de movimiento [6-19] corresponde a un movimiento arménico de
amplitud A y desfasaje 6.

El angulo de fase O depende de las condiciones iniciales. En particular si v, = 0
entonces 0 = 0; si x,= 0y vy # 0, resulta 6 = 90°.

2r
El movimiento es periddico de periodo: 7 =— [6-20]
a)O
: : 1 _ o, .
La frecuencia del mismo es f =— =2—. Asi: o, =27.f [6-21]
T 2z

Notese que la frecuencia natural es independiente de las condiciones iniciales, es decir,
que ante distintas configuraciones para las condiciones iniciales cambiaran la amplitud y el
angulo de fase de la oscilacion, pero este tendra siempre la misma frecuencia igual a la
frecuencia natural.

Oscilador Amonico Torsional Libre

En este caso 0, es la coordenada del movimiento. La ecuacion del movimiento es:
M=-k0 Aplicando la Ley de Newton

M=1 9 y 1 9 =-ko donde I es el momento de inercia.
o k

0+ T.@ =0 [6-22]

0(t) = 00. cos (w, t + ) Ley del movimiento

M: par aplicado

0 = « : aceleracion angular
I: momento de inercia de la masa, respecto del polo O

Oscilaciones con influencia del peso

Un par de consecuencias importantes surgen de considerar el K
modelo Masa-Resorte con influencia del peso, por ejemplo si el
movimiento se realiza en direccion vertical.

En equilibrio estatico, el resorte estara deformado por la L
accion del peso. Luego resulta: | POex

P=k. &c [6-23] (la fuerza del peso es igual a la Pl T
recuperadora eléstica).
Se introduce un sistema referencial cuyo origen coincide con la
posicion de equilibrio, entonces el planteo de la 2° Ley de Newton resulta:
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mX:-k(Sest+X)+P

m X

mx = -kx

-k Ot -Kx+P y por [6-23]:

Como conclusion
m
1) De[6-23] k=——=M9
est 5est
determinar K (Habitualmente P es conocido y Oy, s€ puede medir).

relacion que proporciona un modo expeditivo para

2) Teniendo en cuenta que la fuerza P predeforma al resorte en Oy, €lla no influye en las
caracteristicas del movimiento.

Metodos energéticos
Para sistemas conservativos (fuerzas dependientes de la posicion) vale:

E =T + V = constante T = energia cinética
V = energia potencial

Todo sistema de fuerzas recuperadoras elasticas del tipo

F=-kk admite V(X)= ;kx2 (potencial elastico)
dv,,
Tal que: ——==F(x)=—kx
dx

En un sistema mecanico con vibraciones libres, es decir sin disipaciones debidas a
amortiguamientos, la energia es en parte cinética y en parte potencial.
La ecuacion de movimiento surge de:

E =T + V = constante 0 d—E:E(T +V)=0
dt dt

Para un sencillo sistema masa-resorte

.2
d_E:i(T +V):i lmx +lkx2 =0
dt dt dt| 2 2

Que conducea mx +kx=0

Si el sistema es mas complejo, corresponde evaluar apropiadamente Ty V.

dE

—— =0 conduce a la ecuacion de movimiento.
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Vibraciones Armdnicas amortiguadas

Modelo dinamico
Al esquema se incorpora un elemento, el amortiguador, en el cual se origina una fuerza
dependiente de la velocidad, actuando de tal modo de oponerse a todo instante al sentido
de estd ultima. Esta fuerza se llama fuerza amortiguadora. En el caso mds general es
funcion de una potencia de la velocidad
Fp=-kVv" [6-25]

Para el estudio de oscilaciones armoénicas, se adoptard n=1, que representa
razonablemente situaciones reales. La constante del amortiguador se identificara como “b”,
siendo sus unidades [Newton]/[m/s].

En el modelo dindmico, el amortiguador se simboliza como un cilindro-piston.

Para obtener la ecuacion de movimiento, se plantea el diagrama de cuerpo libre, sobre
la masa actiian dos fuerzas: la debida al resorte y la debida al amortiguador. Aplicando la
ley de

Newton, queda:

m
mx =-kx-b x
o * k x A R
mx+ bx +kx=0 [6-27] l T b.X
que se puede escribir .):+—).(+_ X=0 k % tj X
m m |
y llamando @,> =% y y:% W/////////////A

la ecuacion anterior queda:

X+ 2y X+ wy2 X =0 [6-28]

Ecuacion diferencial homogénea de las vibraciones libres amortiguadas.

Proponiendo como solucion X = con derivadas
X =pe” , x =p° e
Sustituyendo en [6-27]:
M (mp’+bp+k)=0

Y para que ello se cumpla para todo t, debe ser :

mp® +bp+k=0 [6-29]
Esta ecuacion es llamada ECUACION CARACTERISTICA.
Las raices de esta ecuacion son:

b b)Y k
__b . _X 6-30
pro = (mj . 16-30]

O bien

P, =-7E\r — ] [6-31]
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El andlisis de [6-30] y [6-31] conduce a tres situaciones fisicas diferenciadas, segun el
radicando (y* —®,”) negativo, positivo o nulo. Si el radicando es negativo, el caso se dice

es subamortiguado, y el movimiento puede describirse como oscilaciones amortiguadas, es
decir, que se producen oscilaciones cuya amplitud decae en el tiempo. Este hecho se debe a

la naturaleza disipativa de las fuerzas amortiguadoras. Cuando el radicando »* —a)02 es
positivo, se dice que el caso es sobreamortiguado, las fuerzas amortiguadoras son de mayor
importancia y no llegan a producirse oscilaciones. Cuando y° —@,”es nulo, es caso se
denomina critico, y marca el limite entre los casos anteriores.

Vibraciones Subamdrtiguadas

En este caso

(}/2 = a)oz) (0 , o también (¥ < mo2) [6-32]

Puede interpretarse como que el término en que interviene el amortiguamiento es de
“menor significacion” en relacion con ®,; la influencia del amortiguamiento tiende a
desaparecer cuando y<<w®, y el movimiento se aproxima a las vibraciones libres no
amortiguadas.

Se define w, =+/7* -, [6-33]

cantidad que se denomina pseudopulsacion.

Entonces:
2 2 - . . . . .
Ny —o, =N-14y’—w,” =iw, donde i es launidad imaginaria.
Las raices pueden escribirse entonces como  p;=-y+1im;; p2=-7y-10;

y la solucion puede escribirse como la combinacion lineal de las soluciones particulares:
X(t) = Cl e pit + Cz'e Pt _ C:1 .e(—}’-Ha)l )t + Cz.e(_}/_I%)t

Haciendo:
C, _Agio =§.(cos<9+isen9)
2 2
C, _ Ao :A.(cose—isene)
2 2

La ley del movimiento x(t) queda:

X(t)= Ae™.cos(w,t +0) [6-34]

Donde m; es la pseudopulsacion o frecuencia circular de oscilaciones amortiguadas
Las vibraciones subamortiguadas son efectivamente oscilatorias y de amplitud
decreciente en el tiempo. Su periodo de oscilacion es:
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def

Ca=a Bubamortiquada

e

Ae™

tiempo

[6-35]

Como se ve en la figura, las
oscilaciones son tales que su
amplitud va decayendo. El
caso mostrado corresponde a
condiciones iniciales x(0)>0 y
[ ]

X>0. La  fuerza  del
amortiguador disipa la energia
disponible, y el movimiento
cesa una vez que se disipa
toda la energia que
inicialmente se le comunica al
sistema.

Vibraciones Sobreamortiguadas (movimiento no oscilatorio)

En este caso:

(7/2 _a)oz) 0

[6-36]

Cuando se cumple esta condicion, el término de amortiguamiento es importante en
relacion a ®,, cuanto mayor sea y frente a wo la influencia del amortiguamiento serd mas

pi=-7+n' -,
p2=-v- 1 —@,

fuerte.

La solucidn es:
X(t) = Cl .e_plt + C2 .e_pzt

[6-37]

que representa un movimiento exponencialmente decreciente del tiempo, y aperiddico, es
decir que no se producen oscilaciones.

Vibracion Criticamente Amortiguada

Ocurre cuando se cumple:

(7/2—(002) =0 o sea, 72

2

:a)o

Y la ecuacion [6-30] conduce a una raiz doble
Xty =Cre Pt +Cre P =(Cy +Cy)e 7t =Ce !

O también, segun se puede demostrar:

X(t) =e VLA + ALY

[6-38]

p1=p2=-7%

Con las constantes A; y A, dependientes de las condiciones iniciales:

t,=0
X =X,
[ ]

X=V,



La forma de la ley de
movimiento depende de los
valores de X,, Vo.

Para un determinado x, se V(0)>0
representan graficamente distintas
evoluciones de la deformacion, Xo V(0)=0
variando el valor de la velocidad

inicial.

Tener velocidad inicial V(0) \\
significa que se impulsa a la masa
en la misma direccion que la
deformacion X(0), por lo que el —_ V(0)<0
valor de la deformaciéon primero
aumentard para luego decaer bajo
la accion de la fuerza elastica del resorte. Velocidad inicial negativa corresponde al caso en
que la impulsa a la masa en direccion contraria a la deformacion, la cantidad de energia
disponible (la suma de la almacenada en el resorte y la cinética que se le comunica a la
masa) puede ser suficiente para que la masa supere la posicion de equilibrio estatico.

X (b) A

Factor o grado de amortiguamiento.
De la condicion de amortiguamiento critico:

2 (ij o2k
2m ° m

Llamando b.: coeficiente de amortiguamiento critico.
b, =2maw, =24/mk [6-39]

El Grado de Amortiguamiento suele entonces expresarse como la razon:

b b
¢=— (§= =L:>7/=C.a)oj [6-40]
be 2mo, o,
b<b, ((<1) vibracion subamortiguada
Si b=b. ((=1) vibracion critica
b>b. ((>1) vibracion sobreamortiguada

Para Vibraciones subamortiguadas la ecuacion [6-34] resulta:
Xty = Ae ™" cos(@, (1-¢ %) 2t +0) [6-41]

2 2\V2 2 ) \1/2
Donde W = (a)o 4 ) =, (1 - ) [6-42]
Decremento Logaritmico

Cuando el factor de amortiguacion  es menor que uno, se producen oscilaciones
amortiguadas, es decir, oscilaciones cuya amplitud decae en el tiempo. La razon entre dos
amplitudes méximas consecutivas es:

111



2z

S (t+7) g o E
Xne Al .cos[a)l(t+z')+0]_e e “ e Vo
Xn Ae7Y cos(w;t +6) et
2 y
X - .
il _g @ [6-42]
Xn
2z
Entonces: Xpo =X, 9 =x,e71 [6-43]
27
y por lo tanto Xn__e
Xn+1
I _27 y =06 (constante)= decremento logaritmico [6-44]
Xn+l @1

El logaritmo de la razén entre una amplitud maxima y la inmediata siguiente es una
constante denominada decremento logaritmico 4.

2r 2.t g

5=y = [6-45]
o w,(1-¢H? 12

Cuando £—0 d=2m¢§ [6-46]

Si se puede medir dos amplitudes maximas consecutivas, en una vibracion
amortiguada (se logra conocer d) es posible obtener b, (despejando £ en funcion de 5). Esto
indica una forma experimental de medir el coeficiente de amortiguamiento.

En cuanto a la Energia Potencial Elastica acumulada en sucesivas amplitudes méximas.

2 2z

2 )

En+1 _ 1/2-k-xn+1 _ Xn+1 —e (wl ]7
En  1/2kx,’ X,

[6-46]

La energia decrece al doble de rapidez que lo que decrece la amplitud (comparar con [6-
43]).

En. =E,e 21 [6-47]

Vibraciones Armonicas Forzadas

Ocurren vibraciones forzadas cuando la masa se encuentra sometida a la accion de una
fuerza forzadora o excitacion. El andlisis de diferencia segin el como es la fuerza
forzadora.

Las soluciones mas sencillas son las que se obtienen para fuerzas forzadoras
armonicas, es decir, cuando responden a la ley F(t) = FO sen ot. Para este tipo de
excitacion, la deformacion resultante serd también armonica y de la misma frecuencia, pero
en general estara desfasada.
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Las fuerzas forzadoras periddicas pero no sinusoidales pueden descomponerse en
armonicas siguiendo el desarrollo en series trigonométricas de Fourier, luego la respuesta
serd la composicion de las respuestas a las excitaciones armoénicas consideradas por
separado. Este procedimiento es aceptable si el comportamiento del sistema es lineal.

Vibraciones Forzadas Sin Amortiguamiento

Modelo Dindamico:
F(x) =-K.x , ,
) Sobre la particula de masa m actua -
la fuerza perturbadora exterior arménica:

—/\/\/ \_.mT Fo=F,.senot

Donde o es la frecuencia circular de la fuerza perturbadora
(es frecuentemente producida por desbalances en maquinarias rotatorias).
En ausencia de amortiguacion, la ecuacion del movimiento resulta:

d?x

m.—- = —kx+ F,.senat [6-48]
dt?

F . . .
Llamando a)02 =— y P, = —2 (dimensiones de aceleracion)
m m

Reemplazando en la ecuacion queda

X + a)oz. x = P,. sen ot [6-49]

Ecuacion diferencial no homogénea de segundo orden de las vibraciones forzadas, sin
amortiguamiento.
La solucion general, segun la teoria de las ecuaciones diferenciales es:

X(1) = Xx(1) + xp(1)

donde:
x(t) = ecuacion del movimiento, da la posicion en funcion del tiempo.
xp(t): solucidn de la ecuacion diferencial homogénea asociada
Xp(t): solucion particular.

Segun lo visto anteriormente:  xp(t) = A cos (@t + 0)
Para la solucion particular, x,(t), se prueba con:
Xp(t) = a senomt
derivando respecto del tiempo:

Xp =a m cos ot

Xp =-a®m sen ot

Reemplazando en la ecuacion [6-49], y para que se cumpla para todo t, debe ser:

[6-50]
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10 , .
Llamaremos 4 =— (razdn de frecuencias)

W
P
a= 02. 12 [6-51]
w,” (1-47)

Po Fo

0,° K

3

=0est  [6-52]

Oest: deformacidon que acusa el resorte si F, se aplica en forma estatica, o también la
deformacion que produce por accion del maximo valor que puede asumir Fyy).

Entonces la ley de movimiento resulta:

x(t) =xn + Xp = A. cos (0, t +0) + a . sen wt

Siempre que se cumpla el valor de a, segin [6-51]

Puede escribirse:

1=

(4]

oy

U1 02 04 0B 08

e

12 1.4 16

[6-53]

2 12 [6-54]
Oest 1-4

Siendo Jd.s una constante interesa
analizar la relacion funcional entre a
y A

(para A > 1, a < 0, pero se
acostumbra rebatir la gréafica sobre el
semiplano en que a > 0),

En la grafica, se observa que cuando
la relacion entre la frecuencia
forzadora y la frecencia natural es

igual a 1, la amplitud de la oscilacién tiende a infinito, situacion conocida como

Resonancia: estado para el que 1 =— =1 o sea ® = wy,, conduce a amplitud que tiende

aa—acC

Vibraciones Forzadas con Amortiguamiento

Wy

Modelo dinamico: En el esquema, se muestra un sistema de un grado de libertad,
cuyos elementos son la masa (m), el resorte (k) y el
amortiguador (b). También se muestran las fuerzas que
actuan sobre la masa: La fuerza forzadora Fosenwt , la

FoSen(mt) m

kxI l 1 .
b X

c= 1,

4

fuerza del resorte (kx) y la fuerza del amortiguador (b x).
Considerando un desplazamiento “x” desde la posicion de
equilibrio estatico, positivo dirigido hacia arriba, se
plantea la ecuacion de movimiento:

mx = -kx-b x +F,senot [6-55]
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X+ 2y x + wozx =P, senwt] [6-56]
Solucién general

x(t) = xn(t) + xp(t)

xn(t) = A e cos (o) t +6)

Para la solucion particular x,, se prueba:
Xp =a.sen(owt-p) [6-57]

X, =aocos(ot-p)

Xp =-a o’ sen (wt - P)
Haciendo: ot-B=¢  obien ot=J+p
Probando en [6-56]

a(-0’+w,)sen F+2ywacos P =P, (cos B sen &+ sen p cos &)
Lo cual, para que se cumpla, requiere que:

a (0)02 - a)z) =P, cos B [6-58]
2yma=P,sen P [6-59]
Que permiten obtener los valores de la amplitud a y el angulo de fase 3 de [6-57]
a= Fo [6-59] tgf=—° | [6:60)
\/(woz —0?)? +4y20° wy® —

Algunas conclusiones:

1. Para distintas relaciones ®/m, se obtienen amplitudes de oscilaciones forzadas
diferentes.

2. Sim=0,0s1m<<®, A—>0.

2 — 1 y la amplitud de las oscilaciones forzadas tiende a Ocg.

est

3. Si o >> o, la fuerza excitatriz F(;) = F,. sen ot cambia de signo muy rapidamente, no

. . a
dando tiempo a la masa a reaccionar. — —> 0y a—> 0

est

4. Sio= o, a —oc, situacion de resonancia.

El 4ngulo de desfasaje  puede graficarse en funcion de A =2 la siguiente grafica
Wq

corresponde a un factor de amortiguacion muy pequeiio.
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A
p
180° .
r=1 }\,
VA<l (o < @) >P=0 fuerza y desplazamiento tienen igual sentido.
VA>1 (0 > o,) > P=mn fuerza y desplazamiento tienen sentido opuestos.

Aclaracion: las vibraciones forzadas sin amortiguamiento comprenden un caso ideal, ttil a
efectos de presentar el problema de excitaciones exteriores. Para amortiguacion muy
débiles (£ << 1).

De tal modo, la solucion completa de es:

Xy =A e cos (o;t+0)+asen((ot-p) [6-61]
- ~ J H_J
(1) (2)

El primer sumando (1) se amortigua relativamente pronto. Llamemos t;: tiempo de
establecimiento, de tal modo que, si por ejemplo consideramos que las vibraciones
transitorias se desprecian cuando su valor es el 1 % de la amplitud de oscilaciones
forzadas.

Ae 7t =001.a tg=—.In-—0

Las vibraciones transitorias (1) dependen de las condiciones iniciales. Las vibraciones
forzadas (2) de las constantes fisicas (k, b, m) y de la fuerza perturbadora (P,, ®).

Resulta de alto interés analitico las relaciones funcionales [6-59]y [6-60]

A tal fin se definen:

1=2 he D
Wq @q

P, F
°_ — TO =0t (def. estatica)

Wo
La [6-59] queda:

a__ ! [6-62]

Oest  J(1-22)? +4h2 12

y de la [6-60]

2hA
tgf =
d 1- A2

[6-63]
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En la figura se muestran
graficas de la relacion

. . a
adimensional —— para
est
distintos valores de h.

Se observa que la méxima
amplitud de la oscilacién
se produce a un valor
ligeramente distinto de
A=1.

Si en [6-62] llamamos € = A% la amplitud resulta maxima cuando el denominador es un
minimo.

Asi

fo=(1-2)>+4h*A*=(1-¢e)+4h’e

tiene un minimo £, =0=-2g+4h*> - g=A"=1-2h’
Llamando resonancia al valor A que conduce a apay:
Ares = (1 —2 0"

Por consiguiente, en presencia de amortiguamiento, las vibraciones forzadas (®) conducen
a resonancia, para valores A un poco inferiores a 1 (es decir, para ® < ®,).
Algunas situaciones particulares:

. a
a) SiA<<1,(osea, ®<< m,) resulta — —>1y a=Jd, en tanto f = 0.
est

b) SiA es muy grande (o >> ®,) el valor de a se toma muy pequefioy B — 180°.
¢) SiA =1 se produce resonancia.

Para la relacion [6-63], se grafica el dangulo de desfaseje para distintos valores de factor de
amortiguacion:
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Conclusiones

1. La amplitud de las oscilaciones forzadas no dependen de las condiciones iniciales del
movimiento.
En presencia de resistencia (medio viscosos) las vibraciones forzadas no se amortiguan.

3. La frecuencia ® de las oscilaciones forzadas no depende de las constantes fisicas del
sistema (como ®, y ®;, por ejemplo) y esta determinada y coincide con la de la fuerza
perturbadora.

4. Aun para F, pequeias, se pueden producir amplitudes forzadas muy elevadas.

5. Para o>>m, se puede minimizar las amplitudes, incluso para valores elevados de F,.

Representacion fasorial.

La representacion fasorial de las ecuaciones de movimiento aportan elementos
analiticos adicionales. Se recuerda que un fasor es un vector rotante que se utiliza para
representar magnitudes que son funciones sinusoidales del tiempo. Se utilizan para
representar tensiones y corrientes alternas, y aqui seran utilizadas para representar las
fuerzas forzadoras, fuerzas elasticas, de amortiguacion y de inercia. Estas Ultimas son
armoénicas de la misma frecuencia que la fuerza forzadora, pues dependen de la
deformacion y de sus derivadas ( la velocidad y la aceleracion).

El modulo de cada fasor se hace igual a la amplitud de la magnitud que representa.
Asi, si la deformacion sigue la ley x(t) = X seno(wt), el fasor tendrd modulo igual a X, y se
entiende es un vector que rota con velocidad angular ®. Se recuerda que e valor
instantaneo de la deformacion se obtiene como la proyeccion sobre el eje vertical del fasor.

Vibracion Armonica Libre

mx +kx =0

X =-A o, sen (w,t+ 0)

X =-Awozcos(wot+6) = -m, X

Sea X el vector desplazamiento.

La fase del vector velocidad X esta adelantada en 90° resp. de X

La fase del vector aceleracion X esta adelantada 180° resp. de X

Vibracion Forzada no Amortiguada

mx +k x = F, sen ot

Caso(1); <o, =0

F, y X no tienen desfasaje
Caso (I I), o > Mo, B = 180°
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F_0 y X estan desfasados en 180°

Vibracion Forzada con Amortiguamiento

mx +2y x +kx= F, sen ot

Interesa visualizar tres casos:

Cuando: 1) o << ®,
2) 0=,
3) ®>> o,
1) ® << @

Fo: fuerza excitatriz

kX: fuerza de recuperacion eléstica
b m X: fuerza de amortiguamiento
m o’ X: fuerza de inercia

1. Las fuerzas de inercia, asi como las de
amortiguamiento son pequefas.
El angulo B es muy pequefio

3. F_0 tiende a equilibrar a la fuerza elastica.

4. La excitacion exterior tiende a aparecer como aplicada estaticamente.
Mw?X

2) ® = o

En este caso, el angulo de fase entre la
deformacion y la fuerza forzadora es de 90°.
La fuerza de inercia estd equilibrada por la
fuerza del resorte, y la fuerza excitatriz se
emplea para vencer a la fuerza de
amortiguacion.

3) ® >> w,

En este caso, al angulo de fase
entre la deformacion y la fuerza
forzadora supera los 90° y si la
frecuencia tiende a un valor muy alto,
el angulo tiende a 180° quedando la
deformacion en oposicion de fase con
la fuerza forzadora. Si se mantiene
constante la amplitud de la fuerza
forzadora, al aumentar la frecuencia se

verd que las amplitudes de la deformacion y la fuerza en el amortiguador se haran

bwX

pequenas, y para altas frecuencias, la deformacion sera practicamente nula.
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Desbalance Rotatorio

El desbalance de masas en maquinas rotatorias es el origen de fuerzas excitadoras. Se
considera a continuaciéon un sistema masa-resorte, restringido a moverse en el sentido
vertical y sometido a una fuerza forzadora originada por el desbalance de una maquina

Sean:
w M = masa total del sistema
@ m = masa excéntrica

\
§ e= excentricidad
\

o= velocidad angular de rotacion

\O x = desplazamiento de la masa no rotante (M —m)

X + e Sen wt = desplazamiento vertical de m.

N

? LJ La .ecua.ci(')n diferencial del movimiento es la
siguiente: ) .
NN

(M —m) x erd—2 (x+e Senmt)= - kx - bx [6-64]
ecuacion del movimiento queda:

M x +bx +kx=mew*Sen(mt)

Haciendo: Fy= mew’

queda la ecuacion:
(X ] [ ]
M x +bx +kx=FySen(mt) [6-65]

Que resulta idéntica a la ecuacion diferencial correspondiente al caso de oscilacion
forzada por una fuerza sinusoidal. En el proceso de resolucion de esta ecuacion diferencial,
la amplitud de la fuerza Fy puede tomarse como constante.

La respuesta permanente se puede escribir entonces como:

Desarrollando la derivada, y simplificando la

x(t)=X Sen(w t - ¢) [6-66]
Siendo la amplitud X :
2
X = Mee [6-67]
J(k=Mo?) + (bw)?
y el angulo de fase ¢ = ArcTang k—b—l\(;I)a)z [6-68]

Utilizando las siguientes definiciones:

Wn = , /% asa frecuencia natural de oscilacion no amortiguada.

b= 2+/k x masa = 2 masaw, = amortiguamiento critico
€ = b/b. = Factor de amortiguamiento

puede escribirse la ecuacion de la amplitud en forma no dimensional:
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@
@
MX _ n [6-69]
me 2 2
P S I P
Wn Wn
el desfasaje quedara:
2 “
Wn
tan(¢) = — [6-70]
[ e
Wn

En la siguiente grafica, se muestra la amplitud “X”y el angulo de fase “¢” versus la
frecuencia “®”, utilizandose el factor de amortiguacién como parametro.

T 180° T
i 0,05?/_
0.05
i . RN 0.25
3.0 . ! 0.50 |
’ f 1 § .
O.llO o 90°|------ §=10
i -]
£ oI TR o
| 0.15 B 5 BT
t c
0.25 \\ | E
2.0 77>
X ! , 0 1.0 20 30 40 50
SlE ! Razon de frecuencias ¥
wpn
T
|
1.0
| { t
0 1.0 2.0 3.0 40 - 5.0

Razon de frecuencias &
wp

Fig. 3.2-2. Grifico de las Ecs. (3.2-4) y (3.2-5) para vibracion forzada con desbalance
rotarorio.

Movimiento del soporte.

En  muchos
casos la excitacion

del sistema no es %
debida a una _i_ _i

m
fuerza que actaa
sobre la masa,
sino por el
movimiento  del l
soporte. En esta 1
seccion, se
considerara como T y b ;(_;/ k(x-y)
excitacion el

movimiento  del
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soporte y se vera de qué manera plantear la ecuacion diferencial que rige el movimiento.
Sea “x” la coordenada que indica la posicion de la masa, medida desde la posicion del
[ ]
equilibrio estatico. La coordenada “y” indica el movimiento del soporte, y es la velocidad

, Y la aceleracion . En el grafico de la derecha se indican las fuerzas no balanceadas (el

peso no se considera puesto que es compensada por la fuerza del resorte koey). La
deformacion del resorte es (x-y), y la velocidad relativa entre las piezas del amortiguador

Se plantea la ecuacion diferencial que rigen el movimiento de la masa:
mX=-k(x-y)—b [x— y] [6-71]

€, (Y}l

En esta ecuacion diferencial, intervienen las variables “x” e “y”, y sus derivadas.
Haciendo la sustitucion:

Z=X-y
la ecuacidn del movimiento se transforma en:
[ X ] [ ] [ X ]
mz +bz+kz=-my [6-72]

Para el caso en que el movimiento del soporte sea sinusoidal, y = Y sen(wt), siendo
“Y” la amplitud del movimiento del soporte y “®” su frecuencia angular.
Derivando “y” dos veces, y reemplazando la ecuacion diferencial queda:

mz +bz+kz= mo’Y sen (ot) [6-73]

La forma de esta ecuacion diferencial es similar a la correspondiente al desbalance
rotatorio, con “mm’Y” reemplazando a “mew®”?”. La solucion de la ecuacion diferencial
puede entonces escribirse como:

z =7 sen(mt - §)

2
Con Z-= mYo [6-74]

Jk-mo?)+ (cw)?

Haciendo x = z + y se obtendra el movimiento absoluto “x” de la masa. Por lo
tanto:
x(t) = z(t) + y(t) = Y sen (ot) + Z sen(wt - ¢ )
Siendo x(t) la suma de dos funciones sinusoidales de frecuencia angular “®”, sera
también una funcion sinusoidales de la misma frecuencia:
x(t) = X sen(ot - y )

donde “X” es la amplitud del movimiento % S~
de la masa, y “y” el desfasaje entre el T~
movimiento de la masa y el movimiento T~
del soporte. = =
X -7
'
Ve
//
Para obtener el valor de “X” y “y”, z ’

se recurre a la representacion fasorial:
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Estos fasores pueden ser representados mediante el uso de numeros complejos:
y=Y e
RCR
x=Xe j(ot - y)

x=Y &+ 2z

Utilizando la expresion deducida [6-74] para “Z”, se llega a que:

2 2
X= | K+ [6-75]
(k- ma)z)2 + (Ca))2
3
tan(y) = mee [6-76]

k(k —maw?) + (ax)?
En la grafica siguiente, se muestra el grafo de relacion de amplitudes X/Y, y el angulo de

(13 2

desfasaje “y” versus la relacion /m, , siendo el factor de amortiguacion el parametro.

I 0.0
3.0 15
0.10
0.15
0.25
2.0 }
x> 0.375
i
A~ 0.50
1.0
1.0
=% ! ;
1 E\
1
S —
i
o 1.0 V2 2.0 30 40 5.0
(-

Fig. 3.5-2. Grifica de las ecuaciones [6-75]y [6-76]

En el grafo se observa que:

e La relacion X/Y vale 1 (lo que implica que X =Y, es decir que la amplitud del
movimiento de la masa es igual a la amplitud del movimiento del soporte),

cualquiera sea el factor de amortiguacion para o/, = V2.

e Para valores de /o, > 2, X/Y es menor que la unidad, lo que significa la
oscilacion de la masa serd atenuada por la combinacion del resorte y el
amortiguador. Debe notarse que la atenuacion serd mas efectiva cuanto menor sea
el factor de amortiguacion para frecuencia ® > ®y.
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Aislamiento Vibratorio

Entendemos por aislamiento vibratorio, la atenuacion de los efectos de las vibraciones
originadas en maquinas y motores. Puede tratarse de aislar fuerzas perturbadoras
producidos por desbalances rotatorios o movimientos del soporte. Se verd que ambos
problemas pueden tratarse de manera similar. La solucidon de este problema consistird en el
montaje de la maquina sobre resortes, 0 combinacion de resortes y amortiguadores.

A continuacion, se analizara el aislamiento de la fuerza perturbadora originada por el
desbalance rotatorio. En la figura, se muestra el diagrama de fasores, indicandose la fuerza
transmitida a través del resorte y el amortiguador como Fr.

FoSen(mt)

bwX l

=

2000

Fr=/(kX)* +(baX)? =kX 1+(b7“’)

X = Amplitud del movimiento originado por una fuerza forzadora Fy Sen (o t)
Reemplazando X, se puede escribir la relacion (Fr/Fy) como:

T )

Laa = . [6-77]

Fo 1 ma)Z 2 ba) 2 o 2 2 o 2
S ) ]

n

Esta relacion es idéntica a la relacion X/Y hallada en para el caso del movimiento del
soporte, por lo que se concluye que el aislamiento de una maquina de las perturbaciones
del soporte es idéntico al problema de aislar fuerzas perturbadoras. Las razones (Fr/Fo) y
(X/Y) se conocen como Transmisibilidad de fuerza o desplazamiento.

Del analisis del grafico que corresponde a la relacion X/Y se deduce que:

e Para lograr una transmisibilidad menor que 1 (de esta manera se atenuaria la fuerza
transmitida) los resortes sustentadores deben ser tales que la frecuencia natural
debe ser baja comparada con la frecuencia de la perturbacion.

e En la region (o/®y - NG , a menor factor de amortiguacion menor es la

transmisibilidad. Como contrapartida, en la regin w/®, < V2 esta relacién se
invierte.
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Respuesta a fuerzas periodicas.

En el caso de fuerzas forzadoras periodicas no sinusoidales, aplicando el analisis de

Fourier pueden descomponerse en una serie de componentes armonicos (suma de
senos y cosenos) de distintas frecuencias.

Una fuerza periddica se caracteriza por su periodo, el cual se identifica con el simbolo
T, y se cumple que F(t)=Ff(t+T), es decir que el valor de la fuerza para un instante t se
repite T segundos después.
Si F(t) es una funcion de periodo T, puede ser representada por medio de una serie de
Fourier:

F(t) = apt+ z a,cosw,t+ z b,senam,t [6-78]
1 1

Los coeficientes ay, a, y b, se determinan mediante las formulas de Euler.

Las frecuencias de las armonicas son multiplos de la frecuencia de la armoénica
fundamental, la cual es igual a la frecuencia de la fuerza forzadora, es decir, ®,=no;.

La serie de senos y cosenos pueden ser combinados en una serie de solos senos, y la
fuerza forzadora se escribe entonces:

F(t) = i F.sen(not—¢,) [6-79]

Deben tomarse los términos necesarios para una correcta aproximacion. Considerando
que los elementos del sistema se comportan en forma lineal, es factible hallar la respuesta a
cada armonico por separado, luego componer estar respuestas para determinar la respuesta
del sistema a la fuerza excitadora periodica.
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