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Unidad 5: Dinamica de los Sistemas de Particulas Parte |

I ntroduccién

Llamaremos sistema de particulas a aguel m conjunto de
puntos materiales ligados entre ellos a través de fuerzas
internas.

Cada particula posee una masa m y respecto de m 4 ‘ *M  un sistema
referencial se las ubica por sus vectores posicion. = —

}»

I Y
Fuer zas Actuantes: / Fig5.1
| y Sobre las
Z m ¥ m, particulas se
__K“{ encuentran actuando fuerzas. Estas pueden ser
2 < B exteriores o internas:
F £ 1-1) Fuerzas Exteriores (Fe): Provienen de la
>Q1i accion de sistemas o0 particulas no pertenecientes a
2 A WAL I Z ~  sistemaconsiderado.

7 1-2) Fuerzas Internas (F'): Son debidas alaaccion
mutua entre las particulas. Las fuerzas internas se
presentan “de a pares”. Por el principio de accion y

Fig5.2 reaccion F, =—F,; 0 sea que la interaccion entre
X particulas tiene para cada una igua intensidad y recta
de accion pero sentido contrario.

M asa ddl sistema:
La masa total del sistemaes:

M = Z m  m;: masa de cada particula, o sea que queda definida como la suma total de las masas
i=1

de las particulas.

Centro de masa:
Se define como momento de primer orden al producto de la masa por la distancia a un punto.

d.=r+m  paatodoel sistema D => d. =D r*m i=l..n
Podemos encontrar un punto tal que:

D, =) r*m =M *r,
[, :Zri*rni :Zfi*m
Ivlri Zm

Se denomina centro de masa, y es un punto en e que se puede suponer concentrada toda la masa,
respecto del momento de primer orden 0 momento estatico.
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Las coordenadas cartesianas del centro de masa son:

L Yxem
9 Zm
v L YiEm
S
~ _Zzi*rni

S

Laubicacion del centro de masa es independiente del sistema referencial elegido.
Cantidad de Movimiento:

Si cada particula m, se mueve con velocidadV, ; la cantidad de movimiento de cada particula es:
p=m =V,
Paratodo el sistemaes:
|5=Zpi :Zm *V, i=1,....n
Sabemos que:
o *M =>"r*m
La posicion de la particula es funcién del tiempo; luego derivando:
F*M=Vg*M =Y *m=>V*m=P
Nos queda que:
z P=M *v,

Si el sistema de particulas se encuentra en un movimiento roto-
W R 7 traslatorio reducido al polo “O” la velocidad de la particula m;

" . v, =V, +Wx(R -O)
Vo <70 Yo La cantidad de movimiento:
X P=>mxV,+> mx*wx(R -0)

ol
Il

Vo x> m + > m +wx (R ~O)
U, *M +Wx M *T

B
> mEwx (R -0)=WxY m*(R -0)=WxM =T,

Si el movimiento es unatraslacion pura:

W=0=P=M *V,
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Si el polo de reduccion se toma en el centro de masa, ”O” coincide con “G” y:
f,=0=P=M=*V, (Tradacion Pura)
Y si es una rotacion pura de “O” que no coincide con “G”:

P=M =W xTf, (Rotacién Pura)
Conservacion dela cantidad de movimiento:

Aplicando el principio de inercia a cada particula:
%: p=m=*V, =F"+F

Sumando paratodo el sistema:

Sh=P=Xmwi=FF IR
PerO' ]

Zz F; =0  Por el principio de accion y reaccion
! ]

> F°=F° Fuerzaexterior total
Nos queda:
Fe=P

“La suma de todas las fuerzas exteriores es igual a la derivada de la cantidad de movimiento del
sistema respecto del tiempo”

P=F°=0

P =cte

S

Esta ecuacion Fext = M dvG/dt, indica que dado un sistema de particulas, €l centro de masas de dicho
sistema se mueve como una particula de masa igual a la masa total del sistema, sometida a una fuerza
igual alafuerzaexterior total que actla sobre el sistema.

Si lasuma de las fuerzas exteriores es nula, la cantidad de movimiento del sistema no varia. Desde €
punto de vista del centro de masas, esta continuara en su estado de reposo o movimiento rectilineo
uniforme.

Ejemplo: Dos masas que colisionan entre si, en ausencia de fuerzas externas. Sea e choque elastico
o pléstico, la cantidad de movimiento se conserva porgque no actlian fuerzas exteriores a sistema. En
cuanto al centro de masas, esta posee movimiento rectilineo uniforme antes de la colisién, y conserva su
estado después. Si el choque el pléstico, las dos masas unidas contintan en la trayectoria del centro de
masa.

Momento Cinético:
El momento cinético de una particula respecto de un punto “O”
€s. i
Ei :(R _O)Xm *V,
Para un sistema de particulas:
_ ~ . ¥
(=YL = Y[R -0)x<m +7]

Si el sistema se halla sometido a un movimiento roto-traslatorio Fig5.4
con polo de reduccion en “O” X

oy
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vV, =V, +Wx(R -0)

El momento cinético total respecto de “O”

> [(R ~0)xm (7, +Wx(R ~O))]
=>.(R-0)xm %V, +m *(R —0O)xWx(R -O)
L=2(R-0)xm #V,+3 m*(R -O)xWx(R -0)

En esta ecuacion tenemos:
D(R-0)xm #V, =M #ig xV,
Nos queda:

L=M 7y xV,+ Y m*(R -0)xWx(R -0)
Llamaremos Momento Cinético de Rotacion Pura (L) &

L, =Y m*(R -0)xWx(R -0)
Entonces.
L=M =iy xV +L,

L

I_

Conservacion del momento cinético

Vimos que para cada particula: a‘:' p=m =V =F°+F

Tomando momento respecto de “O”

(R -0)xm, & =(R -0)xF*+(R -0O)xF
La expresion del momento cinético:

L=M 7y xV, +L, =Y (R -0O)xm *V,

Derivando:
%+M #Fg XV, +M *rg xV, ZZ(%J“%}(”} *V, +Z R -0)xm *3&
Llamando

Nit= 3 (R ~O)<F?
=>(R-0)xF/ =0  Por principio deacci6n y reaccion
Nos queda:

- . L
M®=M *ry xV, + M *FGxéo+\70xf)+aa—to

Si el polo de reduccién se elige en “O” = “Centro de masas”, el vector posicion del centro de masas y
sus derivadas seran nulas, y como la cantidad del movimiento puede expresarse en funcién de la
velocidad del centro de masas, €l tercer término de la ecuacion se anula. Resulta entonces;

M=o o pie_om o oo L, = Cte.

ot ot

El momento angular de un sistema de particulas se mantiene constante s e momento exterior que

actlia sobre el mismo es nulo.

Por otra parte, si e momento exterior no es nulo, como la derivada del momento angular respecto del

tiempo es igual a momento exterior, se interpreta que la variacion del momento angular coincide en
direccién con e momento exterior.
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Ejemplo: Considere el movimiento de un trompo, que rota a gran velocidad sobre su gje. Si bien es
una aproximacion, se puede asumir que el momento angular coincide en direccion con el vector rotacion
del trompo. EI momento exterior que actlia sobre el trompo es el debido al peso del mismo. El momento
angular variara de manera tal que dL coincida en direccién con el torque. Se origina por lo tanto, €
movimiento del precesion, rotacion arededor de un ge vertical. La direccion del vector rotacion de
precesion depende de la direccion del vector rotacion propiadel trompo.

Trabajoy Energia:
S F.° son las fuerzas actuantes sobre las particulas m;; en un desplazamiento elemental:
aT, =F *orF Como &F, =V, * ¢t
o, = F, #7, ot
OT =D F #V, =0t
Para un sistema roto-traslatorio
v, =V, +Wx(R -0)
OT =Y F #V,*ot+Y F +(Wx(R -O))*ot
OT = (Fe v, + M® *W )« at
Dividiendo todo por “dt” obtenemos la potencia

PW:%—I:(IE‘S*VO+M9*VV)

Definimos como energia cinética de un sistema como la suma de las energias cinéticas de las
particulas que componen el sistema.

1 2
T === %\
I 2 m I
Paratodo €l sistema
T :Z%*m *\7i2

En un movimiento roto-traslatorio
V=V, +Wx(R -0)

T2+ ¥ m [y, +Wx(R -O)f
T Sm e+ X +229, «Wx(R ~0)+ T +Wx(R ~O)F]

T:%*M *\7’024-\70*Zm *(Wx(R —O))—i—%*Zm *(WX(R. —O))z
1 2 3

DT, = % *M *V2  Energiacinéticade traslacion

9T, =23 m =7 x(R -O)f =2 "+ X m (el x(R ~0)f
(&) x (R —0))’: Cuadrado dela distancia

I =Zmi *(é\x x (R —O))2 : Momento de inercia respecto del gje ey
Nos Queda T, :%*VY/2 %1y

2T, =Y, + ¥ m *Wx(R ~0) =7, *Wx ¥ m (R ~0)
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T, =M =(V, *W x , ) : Energia cinética mixta
Esta cantidad se anula cuando el centro de referencia se encuentra en reposo, dado que para ese caso V,
= 0 o cuando coincide con el centro de masas, por ser T
En estos casos la expresion de la energia toma laforma simplificada

T-1m *\7§+£*W2*IW
2 2
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Unidad 5: Dindmica Del Sélido Rigido.
I ntroduccién:

Consideramos al solido rigido como aquel cuerpo constituido por un sistema de particulas que
cumplen con la condicion de rigidez detenida, es decir mantienen sus distancias relativas constantes.

Masa del sdlido rigido:
Para un sistema de particulas, lamasatotal es:

M =Zm
Para el solido rigido:
M = [r *dv p: Densidad

Se entiende que el proceso de integracion se extiende a todo el volumen ocupado por €l solido, es decir,

seinvolucra unaintegral triple en un marco referencial adecuado.

s p=_Cte: M:r*jdv:r*v

Centro de masa:
El momento de primer orden es

Y €l centro de masa:
M +F, =D, = [m+r

jr [ x0v

g8

B V_[r *dv

Cantidad de Movimiento:

Si el sélido se encuentra en movimiento rototraslatorio reducido al polo “O” la velocidad de cada
punto sera:

v, =V, +Wx(R -0)

La cantidad de movimiento total:

Isz_[r *dv v, :jr *dv*vo+jr xdv*(Wx (R —0))

I5=VO*Ir *dv+W><_[r #dv*(R —0)

] Jr=av(R -0)-D,
P=v,*M +WxM =7, (1) donde: v
D, =M =*r1,

Conservacion dela cantidad de movimiento:
Derivando (1):

@=ao*|v| +2—\{[va #Ty +Wx M =T
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Sabemos que la variacion de la cantidad de movimiento

respecto al tiempo es: 2 B
//,---...,\
0|5 = — N.,.// S‘; >
a-n =k Fig 5.6 e
Entonces nos queda: /_{7?/R/ ——
y e R

Fe=ad, *M+WxM g +Wx M =V,

M omento cinético:
Para un sistema de particulas teniamos, en un movimiento

" ) rototraslatorio con polo de reduccién en “O”:
e L= (R -0)xm *V,
f/W}N/ 1Y Para un sdlido:

/ \ A - V=9(xy,2)
e L=[r =(Fxv=dv) P
F; - o

N e

( “Hr, R/ vy Peo V=V, +WxF
// Reemplazando, e movimiento cinético nos queda:
/Fig57 I:=.|'r*r”x\70*dv+jr*rx(\/er)*dv

L,

Ll
Laprimeraintegral (L,) es:
L= [r *FxV, xdv=—V,x [r *F*dv=—V,xM *g
L, =V, xM *f, Seanulas V, =0 o cuando lareduccién

se hace al centro de masa.

Lasegundaintegral (L,) es:
L, :J'r *Fx(\/VxF)*dv=Ir *[(F*F)xVV—(F*VV)*F]*dV
Expresando en coordenadas cartesianas.

L= r = l(x2 +y7+ 2 )x (\NXT +W, ] +WZIZ)— (X-W, +y-W, +2-W, )= (XT +y+ jZ)J* dv Efectuando
los productos, operando y poniendo: [2 (Lo Lyys Lyy)

Teniendo presente que se trata de una igualdad vectorial.
La componente:

L, =W, *_[r s (y? + 22 )r dv—-W, *_[r % (yx)* dv —W, *.[r % (2¢) * dv
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Momento y productos deinercia:

Definiremos como momento de inercia respecto de
un eje “e” para:

e Un sistemade particulas:
I, = Z m *d’ Donde d;: Distancia de la particula

a geconsiderado

e Un sdlido:
l,=[r+d?«dv

Definiremos como producto de inercia respecto de los ejes “e”” y “h”

Ieh =—Zmi *die*dih
Para un sélido:
Ly =—[r *d®xd"*av

Los productos de inercia son:

IXY

=—|r xx*xy=xdv
| y

=—Ir * X% 7% 0v
\%

IXZ

=_Ir *y*z*dv

Iy,

En las formulas de célculo de los productos de
inercia, se trabgja con coordenadas, es decir, pueden
tener signo positivo o negativo. Esto hace que €
resultado de la integral de volumen puede resultar nulo.
De hecho, esto ocurre cuando los €es son ges
principales de inercia.

La expresion del momento cinético L, nos queda:

Lo W+ 1 W, + 1, W,
L Wi+ 1 W+ 1, W,
Ly Wi+ 1, W, + 1, W,

X

y

—
Il

z

L, ]= (D, + L,y + )
w]= ., w,)
Y lamatriz [I] es larepresentacion en el sistema referencial adoptado del tensor de inercia

Estas expresiones escalares fodemos poner en forma matricial:

L[ =[] Sendo:
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Finalmente |a expresion del momento cinéticoes: L =L, +L,
L=M- -y xV, +[I]- W]

Caréacter Tensorial de [l ]
Supongamos la matriz[A] gue transforma del sistemareferencia x, y, z ortogona a x’, y’, 2’
también ortogonal .
[A] es ortogonal. Luego [A]‘l [A]

Tenemos que: [L ]T - W] D)
[Q4Aﬁr:ur4ﬂfhr
W= (Al W] = W] =[aT -]
Reemplazando en (1):

(AT [T =[] -]

Multiplicando por [A]

[AL[AT - [T =[AL D[] -]

U] [T]
Nos queda
[I:']T =[] wT Expresionen x’,y’, 2’
Donde
[1]=[A]-[1]-[AT
Vemos que [I] se transforma segun la ley de transformaciones de tensores de segundo orden, se
concluye que [I ] es larepresentacion de un tensor.

Transformando:

Operador Lineal
Laexpresionde L =L, +L, =M -7y xV, +[ ] W]
Tiene carécter tensorial, es decir que [I:] es un invariante de los distintos sistemas referenciales.
[I:l] - Proviene del producto vectorial 1 xV,y como tal tiene caracter invariante.
[I:l]: Proviene de la aplicacion del operador lineal [I ] (tensor de segundo orden) sobre el tensor
de primer orden [W]" ; luego, es un invariante.
L = L, + L,: Esuninvariante por ser la suma de dosinvariantes.

Conservacion Del Momento Cinético
El momento cinéticoes L = L, + L, = M -y xV, +[I ]- W] .
Derivando con respecto a tiempo:

G_I::M -r;Gx\70+|V| -FGX30+[I]'M]T

ot
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Pero sabemos que aat—l‘ =M
M® =M fyxV, +M -, xa, +[1]- W]
Energia Cinética
La energia cinética para un sistema de particulas
T=ZeM iz 40, s X m«Wx(R ~0)+ v Tm »(Wx(R ~O))
Para el caso de un solido nos queda:
T =%*M #V2+ M * (9, *WXFG)+%*IW*W2
Si el polo de reduccién coincide con €l centro de masa:
T :%*M *V2 +%>1=IW*W2 =T, + T,
T+: Energia de traslacion %* M *V2 =Tt
Tw: EnergiaMixta M * (\7O # W x FG)sz
Tr: Energia de rotacion %* I, *W? =T,
Expresando en funcién de [F‘] y [I:]
P=M #V,
Ts =%*J‘r >r<dv>:<(\/?/><r*)2 =_[r *dv*(\/er)*(\/VxF)
Desarrol IandoV en coordenadas cartvesi anas y operando obtenemos:
T, = %[W]*[I |+ wT Donde [1] : Tensor deinercia

W]=[1]*[W]"  Cuadrética de energia asociada
al tensor deinercia
Finalmente:

T2 e B, + PaWr, +«W]C]
Cuadr éticas asociadas al tensor de I nercia

11-1) Energia cinética de rotacion
Vimos que T, = %[\N]* [I ] W] esinvariante.
11-2) Momento de inercia respecto de un ge:
T = 2W]e[1 e W] =21, sw?
Iw: Momento de inercia, respecto del gje de direccion e,
I =21, ew

T
Whono),
W W
e Jx[1]+[e] =1,
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O sea que e momento de inercia respecto de un gje es la cuadrética asociada al tensor con respecto a
versor de direccion de ese ge.

e, =(@,b,g)
ly=la*a’+1, xb?+1, %g* +2+a b=l +2xa*g*l +2xb*g=l,

Radio de Giro
Se define el radio de giro de un solido, respecto de un gje cuyadireccion es e,, como:

M
Al momento de inercialo podemos expresar:
I, =M *r?

Si sedivide en formacuadrética [e, ]«[I ]*[e,]' =1,, por 1,

[X]#[1]#[X]" =1 Donde [X]= \[/elvvv_] - \/%*]r

En forma desarrollada:

IW=IXX*X2+IW*Y2+IE*ZZ+2*X*Y*IW+2*X*Z*IXZ+2*Y*Z*IyZ

Es la ecuacion de un elipsoide denominado elipsoide de inercia donde (X, Yy, z) son las componentes
del vector:

\J eV

1 1
*en: * .
Ni™ VM 1,

Es decir que todo semigje del elipsoide de inercia es proporcional alainversadel radio de giro.

F=

Diagonalizacion del tensor de lnercia

El tensor [I ] se transforma mediante una rotacion ortogonal

[]=[A]«[1]<[A]

Existe unatransformacion [M] tal que:

[F]=[M]=[1]«[M]" =[]

Donde:
I, 0 O
[14]=]0 1, 0
0O 0 I,

I1, I2, 13 son los autoval ores del tensor de inercia, denominados momentos de inercia principales.

Por tratarse € tensor de inercia de un tensor real y simétrico |os autoval ores son reales.

Los vectores propios asociados V1, V2, V3 establecen direcciones denominadas ejes principales de
inercia

(U] = 1T

Expresionesen la base principal
Para |os gjes principales de inercia, las variables que intervienen tienen expresiones mas simples.
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Momento cinético

Ly (7 0 O .
LT =[]« =y =[0 12 0|+W,

L, |0 0 I3 (W,
Nos queda:

L, =1,*W,; L,=1,*W,; L, =1;*W,

y

O sea que en la base principal e momento cinético tiene la
direccion del ge de rotacion.

Las cuadraticas asociadas al tensor también adquieren unaformasimple.

Momento seglin un gje.

I =le]«[l.][e] =1, xa+1,%b? +1,%g
Energia cinética de rotacion.

25T, = W[ ]« W] =1+ W2+ 1, %W, % +1, %W,?
Elipsoide de inercia.

L= [X]x [l ]*[x]" =1, % X2+ 1,%Y2 41, %22

Teoremadelos g es paralelos

Sea un sdlido e [lg] su tensor de inerciareferido a unaternax, y, z cuyo origen coincide con el centro de
masa G del sdlido.

Si se deseareferir el tensor alosgesx’,y’,z', paraldlos alaternax, y, z, se aplica el teoremade los ges
paralelos. De acuerdo a este teorema se debe adicionar a[lg] un tensor de inercia correspondiente a la
masa total del solido concentrada en el centro de masas, referido ax’, y’, z',. Esdecir que: [lx,y 2] =
[Ig] + [lItrasLacion] donde: el tensor de inerciareferido alaternax’,y’,z” esigual ala sumade el tensor
de inercia baricéntrico mas el tensor de inercia de la masa concentrada en el centro de masa referido a
xXy.,zZ.

Utilizando & producto tensorial esta operacién de traslacion se puede realizar mediante la expresion
[Ix.yz] =[lc] + M (er[ID]' oo lc)

Donde:

M eslamasatotal del sdlido

rc €l vector posicion del centro de masa respecto a sistemax’,y’,z'.

Ip lamatriz identidad.
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Unidad 5: Dinamica relativa del solido.

Introduccién

Las causas del movimiento del solido en el espacio, son las fuerzas exteriores y sus momentos. Estas
cantidades se relacionan con las derivadas respecto del tiempo del momento lineal o cantidad de
movimiento y el momento angular 0 momento cinético del sdlido. La cantidad de movimiento puede
expresarse en funcion de la masa total del sistemay la velocidad del centro de masa, en tanto que el
momento angular depende del tensor de inercia del sdlido. S el tensor de inercia esta referido a gjes
fijos, sus componentes no permanecen constantes al cambiar €l sélido de posicién, por lo que €l trato de
las ecuaciones que ligan la variacion del momento angular con e momento de las fuerzas exteriores
puede ser complicado. Esta dificultad puede eludirse introduciendo sistemas referenciales relativos, fijos
a cuerpo en estudio. Luego, la derivada de magnitudes expresadas en este referencial movil pueden
obtenerse aplicando el operador de derivacion para sistemas maviles en rototraslacion.

En lo que sigue, trataremos el movimiento del solido, con sus distintas variables dinamicas, referidos
a sistemas de gjes en movimiento respecto de unaternafija.

Solido referido a un sistema rototraslatorio

Supongamos un sélido referido a un sistema que se encuentra
en un estado de rototraslacion respecto de una ternafija. El solido
se encuentra fijo respecto del sistema movil.

Cantidad de Movimiento
Habiamos visto que la expresién de la cantidad de movimiento
referidaal sistemax,y, z, era

P =V, *M +Wx M %7,
Derivando respecto del sistema fijo, recordando que la
derivacion relativa de un vector se hacia mediante:

d| d| .-
— == +
ot ", W)

Para €l vector cantidad de movimiento:
dP| dP _ 5
il I P/ \_
+ (W X A ) =
V,#M +WxM #F, +Wx M *Fy +WxV, M +WxWxM F,

dt|. dt
?G =0, pues e sblido se encuentra fijo respecto de x, y, z. Sabemos que las fuerzas aplicadas
respecto de un sistemafijo son:

Zlfe:lfe _dP

Foodt
Nos queda:
ﬁeF =8, *M +Wx M #7g +Wx ¥y # M +W xW x M * g

E

Se vera gque esta ecuacion se simplifica en forma notable cuando el sélido rota alrededor de un gjefijo, y
se toma el punto “O” sobre el mismo. En ese caso, sera:

Fe . =W x M *1g +W xW x M * g

porserda, =0yv, =0
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M omento Cinético

La expresion de momento cinético en el sistera en movimiento es:
=M g x¥, +[1]- W]
m
Se considera que el tensor de inercia ha sido referido a sistema movil solidario a solido, y por lo

tanto sus componentes permanecen constantes al cambiar el solido de posicion
Derivando respecto del sistemafijo:

— |: _
+(W>< A)_
M %F, xV, + M *F, xéo+[|]-£/\;/]T WM #7, xV, +Wx[1]- W[
Teniendo presente la relacion entre la derivada del momento angular y el momento de las fuerzas
externas:

aj
dt|.

Nos queda:
Me| =M *F x7, + M >x<erao+[|]-£/T/]T AWM # Ty x ¥, + W [1]- W]

dL

dt

_dC

ot

e

F

Rotacion de un Sdlido con gjefijo 2
En este caso € sdlido mantiene su ge de rotacion fijo I'l
¥4

en el espacio. I Y
Entonces: ! \ f T
v, =0 \L AL
g =0 WY
Tendremos en este caso:
Fe| =WxM xFy +WxWx M *F,

0] sw<p)al L -

Me

Reacciones dinamicas de un solido en rotacion

Supongamos tener un sdlido rotando sobre un ge fijo en el espacio. Este ge lo consideramos
vinculado al sistema fijo através de cojinetes. Como gjemplo, puede considerarse el rotor de unaturbina
hidraulica o el impulsor de una bomba de agua. Se trata de sdlidos montados sobre un ge, € cual es
sustentado por cojinetes que permiten la rotacion.

El sélido en su rotacién puede generar fuerzas inerciales que presionan sobre los vinculos. Estas
presiones dindmicas (debidas a movimiento) no existen s € solido se encuentra estético, en cuyo caso
solo habré reacciones debidas al peso u otras fuerzas estéticas.

Las presiones dinamicas aparecen cuando €l solido se encuentra en rotacion, y asi como las cargas
estéticas originan reacciones en |os soportes, estas cargas dinamicas harén aparecer reacciones, que se
denominan reacciones dinamicas. La magnitud de estas reacciones estarén directamente ligadas a la
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cantidad de masa del sdlido, alaforma en que lamasa esta distribuiday a las condiciones cinematicas
del movimiento.

Las condiciones dinamicas de este solido establecen:
Fe i =WxM * T +WxWxM * g

me| =[] ] ] W]

En ambas ecuaciones aparece un término que depende de la aceleracion angular, su existencia se
comprende con facilidad puesto que para acelerar una masa, e€s necesaria una fuerza o un momento.
Estos términos se anulan en el caso de que el solido rote a velocidad constante. El otro término
involucrado, depende solamente de la velocidad de rotacion, de la cantidad de masa 'y la forma en que
esta distribuida, resumidas en el vector posicién del centro de masasy el tensor de inercia.

L as acciones exteriores estan formadas por acciones activas y acciones reactivas, es decir:

Fe—Fc1ES

M® =M+ N

El equilibrio del sdlido es:

dr Fe_F

dt

‘Z::MEZM:M;:U]-E/\?]T +Wx[1]- W]

Que nos provee las ecuaciones para obtener el valor de las

:+IE,§ :WXM Ty +WxW x M *Tg

. NV z4
reacciones del slido. £
Por gjemplo si: —_
We=(0 0 W,)=cte J kI}G V
Me=Cte \i —Jﬁ—cﬁ
o [N LI IV I x/(
MEZWX[I]‘M]T:WXIW ly 1|0 & Y
L] M Fig 5.14
. ig 5.
W (1 W, 1, W, 1, W) 2
i i k
Me=| 0 0 W, [==l, W20 +1, W2 j
oW, 1, W, 1, W,

Planteamos;

MS+ME =1, W2-T+1, W]

Debemos tener en cuenta que los vectores de la izquierda de la igualdad estan en el sistema fijo,

mientras que |os de la derecha estan en el sistema en movimiento, lo cual involucra una transformacién
de coordenadas.
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Rs
i <
i J ik
Ra
X
Para nuestro gjemplo, de acuerdo alossistemasadoptados i | k=1 J K

Luego latransformacién es unaidentidad. Esta ecuacion vectorial implica:

e e 2
Mot Me =7l W )
ME+ME =1, W,
Las otras ecuaciones nos proveen: Fe=W xW x M =* g
Si las coordenadas del centro de masa son: s =% Yo X

i j kK
WxM#fy =0 0 W,/ =-ys W, i +%; W,

X Yo Zg

i i k

WxWxM *fy = 0 0 W, |=xg W2 i-ys W]

Yo W Xs-W, 0

Nos queda: F® = xg -W/ - -y -W?-]
Que nos da las ecuaciones:

F2+Fe =xg W2
SN
Foy + Fry = Yo -W,

z

Que resuelven junto con (1) el estado de equilibrio.
Vemos en las ecuaciones (1) y (2) que paraquesea F¢ =0y M® =0, deben ser

l,=1_=1_=0
Xs =Ys =2 =0

Para que se cumplan estas condiciones, el ge de rotacion debe coincidir con un ge principal de
inerciay debe contener a centro de masas del solido.
Los momentos centrifugos no nulos y el desplazamiento del centro de masa dan origen a reacciones

dindmicas. Se puede concluir que estas magnitudes “miden” el grado de desbalanceo que posee el
solido.
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Equilibrio dindmico

Dado un solido en desequilibrio dinamico, se busca equilibrarlo de tal manera de eliminar las
reacciones dindmicas, que en general dan origen ala aparicion de vibracién en el sistema. Por g emplo,
las ruedas de un automovil deben “balancearse” luego de un cierto uso, puesto que el desgaste
asimétrico da origen a reacciones dinamicas. El balanceo se

realiza agregando masas en el caso de las ruedas, también se 7}

puede remover o quitar masa. El objetivo de este agregado o ”_\

remocion de masas, es llevar a ge de rotacion a ser nuevamente TR g,

un ge principal deinercia conteniendo el centro de masas. &L'm R _“\
A continuacion, se plantea e problema del balanceo o PRV L G
—_ s L1 ., Iu’ R |

equilibrio dindmico de un sblido en rotacion. “3 et
Dado €l solido con: Fig5.16 \I’P? >k /
l,#0 \ X /
l,,#0 -__'D!%d- : s
X, Ys,Zs #0 ke //
Se buscara anular los productos de inercia que tienen un A

subindice coincidente con €l ge de rotacién, y las componentes
del vector posicion que corresponde a centro de masas de
subindice distintos aladel ge de rotacion.
Se ubican las masas m; y m, de tal manera que:
I',=1,-m-Y,-Z,-m,-Y,-Z,=0
Me=lg-—m-X,-Z,-m,-X,-Z,=0
Ye=M-Yo+m -Y,+m,-Y, =0
X's=M-Xg+m-X,+m,-X,=0

Tenemos ocho incognitas (Mg, My, X1, X2, Y1, Yo, Z1, Z2), y solo son cuatro las ecuaciones. Esto se
soluciona fijando cuatro y despejando las otras. En general se fija posiciones a veces limitadas por la
geometria y del sélido a “balancear”. Por ejemplo, en las ruedas del automaovil, los contrapesos pueden
ubicarse Unicamente en la periferiade lallanta.

M ovimiento de un solido con un punto fijo
Ecuacion de Euler

Vamos a considerar ahora e movimiento de un Z A
solido que mantiene un punto fijo; es decir un
movimiento polar.

Supondremos un sistemafijo y un solido vinculado a

dicho sistema a través de un punto, y otro movil y (“/
solidario con el sdlido y en las direcciones principales K
deinercia : J.® .
El solido se encuentra vinculado en su centro de ID ] Y
gravedad: y
W =W, 0 sea que la velocidad angular varia en X =
modulo y direccion. X

La ecuacion que regula el movimiento es:

e =[] W 1]
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I, 0 O
aca [I]=]0 1, O
0 0 I,

Haciendo |as operaciones obtendremos:
W[ W] =0, -w, W, -1, -w, -w,)-T+
(1, -W, W, —1,-W, -W,)- ] +

(1, W, W, —1,-W, W, )+K

Unn

Universidad Nacional de Misiones

Ms = Il'Wx+(|3_|2)'Wy'Wz
M M{=1,-W,+(I,-1,)-W,-W, Ecuacionesde Euler
M; = |3'W2+(|2_|1)'Wy'Wx

Se encuentra expresado en los versores en movimiento, si queremos expresarlos en e sistema fijo

debemos aplicar la transformacion correspondiente.
Movimiento de un Solido por Inercia

Analizaremos el movimiento del solido que no esta
sometido a fuerzas y momentos. El solido esta vinculado a
su centro de masa 'y se mantiene fijo a través de un apoyo.
Laresultante del peso se equilibra con la reaccion de apoyo.

FP+FS=0

Establecemos un sistema referencial solidario con e

solido que coincide con los ges principales deinercia

I, 0 O
[l]=l0 1, O
0 0 I,
Como no hay pares exteriores aplicados:
Me—o 9 _g L =cte
dt

E

Fig 5.18

Vamos a suponer un solido giroscopico, es decir un sélido donde:

L=1,=I

Las Ecuaciones de Euler quedan:
0=1-W,+(I,-1)-W, W,
0=1-W,—(I;-1)-W,-W,

0=1,-W,
De latercera se deduce que:
l,-W, =0 W, =0 W, = cte

O sea que la rotacion sobre el eje “Z” se realiza en ausencia de momento exterior y bajo condicién

L =cte con W, = cte
Las otras dos ecuaciones dan:
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ozvvy—('3|_')-wx-wz
V, +k-W, =0 (1,-1)
Se puede poner: ) (@D} Donde: k =——=-W,
L —k-W, =0 l

Derivando la primera: W, +k-W, =0
Introduciendo en lasegunda: W, + k*-W, =0
Cuyasolucion es: W, = A-cog(k - t))

Luego derivando y llevando a (1): W, = A-sen(P-t)
El vector velocidad angular:

W =W, - +W, -] +W, -k | .
Llamando: A? = (VVXZ +Wy2) Eje de precesion o
Por tanto el médulo de W es: ) o
W2 = W2 4 A2 /
El vector velocidad angular W efectdia un RS

movimiento de presesion alrededor del eje “z” & VR RbE o =

con pulsacion: el G Y
k:(la_l).w Ry

| ’ Yy Fig5.19
Para € caso particular en que la condicién y
principal es tal que L tiene la direccion del
gederotacion. |;-W, =L W, =W, =0
A= 0; no hay presesion, el solido mantiene la direccion del eje “z” constante.
g =[1 BT+ <1, - ]
YF°=M-d, &,=W’T,+a-T,
El tensor de inercia respecto a un sistema de ges cuyo

origen se encuentra en un punto que no coincide con el L
centro de masas, se puede calcular con la expresion tensorial

|
y—_

W

=5

o ;

[ 1=[16 ]+ M - roa P [ ]~ (e ®10)] s
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Unidad 5: Solido Giroscopico
I ntroduccion:

Definimos como solido giroscépico, a aguel sdlido en oy
rotacion respecto de un ege principal de inercia (ge de
simetria)

L/ W

I, =1, Momento delnercia

Las propiedades giroscopicas de este solido se acentlian

Eje Principal de
inercia

sla
a) Silavelocidad derotacion w es grande

b) Si el momento de Inercia |, esgrande Cy

En general los solidos giroscopicosson: |, =1,>>1, =1,
Por ser €l gje de rotacion, un ge principal de inercia, el vector momento cinético es paraelo a
vector W, que posee lamisma direccion que el ge de rotacion.

L=I,w

w

Gir6scopo libre:
Supongamos tener un solidé giroscopico con una rotacion constante W en la direccion del ge z,
Como:

w=cte entonces L =cte y ~

-
e

h
\ y

0=G velocidad de

M
El solidd de encuentra girando con / |
rotacién y momento cinético constante X

El sélido se encuentra
tomado con un vinculo
en su centro de masa

VDN

Propiedades Gir oscopicas:

Si obtenemos un par en la direccion de “x” mediante la aplicacién de una fuerza F© en el plano
zy

Meé=FxF¢
Observamos;
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1) Que el solido reacciona desplazandose transversalmente a la direccion de la fuerza es decir
que el solido rotaria sobre el eje “y”.
2) Silafuerzacesael sélido dgaria de desplazarse ( no hay movimiento por inercia).

Si el sdlido no rotara sobre € eje, ante la aplicacion de lafuerza F ¢ e solido rotaria sobre el e
“x”. Por otro lado al cesar la aplicacion de la fuerza el sdlido seguiria rotando sobre el eje “x”, por
inercia

Hasta aqui tenemos que:
M®=FxF®

di, -
W _M*®

dt

Si consideramos el segmento OB donde B es el extremo de L. La variacion de este vector
respecto del tiempo, o seala rotacion del vector OB

d(OB) _ dﬂ _Ni®
dt dt
Por otro lado la rotacion del vector OB es

d((th) =V, =M?® Donde V,, eslarotacion de OB
A z
También se da que: w B

D
W,xOB =V, =M?* /\ 2
. SN

Por lo que nos queda \%

W, x|, W=M?®

I, (W, x W =M*® (1) donde W, esla velocidad de precesion

O sea ante la aplicacion de una cupla M °, aparece una velocidad de precesion W, tal que se
cumple la ecuacion (1)
Precesion Regular de un Giréscopo Pesado:
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Vg =1, -w-w,-sena =M°®=P-a-sena
W_P-a
20, w

O sea que € giréscopo pesado posee € centro de
masa fuera del g e de rotacion.

Al ser liberado e mismo comienza a realizar un
movimiento de precesion respecto del gje vertical .

En la medida que disminuye larotacion propia W, aumenta la precesionw,

Momento Gir oscopico:

Supongamos tener el siguiente solido giroscdpico montado en un marco que permite la rotacion
en otro gje

Si sobre el marco aplicamos una precesion W, .
Sobre €l giroscopio aparece actuando un
momento giroscopico.

M giros = WX WZI w
M giros — N-d

El momento exterior aplicado es
M¢=Q-d =-M, Que es lareaccion que e marco
opone a momento giroscopico.

Entonces se puede concluir que: Si sobre un solido

. . : N 7 72
giroscopico actla una cupla exterior M ¢, apar ece

una velocidad de precesion w, .
Por el contrario, si se aplica una precesion forzada, aparece un momento gir oscépico de tal
maneraque M___=-M¢®

giros

Preces6n delaTierra
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solar no
realiza

El planeta tierra es un inmenso giréscopo. El centro de atraccion

coincide con el centro de masa, por lo tanto existe un M © y latierra
una precesion con un periodo T = 21.000 afios.

Supongamos un solido plano libre sobre el que:
1) consideramos €l grado de libertad a la traslacion, se hace actuar una fuerza f€ en un punto O
gue no coincide con su centro de masa.

Lamasatotal esM y la aceleracion es
Fe o

=X,
M

En G tenemos la fuerzainercial
F"=M X,

EL momento M, =M - X, -e

2) Considerando el grado de libertad en rotacion

Habréa una acel eracién transversal

a =q-e

Y apareceran
M= |0'C']‘
F'=qg-eeM enG

El movimiento en conjunto establece la sumatoria de fuerzas
FE=M- % +q-e-M

Para los momentos
M®=1,-g+M-%,-e  Ecuaciones acopladas

Si “O” coincide con “G* se desacoplan
FeE=M -,
M®=1g q
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