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Unidad 4: Dinamica de la Particula. Parte A

Principio de Inercia (1° Ley de Newton)

“Todo cuerpo continla en su estado de reposo o de movimiento rectilineo y uniforme, a menos
que sea obligado a cambiar de estado por fuerzas que acttan sobre é1”

Es equivalente a expresar que “es posible adoptar, por |0 menos un sistema de referencia, para e
cual toda particula aislada continta en su estado de reposo o0 de movimiento rectilineo y uniforme”.

Recuerde se denomina particula a todo cuerpo cuyas dimensiones y orientacion resultan
despreciables en la descripcion de su movimiento.

A los sistemas de referencia en reposo o gque se desplazan con movimiento rectilineo y uniforme
(es decir, no acelerado) se los denomina Sistemas de referenciainerciales.

Una particula aislada es aguella que no interactla con otras 0 sea, no esta afectada por las
acciones (“fuerzas”) que estas otras pudieran ejercer sobre ella.

Principio de masa (2° Ley de Newton)

“La derivada de la cantidad de movimiento respecto del tiempo es proporciona a la fuerza
que actua sobre el cuerpo y tiene su direccion y sentido”.

- -
Siendo p =mv la “cantidad de movimiento” o “momento lineal”

dp__dv__~
~—=m—=ma
dt ot

F=

Principio de Accién y Reaccién (32 Ley de Newton)

“A toda accion ejercida sobre una particula, se opone una reaccion igual y de sentido
contrario que ejerce la propia particula”

Serefiere a lainteraccion entre dos particulas y en otras palabras sefiala que toda vez que una
particula g erce una fuerza sobre otra, ésta gjerce sobre la primera una fuerza de igual intensidad y
direccion pero de sentido contrario.

Principio deindependencia de accion de fuer zas
“Todo cuerpo, bajo la accion conjunta de dos fuerzas, describe la diagonal del paralelogramo
en e mismo tiempo que emplearia en describir los lados del mismo, bajo la accién de cada una de las

fuerzas” Fig 4.1

Si dos 0 més fuerzas actlan sobre una particula, la aceleracion resultante es igual a la suma de
las aceleraciones que adquiririasi cada una de aquellas actuara aisladamente
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Este principio expresa el de superposicion de
efectos.

Fig4.1

Movimiento unidimensional dela particula

En este apartado se estudia el movimiento de una particula de masa m a lo largo de una recta. Al
quedar de tal modo definida la direccidn, es habitual prescindir del tratamiento vectorial de los
distintos elementos que intervienen. El tratamiento vectorial es de todos modos, general, y es
estrictamente indispensable, en €l estudio del movimiento curvilineo, es decir, en dos o en tres
dimensiones.

Segun €l Principio de Masa:
2
% = E mv) :i(md_xj :md_x =F=ma
dt dt dt\ dt
Expresiones validas para un particula cuya masa se acepta como constante.

Este principio, expresado como %z F=ma| constituye la Expresion diferencial del Momento

Lineal, cuya integracion conduce a
P2 _ [t _ [t
Ipl dp—L Fdt = pz—pl—J'tl Fdt
Que eslaexpresion integral del Teoremadel momento lineal.

t2 . . . . .
L Fdt se denominaimpulso de F, o impulso suministrado por lafuerzaF.
. d?x w ., o L .
Laexpresion F= mF es la “Ecuacion fundamental de la Dindmica”, y es una ecuacion diferencial

ordinaria cuya solucion es x = x(t), y en la que F puede ser funcion de t (fuerza variable en €
tiempo), x (Fuerza que depende de la posicion) o de v (Fuerza que depende de la vel ocidad).

A partirde F= mz—\: , Se puede expresar Fv = mvﬂ
= |Fv = i(1 mv?)
dt "2

Que es la “Expresion diferencial del Teorema de la Energia”. En esta ultima expresion T:E mv? se

define como Energia Cinética de la particula.
Laformaintegral del Teoremade la Energiaes:

j‘zﬂ(iwzjdt:j”d—Tdt = To-Ti= [Fvadt
todt 2 todt 4
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En la expresion recuadrada, 10s términos que intervienen representan:

Ltz Fv dt: Trabajo realizado por lafuerzaF entret; y ta.
F v : Potencia suministrada por lafuerzaF.

- _1 2 1 2 X2
Asi, Tz—Tl—Emv2 —Emvl—.[X1 F dx

2
La Ecuacién General de la Dindmica, mc;t—z(= F permite abordar los dos grandes grupos de

problemas del estudio del movimiento, a saber:

A) Conocidas las fuerzas 0 acciones de otras particulas o cuerpos sobre una particula dada,
obtener la descripcion completa del movimiento, identificando para todo instante, la posicion, la
velocidad y la aceleracién resultantes (Proceso de integracién)

B) Conocida la “ley del movimiento”, o sea, x(t), determinar (ademas de la velocidad y la
aceleracion) lafuerza resultante o accién gque la determina (Proceso de derivacion).

Como se ha dicho, la fuerza F puede ser funcion de una o mas variables, por gemplo: F(x, x
,t) 0 de una combinacion de ellas, pudiendo inclusive exigtir relaciones funcionales que las liguen
entre si.
Ejemplos:
La fuerza de rozamiento es funcion de la velocidad.
La fuerza gercida sobre un cuerpo cargado por un campo electrostético dependiente
del tiempo.
v' La fuerza gercida por € campo gravitatorio sobre una masa y la fuerza de
recuperacion elastica son funciones de la posicion.
v' La fuerza de resistencia del aire, en general, es funcion de la posicion y de la
velocidad.

AN

. L, L, d?x . . . .
Finalmente, la solucién de la ecuacion mF = F(x, x,t) |requiere los conocimientos de condiciones

iniciales o de referencia, es decir, conocer los valores que asumen X y X para un determinado y
conocido instante to.

parat=t,
Esdecir:{x=x(t,) =X,

X =X(ty) =V,

Caso de Fuer za dependiente del tiempo, Gnicamente
. d*x . d?x . d’x _dv
Laecuacion m—-=F(x, x,t) seexpresacomo m—-=FK(t),y sendo —;-=—,
gz o Xt) seep oz Y d? ot
Sera m% =F(t) , EDO de primer grado (requiere el conocimiento de una condicién inicial, en este

caso, v(0). Esta EDO se puede resolver por separacion de variables seguida de un proceso de
integracion, o utilizando transformada de Laplace.
Por separacion de variables:
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m‘;—V_F(t) = m['dv =[ Foet

mv — mvo =jt F)ydt = v(t)=vo+ (%] .[t l F(t)dt

Conocido v(t), y siendo v(t) = :I_)t( = dx = v(t)dt = (X - xo):.[tt v(t)dt, y reemplazando v(t) sera

X(t) =Xo +Vo(t — to)+ (%) ¥ [ ¥ F(t)dt}dt

Caso de Fuer za dependiente de la velocidad, Unicamente

En este caso, es F = F(v), y se supone conocida esta relacion funcional.
La ecuacion general se expresa como:

mZ— =F(v), y separando variables: v = a

F(v) m
= Vd—v—(lj dt= ( )(t t,)
vo F(v) \m m
Siendo F(v) conocida, J' — —(p(V) En principio, siempre es posible obtener ¢(v) t de ésta, despejar

v. Entonces, resultara v(t) = y( Vo,

t-t ), Y conocidos Vo, to,m es v=y(t).
m
Conocida la relacion funciona entre la velocidad y el tiempo, se puede obtener la ley del

movimiento. Para esto, se parte de ?}I—)t( V= X —Xg = jt t P(t)dt

X(®) = %0+ | " w(b)dt

Caso de Fuer za dependiente de la Posicion, Gnicamente

Para este caso, la ecuacion general queda expresada como: m j— =F(x)

Multiplicando ambos miembros por dx: m% dx=F(x)dx = mv dv = F(x)dx.
Integrando entre las posicionesXp y X, y paravp y V:
.[: F(x)dx = _[VV mv dv [1]

donde Xg, Vo son la coordenaday velocidad en un punto de referencia Py
X'y v son la coordenada y velocidad en un punto genérico P.

_[X F(x)dx es el trabgo de lafuerza F(x) al pasar de xo aXx,
Definicion de Energia Potencial: Es €l trabajo necesario para llevar una particula desde un punto

genérico hastael punto que se considera como de referencia.
Esto se expresa: V(x) = J'XOF(x)dx: - J: F(x)dx
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Utilizando €l potencial, laexpresion [I] resulta:
.[X F(x)dx = %mv2 —%mvgz V(Xo) = V(X) [11]

Si lafuerza que actlia sobre la particula realiza trabajo positivo, ello representard en una disminucion
delafuncion V(x) (Energia Potencial).
Siendo (Y,)mv? = T(x), la Energia Cinética, laexpresion [ 11 ] se puede escribir:

T(X) + V(X) = T(x0)+V (Xo) = Constante = E| [ 1]

donde E esla Energia mecanicatotal del sistema.

[ 111'] expresalaley (teorema) de la conservacion de la energia mecanica total, y significa que si la
fuerza depende solo de la posicién, la totalidad del trabgjo se produce a expensas de la energia
potencial y dalugar al incremento de la energia cinética.

Un sistema de fuerzas que satisface [ 111 ] se dice es conservativo, y es condicion que la fuerza
dependa sdlo de la posicion.

Cuando aparecen fuerzas que no dependen solo de la posicion, aparecen otras formas de energia, y se
dice que intervienen fuerzas “disipativas”, y el sistema serd no conservativo.

De TX) +V(X)=E = ()M +V(X)=E=v= %(E-V(x))

ysendov- \/in0 = V(x .Lodt =(t-to)

Laley de movimiento podria obtenerse resolviendo laintegral y despejando x(t).

Teniendo presente que V(x) = - J'X Fdx resulta:

_dvV(x) _
o =F(x)

Es decir que la energia potencial es una funcién escalar cuya derivada, cambiada de signo da la
fuerza. De agqui surge que todo punto cuya coordenada cumpla que dV_(x):O’ a hacer F(x) =0,

constituye un punto de equilibrio.

No debe perderse de vista el caracter escalar del potencial, y el carécter vectoria de la fuerza. La

dV(x)
dx

Ultima expresion, es la componente en x (coordenada a la que hemos restringido el

movimiento en este estudio) del Gradiente de V(x). ( Se sabe que el gradiente asigna a un campo
escalar un vector cuya direccion es la direccion de maxima variacion, y cuyo modulo es el valor de la
maxima derivada)

Apuntes de Catedra Mecanica Racional 5



)
“-7‘ Facultad de Ingenieria mm
A |

Universidad Nacional de Misiones

Curvas de Potencial

Para un movimiento unidimensional, es posible graficar V(x) en funcion de x fig. 4.2.

La ecuacion = jt ‘it =(t-tp) expresa que, para una energia dada E, la particula sdlo

\ﬁ .
2 o \JE-V(X)
puede evolucionar en un intervalo en que V(X)<E. El andlisis de la curva, de tal modo, conduce a las
siguientes conclusiones:

v' S laenergiainicia es E = Ey, la particula solo podra permanecer en xo. Alli estara en un
punto de equilibrio: la tangente geométrica a la curva es horizontal, y ello indica que

Ve
ax [,

v" Los puntos 4,5y 6 corresponden a las coordenadas x4,Xs Y Xe para las que igualmente se
verifica equilibrio de fuerzas.
v' S las condiciones iniciales condujeran a un nivel de energia E = E;, el movimiento de la
particula quedaria confinado entre X; y Xo.
v" Como E =V(x) + T(x) setendria, s se adopta como nivel de referencia V(x)=0, que:
» en X, E; = T(Xo) : Laenergia es enteramente cinéticay ademés, T(X) alcanza su valor
maximo.
» enlospuntosly 2, E; = V(X1) = V(X2): Laenergia es enteramente potencial, y esta es
maxima para €l intervalo [X1,X2].
» Lavelocidad disminuye al acercarse a X3 0 a Xz, puntos de retorno. EI movimiento
cesay seinvierte su sentido a alcanzarlos. El trama [x1,X2] suele denominarse “valle
de potencial”.

v Para que la particula pueda alcanzar la posicion x4, la energiainicial deberia alcanzar a E =E..
En x4, la particula podra bien regresar hacia el valle de Xo, bien escapar hacia el valle de xs.
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Estados de Equilibrio

De particular interés resulta el andlisis de las situaciones de equilibrio, el carécter del mismo,
y las condiciones de su existencia, para fuerzas actuantes dependientes de la posicion. Se ha dicho
gue los estados de equilibrio presentan donde las fuerzas aplicadas sobre la particula son nulas, 0 sea
F(x) =0.

Siendo — =F(x), las condiciones necesarias y suficientes para que la particula se

dV(x)

dv(x)
X

encuentre en un punto de equilibrio, es que dado V (x); =0.
Los puntos (1), (2) y (3) cumplen con la condicion

fvm Fig4.3 dV(x)

=0, y se denominan puntos de equilibrio.

; Desarrollando dv(x)
BRQ) 3) dx

dV(x):(dV(x)j +(d2v(x)] <+

en series de potencias:

dx dx dx?

2) 3
’ LAV e,
2 dx® ),

—————————————— ¥ Despreciando los términos de orden superior y
considerando el origen de coordenadas en € punto

donde v =0 queda:
2
] dV(x):_ d“V(x) w=F
dx dx?

En el punto x0 en que se verifica

V) _y 4V
dx " odx?

j puede adoptar un valor >0,<0 o igual aO.

Ello conduce a | os siguientes casos:
1. Equilibrio Estable:

2
S (d ZEX)J >0, la ecuacion general del movimiento es:
0
2 2 2 2
md—i(:F:—dVgX) « N d;<+i dvgx) «=0
dt dx= ), dt® m{ dx® ),
2
llamando w = %(ddVEX)J , Se puede rescribir la ecuacion como:
X
0

X + wex=0| cuyasolucion esdel tipo ‘x(t) =A Cos(w,t + e)\

El movimiento asi descrito es armonico y ocurre en torno del punto de equilibrio, A y 6 dependen
delas condicionesiniciales.

d?V(x)
dx?
minimo relativo. Puede expresarse entonces que s la funcién potencial posee un minimo en el punto

d\;(x_) =0, implica que €l punto en cuestion es un
X

La condicion ( J >0, en un punto donde
0
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de equilibrio, entonces este es estable. Implica que si una particula es alejada del punto de equilibrio,
tiende a retornar.

2. Equilibrio Inestable

2
Si (ddvgx)) < 0, laecuacion general del movimiento es:
X
0
2 2 2 2
nOX e[V A 1(dve) g
dt dx®  J, dt m{ dx® ),
2
llamando w; = 1 [d Vgx)j , Se puede rescribir la ecuacion como:
m{ dx® )
;—w§x=0

La solucién a esta ecuacion diferencial se puede expresar como:
‘x(t) = C,e™ +C,e™
donde C; y C, dependen de las condiciones iniciales. En esta expresion, los coeficientes de las
exponenciales son positivos, 10 que se interpreta de la siguiente manera: apartada la particula de su
posicion de equilibrio, la particula tiende a algj arse indefinidamente.
Las condiciones de equilibrio para un punto de equilibrio inestable son:
dV —
v
d?v
dx?
3. Equilibrio indiferente.

5 (d2V(x)] :O:mdzx :F:(dZV(x)j <=0

condicion de maximo en la curva de potencial.

<0

dx? at? dx?

2
= m(;t—z( =0 (Lafuerzaactuante esnula)

Esta Ultima ecuacion diferencial tiene por solucion x(t) = Cit+C, , donde las constantes
dependen de las condiciones iniciales. Esta ecuacion corresponde a un movimiento a velocidad
constante, lo que resulta l6gico pues lafuerza que se gerce sobre la particula es nula.

Las condiciones de equilibrio indiferente son entonces:

v _,
dx

2
d\2/:0
dx

En la curva de potencial, indican potencial constante.

M ovimiento Curvilineo de la Particula
Consiste en € estudio del movimiento en dos o tres dimensiones. Es imprescindible el

tratamiento vectorial de los distintos elementos intervinientes.
Seguin el Principio de masa:
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ma=F  [1]
Por el principio de independencia, o de Superposicidn de efectos:

— — - -
F :Z F , donde Fison las fuerzas actuantes sobre la particulay F, la Resultante, o fuerza

equivalente ala accioén combinada del conjunto Fi .
Para un tratamiento en coordenadas cartesianas, la ecuacion [ 1] es equivalente a tratamiento
simultaneo de:

mx=F.  my=F, mz=F,  [2]
puesto que ma =m(xi + yj + zk)= Fyi + Fyj +FK

En coordenadas intrinsecas:

2
N mYN=ET+RN  Fs=0
dt p

ma =m
Lafuerza T: esen general, E:E(?G,t)
La integracion del sistema de 3 ecuaciones diferenciales de 2° orden como [ 2 ], genera 6

- -

constantes arbitrarias, y plantea el conocimiento de condiciones iniciales ro y vo. Laresolucion es
laboriosa, aunque se siguen los mismos lineamientos desarrollados para e caso unidimensional.
Particularmente si ocurre la independencia dimensional dada por:

Fe = F(X X00)
Fy=F(y.y.)

F,=F(z,z1)
Las tres ecuaciones resultan independientes entre si y €l tratamiento en x, y 0 z es similar al ya
estudiado.
A continuacion, se presenta un resumen de las expresiones vectoriales, validas para 2 y tres
dimensiones, de |os teoremas enunciados:

Cantidad de Movimiento o Momento Lineal:
p=mv
Principio de Masa:

%:E(mcj:rz

dt dt

Impulso de E (Teorema del Momento Lineal, formaintegral):
- — - — t, 2
P2- P =MV,-Mmv, = \ Fdt

Teorema de la Energia(forma integral)

v,

Vv

., j -(1/2)m( ) = [Fedr

Teorema de la Energia( Forma diferencial )

dT_ d 1 2|12 7
—=—|=mv?|= Fev
at  dt\2

T2 - T1 = (1/2)m(
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Es el momento del vector Momento lineal de la particula, respecto de un punto 0.

Sea p=mv el momento angular de la particula

masamy V lavelocidad respecto del punto “O” se
I-O -rx P
Como e momento angular es entonces el vector

- g

perpendicular al plano determinado por 'y V. En
un movimiento en el espacio, este vector cambiara
modulo y direccion a medida que la particula se

Un caso particular se da cuando la particula se
un plano y el punto “O” esta contenido en el mismo,

Fig 4.4

caso, €l vector momento angular seré siempre perpendicular al plano.

Derivando e momento angular respecto del tiempo:

dL, d .~ > [dr > > dv
=M—(rxv)=m| —xV+ x—
dt dt dt dt

—

como O(lj—: X 3 =0 por ser paralelos

:>dL°= m?xd—v=m(?xr:)
dt dt
dL,

=

" =m(rx F)| Formadiferencia del Teorema del momento cinético:

P de

define

el caso de
de
desplace.
mueve en
en este

La variacion en el tiempo del momento angular respecto de un punto “0” esigual a momento de

la fuerza actuante sobre la particula respecto de “0”.

Laformaintegral de este teorema es: I_: - Ijl = L N (?x r:)dt

Apuntes de Catedra Mecanica Racional
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Unidad 4: Vinculos o Ligaduras. Parte B

Hasta aqui se ha analizado el movimiento libre de la particula. A la accién de las fuerzas
exteriores, ella respondera sin condicionamientos.

Cuando aparecen restricciones al movimiento, aquella libertad queda condicionada. Estas
condiciones se materializan através de vinculos o ligaduras.

Se llama vinculo a cualquier sistema material capaz de impedir o condicionar el libre
movimiento de una particula o cuerpo.

Los vinculos pueden ser simples, dobles, etc, segin eliminen uno, dos, etc, grados de
libertad.

La eliminacion de grados de libertad constituyen restricciones que se imponen al
movimiento. En consecuencia, tres ligaduras simples, convenientemente dispuestas, eliminan los
tres grados de libertad de una particula, produciendo su inmovilizacién.

Las restricciones al movimiento suelen presentarse cuando la particula se halla
condicionada a desplazarse sobre una curva o sobre una superficie. Constituyen casos de
movimientos muy usuales, y de las méas habituales aplicaciones practicas. Representan el caso del
MOVIMIENTO RESTRINGIDO.

Sobre una curva, e movimiento de la particula se halla restringido en dos grados de
libertad, pudiendo la particula moverse Gnicamente segiin laley R(s), siendo g = s la coordenada
gue determina en cualquier instante la posicion.

Sobre una superficie la posicion de la particula queda determinada por R = R(q1,02) , O sea,
funcién de dos coordenadas. el movimiento tiene dos grados de libertad. En consecuencia,
restringir el movimiento a una superficie representa imponer una condicion de vinculo.

Desde el punto de vista matemaético, los vincul os se representan por relaciones de vinculo.

Ejemplo 1: Una particula obligada a deslizar sobre un alambre cuyo eje describe una curva plana
y = f(x), Vx / a < x < b. Para P, e aambre constituye un vinculo mecénico, e que
mateméticamente se expresa por la relacion de vinculo:

y-f(x)=0,a<x<h.

Ejemplo 2. Una particula puede moverse en el interior de una esfera de radio r. Al poder ocupar
cualquier posicion dentro del volumen limitado por la superficie, incluido su contorno, la relacion
de vinculo resulta:

X+ Y+ 22 <r X<Ty<r,z<r

Ejemplo 3: Una particula sujeta a extremo de una varilla indeformable de longitud L, y fijaen su
extremo opuesto Py. Larelacion de vinculo para el sistema de referencia adoptado es:

(X-X0)” + (Y-Yo) +(z-20)*=L>
La particula evolucionard siempre sobre una superficie esféricade radio L.

Observaciones:
1. Larelacion de vinculos expresa las posibilidades que tiene el movimiento, pero no caracteriza
fisicamente al vinculo. Asi, una particula sujeta a una cuerda inextensible de longitud |, constituye
un vinculo fisicamente diferente de los indicados en los ejemplos 2 y 3. La relacién de vinculo es,
sin embargo, igual aladel gjemplo 2.

2. Laexpresion delarelacion de vinculo depende del sistema de referencia que se adopte.

Las consideraciones precedentes permiten la siguiente agrupacion: los vinculos mecénicos
pueden ser completos o bilaterales, o incompletos o unilaterales.
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El vinculo es completo cuando la particula esta
obligada a permanecer en todo momento en P
contacto con él.

Matematicamente, la relacion de vinculo
congtituye una ecuacion o igualdad. En este tipo
vinculo para cada desplazamiento ds es siempre
posible que ocurra el opuesto -ds.

i de

El vinculo es incompleto cuando solo
impone una condicion de frontera entre dos / Fig 4.5
semiespacios y la particula queda condicionada !
anicamente a no trasponerla, pudiendo evolucionar en cualquier punto del semiespacio habilitado.
El contacto con la frontera es posible, pero no forzoso. Mateméticamente, la relacion de vinculo
constituye una inecuacion o desigualdad. En estos casos, para algunos desplazamientos posibles
ds;,, no son posibles sus opuestos -ds,.

Los vinculos podran ser rugosos o lisos, segin introduzcan o no fuerzas disipativas de
friccion o rozamiento.

También es posible considerar
vinculos de naturaleza y accion oF
dinamica variables o constantes en €l tiempo.
Fig 4.6

Reacciones de vinculos

La restriccion a movimiento que introduce un vinculo, constituye una accién dindmica
actuante sobre la particula. Es decir, se materializa mediante fuerzas conocidas como Reacciones
de vinculo. Asi, los vinculos son responsables de la aparicion de fuerzas reactivas, en tanto que a
|as restantes acciones actuantes sobre la particula, se denominan fuerzas activas.

Son caracteristicas de las reacciones de vinculo:

+¢+ dependen de las fuerzas activas actuantes.

+ Si lasfuerzas se anulan, las reacciones de vinculo se anulan.

¢ Las reacciones de vinculo no pueden, de por si, producir movimiento.

Diagrama de cuerpo libre: Esquema en que se representan todas las fuerzas actuantes: activas,
por interaccién de la particula con otros sistemas, y reactivas introducidas por |os vincul os.

Vinculos Rugosos. Rozamiento.

Se ha dicho que los vinculos rugosos son los que introducen fuerzas disipativas de
rozamiento. Estas acciones se oponen a deslizamiento relativo entre particulas y vinculos, y se
gjercen segun la direccion tangencial.

Para describir las caracteristicas del rozamiento de primera especie, es conveniente considerar
un cuerpo (que se puede asimilar a una particula) apoyado sobre una superficie rugosa que actla
como vinculo, y se puede sefidar que:
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¢ Lamagnitud de la fuerza de rozamiento es independiente de la extension de la superficie de
contacto.

¢ Depende de la naturaleza de | as superficies en contacto.

Es proporcional alaaccién de las fuerzas activas normales a la superficie o vinculo.

¢ Equilibra cualquier componente tangencial de la fuerza exterior, es decir, impide
desplazamientos, mientras no se supere el valor limite fN, en que f es e coeficiente de
rozamiento estético (siempre menor que la unidad)

*

El movimiento en presencia de vincul os.
En presencia de vinculos, la ecuacién general del movimiento se expresa por:
Fa + Fvin =Mma
Fa eslafuerzaactiva, F.i, eslaresultante de todas | as reacciones de vinculos. Cada una de
estas reacciones admite una descomposicion (Fuin)i = (For, )i +(Fin )i, donde (Fy, )i es la reaccion
de vinculo tangencial y (F, )i lareaccion de vinculo normal.

Cuando el vinculo esliso, (Fy, )i = 0, es deir, lareaccion es normal ala superficie o curva

en gque se materializa el vinculo.

En vinculos rugosos (F,, )i es debida alas fuerzas de friccion o rozamiento.

Movimiento de una particula sobre una curvalisa.

Para una curvalisay fija se puede considerar e movimiento en coordenadas intrinsecas r
=r(s). Lareaccion de vinculo actia en e plano normal alatrayectoria (tiene componentes segin
T (versor Tangente) y N (versor normal). Entonces, si la fuerza activaes R=RT + R\N + R,B

(B=versor binormal)

Aplicando  F4 + Fyin = ma,

Tendremos las siguientes ecuaciones en componentes:

K =ms
22
Rn + Fvl\iln = ms_
p

R,+F2, =0

M ovimiento sobre una superficielisa
Una superficie en €l espacio estdexpresadapor :  f(x,y,zt) =0[1].

La superficie serafija cuando: Z—ftzo. Si eslisa, debe ser (Fyin)= (F),) = A VI,

donde A esunescalary Vf esel gradiende def.

La ecuacion fundamental es R + (Fj\i'n): R + AVf =ma, (R eslafuerza activa) que se
puede expresar en componentes:
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2
mOI—;(zRXJr)\ﬂ
dt OX
2
m%zRyH\% 2]
d?z of
¥z R AL
da? ¢ oz

Mediante las ecuaciones [1] y [2] se puede resolver el movimiento si se conocen las
condicionesiniciales (ro,Vo).

Existira equilibrio toda vez que la resultante de las fuerzas activas sea nula, o bién normal
a la superficie (caso de vinculo bilateral). En caso de vinculo incompleto, ademas es necesario
gue R tenga un sentido Unico: el que posibilite presiéon de la particula sobre la superficie.

Dinamica Relativa dela Particula

En Cinematica hablamos de Sistemas de Referencia Fijos y Moviles. En Dindmica, a su
vez distinguimos sistemas Inerciales y No Inerciales. Entre los sistemas moviles, basta una
rotacion de los mismos para que estén en acelerados y en consecuencia, constituyen sistemas no
inerciales.

En Cinemética Relativa, hemos establecido la relacion entre la aceleracion de la particula

referida a un sistema fijo cuando interviene ademas, al menos un sistemamovil (en el caso mas

general, animado de movimiento de rototraslacion).

a_ =4, +R+wxr| +2wxv|, +0x(@xr| )
Por la ecuacién fundamental de la dindmica: F = ma considerando a un sistema fijo como
Inercial y al sistema en rototraslacion como no inercial:

F=mad_=ma  +mR+mawxt| +2maxv| +mox@xt,)
En esta expresion, se define a:
H,, =md,, (masax aceleracion relativa)

Fuerzainercial de arrastre: -(mR+maxr|,, +2mawx V|, + mox (x|, )=H,)
= (masa x aceleracion de arrastre )

Esta fuerza inercial de arrastre constituye una "fuerza correctiva que permite gjustar la
ecuacion fundamental cuando esta referidaa un sistema no inercial, o sea:

FIM - maIM:FIF_FlA
La fuerza inercial de arrastre se compone de una de Arrastre por traslacion y otra de
arrastre por rotacion:

F|A = |:IA(Trars.Iacic’m ) + I:IA(Rotacién)
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FIA(Tras!acién)z -mR

FIA(Rotacién) = - (Mmwx r|,vI +2moo><v|M + mco><(w><r|M))

Entre los términos de lafuerza de arrastre por rotacion, se distinguen:

2mwx v| ,, = Fuerzade inercia de Coriolis.

m wx r|M = Fuerza de inercia debida a la aceleracién de la rotacion.

mwx (wx r|, ) =Fuerza de inercia Centrifuga.

Principio de D" Alembert

Se trata de un Principio que permite plantear los problemas de dinamica en forma similar a
problemas de estética, es decir mediante ecuaciones de equilibrio.

En el apartado anterior, se ha introducido el concepto de fuerza inercial, la cual surge de la
multiplicacion de la masa de la particula por una aceleracion.

En base a esta idea |a ecuacion de Newton

F=m aescritacomoF-ma=0

Considerando ahora la cantidad - m a como una fuerza inercial F™", la ecuacion anterior puede
pensarse como una ecuacion de equilibrio

F+FN=0

Esta Ultima ecuacion permite tratar un problema de dinamica como uno de estética planteando la
ecuacion de movimiento como laindicada mas arriba.

Esto constituye la base del principio de D"Alembert para un sistema. Cabe resaltar que las
ecuaciones basadas en este principio y las correspondientes a la segunda ley de Newton son
enteramente equivalentes.
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