Unidad 3: Cinematica del Cuerpo Rigido

Conceptos generales

En el estudio de la cinematica del s6lido la distribucién de su masa resulta fundamental y se vera
ademas que el movimiento general siempre puede ser descripto como la combinacién de
movimientos sencillos de traslacion y rotacion. Se analizaran casos particulares del movimiento
de sdlidos, tales como el movimiento plano, el movimiento polar o con un punto fijo.

Para comenzar se define a un cuerpo rigido como un conjunto de particulas materiales que
mantienen sus distancias relativas constantes aunque este concepto de sdlido rigido es una
idealizacién ya que en la realidad fisica no existe, presentandose sélidos reales que se deforman
variando las distancias relativas entre particulas, es decir puede cambiar de forma.

En general las deformaciones de los so6lidos reales son pequefias comparadas con sus
dimensiones y podremos aplicar los conceptos y definiciones relativas al sélidos rigido ideal
pero en los casos en que las deformaciones sean importantes respecto de la geometria del sélido
no podran ser aplicados.

La cinematica del sélido rigido estudia las diferentes posibilidades de movimientos que puede
presentar en el espacio para lo cual se comenzara definiendo la condicion analitica de rigidez. La
Figura (4 .1) presenta el esquema de un cuerpo en el espacio y dos puntos P, y P.

La distancia entre ambos puntos se obtiene,

referenciandolos a un sistema de coordenadas,

mediante el valor absoluto de la diferencia de z T
las posiciones de ambos puntos dada por

lop,—0P,| (4-1)

Por la condicion de rigidez esta distancia
permanecera constante independientemente de
las interacciones que se realicen sobre el
cuerpo. Si se refieren ambos puntos mediante
vectores posicién la distancia puede escribirse
con el siguiente producto escalar. X y

Figura 4.1: Posicién de dos puntos de un cuerpo
rigido respecto de un sistema de referencia
cartesiano.

(F2_ 1) . (Fz_f;) = cte
(F,—F)'=cte  (4-2)

Si el sélido esta en movimiento las posiciones de los puntos P; y P, son funciones del tiempo
entonces, derivando la expresion (4-2):

2.(r—1,) .

(F=r) .

N

Dividiendo miembro a miembro la expresion (4-3) por el mddulo del vector |F2—F1| se
obtiene el versor que indica la direccién del segmento que une ambos puntos quedando
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Si de esta ultima se distribuye el producto escalar y se ordena se tendra

. e, (4-4)

<
N

[
N
A

[l
>—~<J'

La expresion (4-4) se denomina condicion cinematica de
velocidades que graficamente se interpreta de acuerdo a
la Figura 4.2. como la proyeccion de los vectores
velocidad de dos puntos de un cuerpo rigido en la
direccion definida por el versor e.;.

Se resalta que, a pesar de que los dos puntos poseen
distintas velocidades sus proyecciones sobre la recta de
union de ambos es idénticas cumpliendo con la
condicion de rigidez.

Derivando la expresion (4-3) se obtendra

_(_;_Fl) .

Dividiendo miembro a miembro la expresion anterior
por el modulo del vector \r ,— T | se obtiene

Operando algebraicamente se tendra

(_’2_‘71)2 (Fz_’?1) N .
+ (a@,—a,) =0
|F2_F1‘ |F2_F1‘ 2 '
A .
|F—F + ey, . (d,—d) =0
2~
v, — v, [
- - - 2 1
a.e, =4a . e, ‘P2:P1| (4_5)

La expresion (4 — 5) representa la condicion cinematica
de aceleraciones cuya interpretacion grafica puede verse
en la Figura 4.3 que a fines didacticos las proyecciones
de las aceleraciones de ambos puntos han sido
dibujadas positivas. El tercer término corresponde a la
aceleracion centripeta y debe quedar siempre opuesto a
la direccion del versor e,; dado que se tomd como
referencia el punto P;.

Figura 4.2: Aplicacién de la condicion
cinematica de velocidades a dos puntos de
un cuerpo rigido en movimiento.

‘Vz B ‘71 |2

. |p, 2P|

Figura 4.3: Se indican las tres proyecciones
de cada aceleracion sobre la recta punteada
mas la aceleracion centripeta.



Movimientos del Sdlido en el Espacio

El so6lido rigido no vinculado en el espacio
puede realizar movimientos y llegar poseer
diferentes ubicaciones y orientaciones en el
transcurso del tiempo. Estos movimientos
pueden ser puros o compuestos los cuales se
desarrollaran a continuacion.

Movimiento de traslacion puro.

Este tipo de movimiento se da cuando la recta
que une dos puntos cualquiera de un so6lido
conserva su direccion en las distintas
posiciones que ocupa a través del tiempo
segun se muestra en la Figura 4.4.

Las caracteristicas cinematicas del
movimiento de traslacion del s6lido son:

1 - Todos los puntos del rigido tienen idénticas
velocidades instantaneas. Esto se puede
observar en la Figura 4.4 donde vV, =V,

y V'l =V '2

2 - Toda linea del solido se traslada
manteniéndose paralela a si misma. Tal lo
que ocurre con el segmento P;-P, de la
misma figura.

3 - Las trayectorias de todos los puntos son
idénticas y pueden ser superpuestas
exactamente unas con otras.

Movimiento de rotacion

Cuando un sélido se mueve de tal manera
que permanecen fijos dos de sus puntos se
dice que estd en rotacion lo que puede
extenderse a todos los puntos que se
encuentran sobre la recta definida por los
dos primeros y el estado de velocidad del
solido se estudia partiendo de la condicion

Figura 4.4: Dos posiciones diferentes de un cuerpo
rigido indicando el comportamiento del segmento AB.

Figura 4.5: P.

de rigidez. En la Figura 4.5 los puntos O; y O, se encuentran fijos en el espacio asi como todos
aquellos que se encuentre sobre la linea punteada o eje definida por ambos. Para un punto
cualquiera P fuera de dicha linea las distancias a los puntos O; y O, permaneceran constantes, es
decir el valor absoluto de las distancias sera constante de acuerdo a

|P:Ol‘ = ‘P = Oz| = cte

La misma expresion se puede escribir como

(P=0,7 = (P—0,) = cte

Considerando que la posicion del punto es funcion del tiempo se puede derivar las anteriores

quedando



2.(PZ0,).V,=2.(P=0,).V,=0

Como ningtin vector de los productos indicados es nulo, se deduce que los vectores son
perpendiculares entre si y a su vez perpendicular al plano definido por los puntos O;— O,—P

La posicion del sélido queda determinado por tres puntos y su movimiento por el del punto P.

La velocidad de cualquier punto sera perpendicular al eje O; - O (siempre que no se encuentren
sobre el eje).

En un tiempo At el plano barre un angulo A¢ con el cual se define la velocidad angular media
como

_AQ

W nedia= At

La correspondiente velocidad angular instantanea sera entonces

. Ao
w=lim —
At—0 At

Un punto cualquiera del sélido que se encuentre a una distancia r perpendicular al eje (que
correspondera al radio) describira una trayectoria circular cuyo arco estara dado por

As=A@.r
La rapidez instantanea de dicho punto valdra

. As_,. Ag
lim —=Ilim ——.r
a0 At aso At TP

Ve = W . T,

La velocidad de un punto es igual al producto de la velocidad angular por el radio del punto
respecto del eje de rotacion. Debido al tratamiento vectorial que se le otorga a la mayoria de las
magnitudes tratadas hasta aqui, es conveniente otorgarle a la velocidad angular un caracter
vectorial para lo cual se utilizara el producto vectorial ya empleado en cinematica de la particula
quedando

V=0 X7 (4-6)

Para determinar la aceleracion se deriva la expresion (4 — 6) utilizando la regla del prtoducto
quedando

L dVy) _do . . _d(r})
ap: d ZTXI"P+CUX—dt

Analizando cada termino por separado se tendra



dan - o
d Xrp=aXrp - corresponde a la aceleracion tangencial.

dr,
- P_ - — - - — . .
W X & =@ XVv,=w X w Xr, - corresponde a la aceleracion normal o centripeta.

Finalmente la aceleracién para cada punto del cuerpo rigido serd la suma de la aceleracion
tangencial y la centripeta

A, =0 XFp+® XOXTp (4=7)

Si a cada punto del sélido le corresponde una velocidad se puede decir que el estado instantaneo
del movimiento del rigido queda definido por un campo de velocidades. En el caso de la rotacién
pura quedara completamente determinado por el vector ® y la configuracién de las lineas de
campo resultan circunferencias.

Si adoptamos un sistema referencial fijo cuyo eje “z” coincida con el eje de giro del sdlido, la
velocidad instantanea de cualquier punto P quedara definido por la expresion

i j ok
Vy=lw, w, w,
r. r, r,

Como en el caso indicado w, y w, son nulos la expresiéon queda reducida a

ik
v,=[0 0 w,|F-w,.rjitw,.r,j=w,.(-r,.i+r,.j)
re T,

Esto muestra que las velocidades se encuentran en planos perpendiculares al eje “z”.
Grados de libertad

Si se tiene una particula en el espacio esta se puede mover en tres direcciones por lo que se
definira el nimero de grados de libertad como

GCL=3.1
\Z
Al tener tres particulas tendran P,=(x,Y,2,)
GCL=3.3=9 P =(x,y,2)
. . . . k
Si las tres particulas anteriores se mantienen )
rigidas mediante tres vinculos geométricos, o lo /
que es lo mismo estas representan un cuerpo X P, = (X, Y, 2,)
. - . 3 P I3 y
rigido de 3 particulas de acuerdo a lo )
Figura 4.6: P.

esquematizado en la Figura 4.6, las posiciones
relativas de dichas particulas es decir las
distancias entre ellas se mantendra constante y
teniendo presente que cada vinculo geométrico restringe un grado de libertad queda entonces

9 grados de libertad - 3 = 6 grados de libertad



Si se adiciona una nueva particula a las tres anteriores se agrega con ello 3 grados de libertad,
pero si se la vincula a las anteriores también se adiciona 3 nuevos vinculos. Podemos asi seguir
adicionando infinitas particulas hasta constituir un sélido rigido. Este s6lido poseerd en el
espacio 6 grados de libertad.

Estos seis grados de libertad pueden ser los tres desplazamientos de un punto del mismo y tres
rotaciones no paralelas o bien la definicion de dos puntos y un angulo de rotacion, etc.

Movimiento polar del solido

Es un movimiento en el cual un solo punto (polo) permanece fijo en el espacio y el vector
rotacion w no permanece fijo por lo que puede ir cambiando su orientacién en el espacio en
funcion del tiempo.

Asi definido el movimiento polar, el solido posee 3 (tres) grados de libertad ya que se ha
restringido el movimiento a un punto "O" por lo que las tres posibilidades de movimiento son
rotaciones respecto a las tres direcciones ortogonales.

Orientacion del solido en el espacio en un movimiento polar

Para orientar en el espacio un so6lido que posee un punto fijo se adoptaran dos sistemas
referenciales: uno fijo o absoluto y otro sistema solidario con el cuerpo rigido que se encuentra
en movimiento ambos ortogonales.

La rotacién del sistema movil estara relacionado mediante una transformacion que puede ser
expresada mediante una matriz ortogonal [A] que a su vez pueda descomponerse cada rotacion
en tres rotaciones independientes expresadas mediante el producto de las matrices que
representen a cada una de ellas quedando [A] = [Ai]. [A:]. [As].

Angulos de Euler

En el movimiento polar se pueden definir z=12
tres rotaciones independientes que T
compuestas daran como resultado una k=k'

rotacion total que brinde la relacion entre

un sistema fijo y un sistema solidario con 1

el sélido que fije la orientacion del
mismo. Estas rotaciones son:

1 - Angulo de precesion.

Este angulo de rotacion se consigue
girando la terna de eje respecto de “z” lo
que generara un angulo ¢ de precesion en
los ejes x e y. El eje z no gira ya que Figura 4.7: Terna girando respecto del eje z=z".
sobre este se realizara el giro segin la

Figura 4.7. La matriz de transformacion

que representa el paso de las bases (i, j, k) a (i', j', k') es:

i’ +cosqp seng 0\ (i

J' || —sengp cose O]-j

k' 0 0 1) \k
+cosp senp O

[A]=|—-seng cosgp 0| (4-8)
0 0 1



2 - Angulo de nutaciéon

Si a partir de la posicion final de
rotacion anterior se produce una nueva
rotacion pero respecto del eje “x” (a la
que se dominara linea de nodo) un
angulo 0 el sistema pasara desde (i, j/,
k') a (i", j", k') permaneciendo los
versores i' = i", es decir se conserva la '
direccion del eje "x" segun se especifica !
en la Figura 4.8.

Para este caso la matriz correspondiente
para representar matricialmente dicha
transformacion sera

Figura 4.8: Nuevo giro pero ahora respecto del eje x”.

0 senf cosé k'

[A,]= cos@ —sen@ (4—9)

l T
(0 cos® —senH d7
1
0
0 senf cosO

3 — Angulo de rotacién propia

Por ultimo para realizar el tercer giro el sistema rota sobre el eje z"* que se denominara rotacion
propia representada por el angulo y que por razones didactica en la Figura 4.9 solo se representa
este angulo. La matriz de transformacién correspondiente estara dada por

i’ cosy  seny 0 i
j' = 0 cosf® —senf || j"'
k''"] \—seny cosy 0 k'

cosy  seny 0
[As]=] 0 cosf —sen6 (4—10)
—seny Cosy 0

Cada una de las matrices [A1],[A.] y [As] poseen las siguientes caracteristicas:
v Son ortogonales, o sea que su determinante det[A;] = 1
v Suinversa es igual a su transpuesta, es decir que [A;] ' =[Ai] "
v Los tres angulos de rotacion son dependientes del tiempo.

Movimiento rototraslatorio. Teorema de Euler-Chassles.

Este es el movimiento mas general que puede presentar un solido en el espacio y para su analisis
se puede utilizar el principio de superposicién de movimientos que se pueden descomponer en la
traslacion de un punto del cuerpo mas una rotacion respecto de un eje que pase por dicho punto.



Sistema de traslacion y rotaciones

Si se tiene un cuerpo rigido cuyo movimiento resulta de
la superposicion de varias traslaciones y rotaciones, se
puede considerar que el estado de movimiento del mismo
queda descripto en cada instante por un sistema de
vectores de traslacion de los puntos A;, A, ... A, dados
por \71+ V2+ .t \7“ y vectores de velocidad de rotacion
respecto a ejes que pasen respectivamente por cada uno
de ellos dadas por D+ D, *.. +D, segun la Figura 4.9.
Segun el teorema de Euler-Chasles es posible describir el
movimiento general anterior, mediante la traslacion de un
unico punto del cuerpo rigido "O" que se puede elegir
arbitrariamente y se lo denominara polo de reduccion del
sistema rototraslatorio mas una rotaciéon respecto de un
eje que pasa por dicho polo "O".

Si se considera la velocidad de un punto cualquiera P, el
mismo estara sujeto a todas las velocidades de traslacién y rotacion pudiéndose expresar

Figura 4.9: Movimiento de un cuerpo
rigido en traslacion y rotacién simultaneas.

V=) V4 (3,xP-A) (4-11) 1

Comg R _
(P—A,)=(0-A)+(P-0)

Reemplazando esta tltima en la expresion (4—11) queda

V,=> Vit Y @, x[(0-A)+P-0)]

vp:z ‘7i+za7i><(o:Ai)+z 6iX<P:O)

e -

V,=V, + (_[)X(P:O) (4_12) Figura 4.9: P.

Es decir hemos expresado la velocidad de un punto de un sélido en funcién de la velocidad de un
polo "O" y una rotacion respecto del mismo.

Para dos puntos cualquiera P, y P, se tendra, aplicando el teorema de Euler Chasles a cada uno de
ellos tomando como polo el punto O se tendra

- - g

2=V, + &%x(P,—0) (4-13)
V,,=V, + &x(P,—0) (4-14)

Proyectando cada una de estas velocidades en la direccion de
la recta que une ambos puntos se tendra

—

- _ .~
VPl N ePZ—Pl - VPZ : ePZ—Pl

-

Reemplazando en esta dltima las expresiones (4-13) y (4-14)
quedara

Figura 4.10: Movimiento del sélido
tomando el punto O como polo.



[‘70 + J)X(Pl_o)] . ePZ P1 [\70 + X(PZ O):I N P; P1

Vo-€pypy + a)X(Pl_O) . €pypy = V. epy P1 + a)><(P2 O) - €py_py

C_{)X(P1_(Z) Cepypy = EEX(P O) . €py py
Vi.epyp = V,.epp

Se puede observar que cumple con la condicion cinematica para las velocidades por lo que
cualquier punto del sélido puede tomarse como polo de
reduccién y en el caso que se eligiera uno fuera del cuerpo, se
debera considerar que tal punto esta afectado por el movimiento
del mismo sdlido.

Centro instantaneo de rotacion

El movimiento mas general de un sélido, es el rototraslatorio
que se reduce a una rotacion @ aplicada en un punto O y una
traslacion V,. Si el movimiento es plano @ debe ser
perpendicular al plano que contiene ambas velocidades entonces

un punto cualquiera Pi, tendra velocidad: Figura 4.10: Movimiento del sélido
tomando el punto O como polo.

-

V=V, + @x(P,—0) (4-15)
Siempre que el solido rote existira un punto perteneciente o no al mismo que en un instante dado
su velocidad sea nula y solo rote respecto a dicho punto al que se
lo denominara centro instantaneo de rotaciéon (CIR). Debe
entenderse que dicho punto cambia de posicién pero en ese
instante su velocidad de traslacion se anula. Si se lo toma como
polo de reduccién la velocidad del punto “Vi”quedara

-

= V.. + &x(CIR-0)
0 + owX(CIR-0) (4-16)

1

< <u

1

Figura 4.11: Posicion del CIR
tomado como polo.

Igualando (4-15) y (4-16)

V, + @& x(P,—0) = & x(CIR-0)
V, = cT)x(CIR 0) — &x(P,—0)=0
/.= &x(CIR-P,) (4—17)

Realizando el producto vectorial indicado e igualando los vectores de ambos miembros se tendra

Vix [ j k —0.Yp
Voy = 0 0 @ = o X
\% Xer Yeor Zerr 0

De esta expresion se deduce que las coordenadas del CIR son
Vox =0 Yo > Yep=———

— Y _VO.V
VOy = w.Xcp Xcr= w



Propiedades del Centro instantaneo de rotacion

* El CIR tiene velocidad nula.

* Esta definido para un instante determinado.

* En otro instante la ubicacién del CIR cambia.

* En cada instante, las normales trazadas desde los
origenes de los vectores velocidades pasan por el CIR.

CIR

Figura 4.11: Posicion del CIR tomado
como polo.
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