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Unidad 3: Cinematica del Cuerpo Rigido.

Introduccion

En el estudio de la cinematica del solido se toman en cuenta las dimensiones de |os cuerpos. Se
vera gue e movimiento general de un cuerpo siempre se puede describir como la combinacién de
movimientos sencillos de traslacion y rotacion. Se analizaran casos particulares del movimiento de
solidos, tales como el movimiento plano, e movimiento polar o con un punto fijo.

Definicion

Cuerpo rigido: Se define como cuerpo sdlido rigido aquel elemento constituido por particulas que
mantienen sus distancias relativas constantes.

Cuerpo deformable: es aquel en € cual las distancias relativas entre particulas pueden variar.

Estudiaremos la cinemética del sdlido rigido, o sea las posibilidades y movimientos que puede
presentar en el espacio.

El concepto de solido rigido es una idealizacion; en la realidad fisica, e mismo no existe. Nos
encontramos en ella con sdlidos reales: deformables.

En general, las deformaciones de los solidos redes son pequefias comparadas con sus
dimensiones y podremos aplicar los conceptos y definiciones relativas al solidos rigido ideal.

En los casos en que las deformaciones sean importantes respecto de la geometria del solido, a
mismo no podran aplicarse los conceptos referidos al sdlido rigido.

Condiciones Cineméticas ddl Sélido Rigido

Partiendo de la definicion dada anteriormente, estableceremos relaciones que ligan las distintas
variables cinematicadel solido rigido.

Condicién analiticaderigidez

La condicién de rigidez la podremos expresar por: ‘C‘ =ce

¢ = cte Distancia entre dos puntos

P1y P, dos puntos del rigido

Fig 3.1
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Referenciando al solido rigido respeto de un punto de referencia”O" quedara

[P, — Py = cte

(P, -P) , es el vector diferencia entre los vectores posicion de los puntos P; y P,. Su médulo es
la distancia entre [os mismos.

Condicion cinematica de velocidades

Fig 3.2
(P, P)=cte

(PZ - H)(Pz - Pl) =Ccte= (Pz - P1)2
Si el solido esta en movimiento las posiciones de los puntos P; y P, son funciones del tiempo

entonces.
I P, dr
gt(Pz_Pl)Z :O 2(P2—P1)|: 2 _ 1:|:0

_ da dt
_dB
° o dt
o _dR
2(P2 - P1)-(V2 - V1) =0 donde ! t
(ﬁ) v, = (ﬁ) Vy (1)
Dividiendo por &€ médulo de (R -R)
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(Pz B Pl) V. = (Pz - Pl) v @1-\72 = @1-\71
P-P| " |[R-P, "

gqueda

Denominada condicion cinematica para las velocidades. En definitiva la proyeccion de las
velocidades de dos puntos sobre la direccion de lalinea que une dichos puntos es constante fig. 3.3.

Condicion cinematica de aceleraciones

Partiendo de la condicion cinematica de velocidades y realizando las derivadas setiene

[dP de NCe P).dvz_(P B)e S (d_P dpj°\71
dt dt dt \dt dt

Vy Y, + (Pz - Pl)az =V .V + (Pz - Pl)ai
Vy(V, ) + (R, -R)a,=(R,-R)a

Y, -

1‘ Vo : velocidad relativa

a?: aceleracion de P,

ai: aceleracion de P,

"
2
\Vﬂ\ Condicion cinemética de aceleraciones
€8, =86 —=——=
‘PZ B Pl‘
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O sea que la proyeccion de la aceleracion en € punto P, sobre la direccién (R -F) esigua ala

proyeccion de & sobre la misma direccién menos e cuadrado escalar de la velocidad relativa
dividido por la distancia que separalos puntos.

Movimientos del Sélido en €l Espacio

El sdlido rigido no vinculado, en e espacio puede realizar movimientos o sea tener distintas
ubicaciones y orientaciones en el espacio atraves del tiempo. Estos movimientos pueden ser puros o
compuestos.

Movimientos puros del solido en el espacio

Trandacion puraFig. 3.4

Este tipo de movimiento se da cuando la recta que une dos puntos cualquiera, conserva su
modulo y direccién en las distintas posiciones que ocupa el solido através del tiempo.

Trayectoria del punto

Trayectoria del punto
P2

Ent=tsetieneP; P,
ent=t setieneP’; P,
Parat =t" setieneP'; P",

Caracteristicas cinematica del movimiento de traslacion del solido
= Todoslos puntos del rigido tienen idénticas vel ocidades instantaneas:
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_ lim (P-R)  _ _ lim (P,-P)
T OAt—>0 At *At—>0 At (1)
P,=R +cC P,=F,+c 7

Reemplazando (2) en (1) resulta:
v, =V,
= Losvectores desplazamiento c y velocidad de traslacion v son vectores libres.
= Todalineade sdlido se traslada manteniéndose paralelaasi misma.

Supongamos tener las bielas P, - O1 y P, - O, que pivotean en O, y O,; Fig. 3.5 la placa que une
P1 - P, pasa a ocupar laposiciéon Py - P, después de latraslacion € vector ¢ se traslada paralelo asi
mismo. Lavelocidad de todos |os puntos es idéntica.

= Lastrayectorias de todos |os puntos son idénticas y superponibles.
Rotacion pura

Definicion: Cuando un solido se mueve de tal manera que permanecen fijos dos de sus puntos se
dice que esta en rotacion.

En realidad permanecen fijos todos los puntos que se encuentran
sobre la recta definida por esos dos puntos Fig. 3.6.

Si O; y O, permanecen fijos y O3 se encuentra alineado con ellos
setendra

0,-0,=a.0,-0,
derivando la anterior quedara

V-V =a.(V, -V,)

Pero
V,=V,=0

Entonces se deduce que
V,=0

Como O3 es genérico todos |os puntos alineados
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g O -0

2 permaneceran fijos.
Velocidad en larotacion

El estado de velocidad del sdlido se estudia partiendo de la condicién de rigidez. Para un punto
cualquiera P fueradel gefig. 3.7:

(P-0,)* =cte

(P-0,)* =cte

Considerando que la posicién del punto es funcién del tiempo se deriva quedando:
2(P-0).(V, -V,)=2(P-0,)V, =0 pues V,=0

2(P-0,).(V, -V,)=2(P-0,)V, =0
de lo anterior surge que v, es perpendicular a c y a

(P-0,) , luego es perpendicular al plano P00, :

La posicion del solido queda determinado por tres
puntos. Luego € movimiento del sdlido queda
determinado por el movimiento de un plano del mismo.

Larecta 0.0, fig. 3.7, permanece fija en ese plano,
luego e movimiento del solido esta dado por e
movimiento del punto. La velocidad del punto P; y en
general lade todos los puntos, es perpendicular al ge.

En un tiempo At, € plano barre un éangulo Ae.
Se define lavelocidad angular media como

W _ = Aj
At
y lavelocidad angular instantanea como

Un punto cualquiera del solido por ggemplo P,
gue estaaunadistanciar; del qim el

intervalo At describe un arco AB  de trayectoria
circular deradior;,

AB=Al =1, .Aj Fig3.7
Lavelocidad del punto P,
\V/ :dl = I'mAi:r.di—r..vv

—=1T .l =
boodt a0 At d
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Lavelocidad de un punto, esigual a
producto de lavelocidad angular por €
radio del punto respecto del ge de rotacion.

Vector velocidad angular

Es conveniente otorgarle a vector o (velocidad angular) caracter vectorial.
1). El modulo es:
vi=9

dt

2) Direccion: la del g e de rotacion
3) Sentido: segun laregla de la mono derecha
4) Punto de aplicacion: cualquier punto del gje de rotacion (vector deslizantes)

Vpi =v (Pi — O, )sena

Nos queda

Vpi =v x(Pi—-0,)

O seaque lavelocidad de un punto es el momento del vector rotacion respecto de ese punto. (por eso

se le otorga caracter vectorial).
El movimiento se denomina uniforme cuando:

w=di:cte

dt

Aceleracion en larotacion
Laaceleracién angular de un punto cualquiera del solido se obtiene derivando:

_d

V =—
dt donde ewesel versor en ladirecciéon del ge.

Derivando

dv  dj d? d de, dj

=7 = — . + . —

dt d? 9T g e ™

La aceleracion tangencial del mismo punto del solido se obtiene derivando:
Vpi =v x(Pi—-0,)

Quedando ( )
Vi dv d(Pi-0,
E_ai =t x(PI Ol)+v Xidt

—gx(Pi-0O,)+v x(v xr,)
Donde € primer término del sumando es la aceleracion tangencia y €l segundo término la
aceleracion centripeta.
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Campo de velocidades

Si cada punto del solido le corresponde una velocidad, por lo tanto, podemos decir, que e estado
instantaneo del movimiento del rigido queda definido por un campo de vel ocidades.

En € caso de la rotacién pura; e movimiento queda completamente determinado por €l vector
v . Laconfiguracion de las lineas de campo resultan circunferencias. y.
Si adoptamos un sistemareferencial fijo fig.3.8a Lavelocidad instantanea del punto Py ,) €s:

—

I T 4
Vp=w, w, w,
X 'y z

WX
en este caso y

-t

K
w

z

<
o
I
x O
< O —t

Z|=-W,.Yi+W,.X]

gue se encuentraen el plano x-y fig.3.8b

. Fig 3.8
Fig 3.8a //\
yd s
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Gradosdelibertad del sdlido

Estudiaremos el sblido en el espacio. Supongamos tener tres particulas en el espacio.

El nimero de grados de libertad de las mismas es. 3 p x 3 =9 grados de libertad (GDL)

Si rigidizamos las posiciones relativas de dichas particulas mediante tres vinculos geométricos.
Es decir que las distancia entre ellas se mantenga constante

R ) RS P1(X1X1X1)
(Xi—=X)*+(M=-Y) +(Zi—2Z)" =cte
1J=1,2,3 Pa(X2:X2,X2)
y teniendo presente que cada vinculo geométrico restringe
un grado de libertad, nos queda entonces: Fig 3.9
P3(X3X3:X3)

9 grados de libertad - 3 = 6 grados de libertad

Si adicionamos una nueva particula P;, agregamos 3 grados de libertad, pero también adicionamos
3 nuevos vinculos. Podemos asi seguir adicionando infinitas particulas hasta constituir un solido
rigido. Este solido poseerd en €l espacio, 6 grados de libertad fig.3.10.
Estos seis grados de libertad pueden ser los tres desplazamientos de un punto del mismo y tres
rotaciones no paralelas 3+3=6; o bien la definicién de dos puntos y un angulo de rotacién:
(3x2)-1+1=6

A

1%

2,22)
o
(N
.
0
Fig 3.10a

Fig 3.10b

Movimiento polar del sdlido
Es un movimiento en el cual un solo punto (polo) permanece fijo, fig.3.11. El vector rotaciéon W

no permanece fijo a través del tiempo, S no que va cambiando su orientacion en € espacio en
funcién del tiempo.
v =V (1)

La expresion de la velocidad instantdnea de cada punto es:

Vp=v x(P-0)
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P (X1,Y1,21)

Fig 3.11

Asi definido e movimiento polar, € solido posee 3 (tres) grados de libertad ya que le hemos
restringido e movimiento aun punto "O" (tres grados de libertad).

Orientacion del solido en el espacio en un movimiento polar

Para orientar en e espacio un solido que posee un punto fijo; adoptaremos dos sistemas
referenciales: uno fijo (absoluto); y un sistema solidario con € sdlido (en movimiento); ambos
ortogonales. Estos sistemas estaran rel acionados mediante una transformacion de rotacion expresada

por una matriz [A] ortogonal.
Esta rotacién puede descomponerse en tres rotaciones independientes de tal manera que €l
producto de las matrices que representan esas rotaciones de como resultado la matriz:

(Al [ANA N A]

Angulosde Euler

Definiremos tres rotaciones independientes que compuestas daran como resultado una rotacion
total que nos dara la relacion entre un sistema fijo y un sistema solidario con €l solido (que fija la
orientacion del solido).

1° rotacién: Angulo de precesion

Supongamos un sistemainicia (i,j,k,) fig.3.12ay realizamos una rotacion sobre €l ge k. El giek’
serael mismo k original, los versoresi, j rotarén sobre un &ngulo de precesion ¢. fig.3.12b

Lamatriz de transformacion es.

cosj senj O
[Aj ]=|-senj cos O
0 0o 1
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Fig 3.12a

Fig 3.12b

Larotacién se provocaen el plano x-y. El ge derotacion es € ge z.

2° rotacion: Angulo de nutacién
El sistemarota sobre el gei’ (linea de nodo) un angulo de nutacion 6. El sistemapasadei',j' k' a

i"j"k". El gei'=i" oseaseconservaladireccioni'. fig. 3.13
Lamatriz de transformacion es:

k,, lrz
1 0 0
[Aq]=|0 cos senqg i
0 —senq cosg q ;
\Y
j
Y
Fig 3.13

i=i
3°rotacion: Angulo derotacion propia
El sistemarota sobre e ge k",larotacion se denominarotacion propia del angulo .
El sistemapasadei”,)" k" aiy, j1,ki Fig. 3.14
Lamatriz de rotacion es: K" =

cosy seny O
[Ay |=|-seny coy O a
0 0O 1 X

Fig 3.14
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Latransformacion total resulta:
[Al=[Ay [[Aq][A] ]

Donde[A]es una matriz ortogonal, 0 sea que su determinante es 1 y su inversa es igua a su
transpuesta.

det[A]=1
[A]"=[A]

IJ 1 I
1=
8, -a; :dij

ij i#]

Lostresangulosj ,qyy son en genera funciones del tiempo.

¢ =o(t)
0 = 0(t)
v =y(t)

M ovimiento rototradlatorio
Teoremade Euler - Chasdes:

El movimiento mas general de un solido es € de unatraslacion seguida de una rotacion. Flg 3 15
Siempre es posible descomponer e movimiento

de un sdlido en unatraslacion de un punto mas Fig 3.15
una rotacion respecto de un ge que pasa por

dicho punto mas una rotaciOn respecto de un ge

gue pasa por dicho punto.

—
N

Sistema detraslacion y rotaciones

Supongamos tener un rigido, cuyo movimiento
resulta de la superposicion de varias traslaciones y
rotaciones; podemos considerar que € estado de
movimiento del mismo queda descripto en cada Vi
instantes por un sistema de vectores

w; = vectores velocidad de rotacion
en un gje que pasapor A; Vi
V; = vectores velocidad de traslacion.

Fig 3.16
Apuntes de Catedra M ecanica Racional 12
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Polo de reduccion.

Seguin € teorema de Euler-Chasles es posible describir € movimiento general anterior, mediante
latraslacion de un punto "O" y una rotacion respecto de un g e que pasa por "O".

Al punto "O" que elegiremos arbitrariamente le denominamos polo de reduccién del sistema
rototraslatorio.

Si consideramos la velocidad de un punto
cualquiera P. EIl mismo estara sujeto a todas las
velocidades de traslacion y rotacién. Entonces:

VP:Z\/i +ZV X(P_A)
V, =V, +v x(P=0)
Como

(P-A)=(0-A)+(P-O)

Reemplazando queda

V=XV + S +[0-A)+ (P-0]

Ve =YV, +YVv x(0-A)+>Vv, xP-0)
V, =V, +v x(P-0)

dondev =) v,

Es decir hemos expresado lavelocidad de
un punto de un sdlido en funcién dela
velocidad de un polo "O" y unarotacion
respecto del mismo.

Para dos puntos cualquieraP; y P,

Ve, =V, +v x (P -0)
Ve, =V, +V X(Pz_o)

Proyectando sobre |as recta que une ambos puntos

€, Ve=8,Vo+&, IV x(R-0) Fig3.19
€. Ve=6,Vot+€, B’X(Pz_o)"'(Pl_Pz)]

ot€&.,-V X(Pz_o)+e1—2'v X(T_Pz\))o

L+e,v x(P,—0)+0 wo

P
'<\ '<\ '<\
<\ <\

=€,
=€,
=€,

<\
O
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Cumple con la condicion cinemética paralas vel ocidades.
O sea que nuestro sistema queda reducido a

V=>V,
Vo:ZVi +Zvix(ﬁ))

Invariante vectorial.

Si elegimos un polo arbitrario O”, alli también se tendra que - Z . Luego V =V "esun
invariante vectorial paralos distintos polos elegidos.

Invariante escalar.
Suponiendo haber reducido el sistemaal polo "O" y conociendo @ y Vo.
En O, se conoce w y V. Respecto de "O" setendr&

Ve =V, +V x(P O)

Tomando "O;" como polo de reduccion se tendré&:
Ve =V x(P-0,)

Sabiendo que V, = V' y ademés
(P-0)=(P-0,)+(0,-0)
igualando: =
Vo' x(P-0,)=V, +v x(P-0)
V, +v x(P—iOl):\TO+V x(P—Ol)+V x(Ol—O)

V, =V, +v x(0,-0)

Trasladamos €l vector traslacion; para ello se debe adicionar e momento del vector rotacién por
la distancia que separa los dos polos.

Proyectando sobre W .

M Vb <0, Ol

Como € segundo término del segundo miembro es cero queda

V \/77

N ‘ ‘ = INVARIANTE ESCALAR

La proyeccion de las vel ocidades de traslacion sobre la direccion del vector rotacion es constante
para cualquier polo elegido, en € mismo instante de tiempos. a esta proyeccion se lo denomina
invariante escalar.

Losinvariantes: vectorial y escalar, varian en el tiempo.
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Losinvariantes1.V. e |.E. definen estados instantaneos del movimiento.

() Vo 0] ./ ,”
VO Q)] Vo

Fig 3.21
[t] [t'] [t"]

A

»
|

En cada punto, € estado de movimiento queda definido por (VO’W), (v, W) : (%", W)

y el espacio recorrido por e punto P en dit.
Vp.dt =Vodt + v x(P—0O)dt

La proyeccion de Vo sobre W es constante para los distintos polos, para un mismo instante de
tiempo.

Descomposicion

Llamamos descomponer e movimiento de un solido a elegir un polo de reduccion y establ ecer

los invariantes; o sea definir e movimiento en términosde W y VO.
Podemos elegir infinitos polos de reduccion.

Descomposicién impropia

Se da cuando Vo no se mantiene paralelo a W en los distintos instantes de tiempo para el polo
"O" elegido.

Descomposicion propia

V0

Se da cuando para €l polo elegido, se mantiene paralelo a W en los distintos instantes de

tiempo.

Ejemplo: supongamos un cilindro que rueda sobre un plano que posee una

) /V

traslacion perpendicular larotacion del cilindro.

Descomposicion propia: se logra 4z
tomando como polo "O" la
generatriz de contacto en €l instante
(t). En d instante siguiente la
generatriz de contacto mantiene la X

condicion de paralelismo entre Vo y
W

Apuntes de Catedra M ecanica Racional 15
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Descomposicién impropia
Si elegimos e polo "O" en otro punto Vo no serd paralelo a W y tenemos descomposicion
impropia

Ejemplos de composicién derotaciones
Analizaremos | os siguientes casos particulares.
Cuerporigido sometido a dosrotacionesigualesy de sentido contrario

Lavelocidad de un punto genérico N
Vp:le(P—Oz)—le(P—Ol) |
Vp=v,x(0,-0,)=cteVv P |

P
(Ol B 02) no depende del punto. L/
El movimiento del sdlido es unatraslacion T (af1
@ Oy Fig 3.24a
0O,
{\» |
W1 - - (
—— Fig 3.24

1351\ |_|
Dosrotaciones concurrentes |

Lavelocidad del punto P es: \\
szle(P—O)+v2><(P—O) P

\TF):(V1+V 2)X(P_O)
Vp=v o x(P-0)

Donde W y W, no estan fijosen
espacio. Se trata de un movimiento \\
polar. Se puede describir el estado Fig 3.25 \

instantaneo del movimiento mediante
un unico vector mg aplicado en €
punto fijo "O".
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Eje central del movimiento
Paraun polo "O" arbitrario elegido tendremos un Vo y el invariante vectorial W.

Buscaremos ahora el lugar geométrico donde se cumple que sea W// Vo 0 sea que de una
traslacion paralela alarotacion.
Vc=ay

=V
Ve =Vo.—

El médulo de Ve sera W ‘ , invariante escalar.

Podemos determinar el punto "C" de su recta de accién multiplicando vectorialmente por Wala
expresion Ve=Vo+v X(C_O) y considerando gque Ve Sse supone pardelo a W o sea
su producto escalar cero. s

Vexv =Voxv +v x(C—O)xV =0
desarrollando Y X(C_O)XV =0
(C-0O)v v )-v [[C-O) |]=0

En particular tomando un punto tal que
C-0),w nos queda:

Voxv +(C-0O)w?=0

Voxv ;
W Fig 3.26

(c-0)-

Nos dalaposiciéon del punto "C" del ge central respecto del polo arbitrario "O".
%
y es el lugar de los puntos que tomados como polos de reduccién dan lugar a unatraslacion paralelaa
larotacion.

Los puntos del ge central son de velocidad minima y e movimiento se denomina helicoidal
tangente.

La recta definida por € punto "C" y la direccién de se denomina ge central del movimiento

Ecuacion del gecentral

Sea (X¢ Ve zo) las coordenadas de "C" referido a un polo arbitrario "O" y W d invariante
vectoria; laecuacion del ge central ser&
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P-C=aV  Ecuacion vectorial

X— X, =a W, Pry2)
Y—Yc=aWw, "
Z—Z.=aWw, Ecuacion paramétrica

X=X _ Y=Y _2-Z% Fiz:azs

Wy Wy Wz Ecuacion del e central

S conocemos en € polo arbitrario "O" a Vo y W, Tendremos que

\7c :\7min :vo'ﬂ
w

El ge central puede o0 no estér dentro del solido dado.

= |escalar

Movimiento helicoidal tangente

Observamos que un movimiento rototraslatorio se puede reducir a un movimiento de rotacion W

alrededor de un gey unatrasacién Vo paralela a dicho ge, de magnitud igual a invariante escaar.
Dicho ge se denomina g e central y € movimiento helicoidal.

Fig3.29
Ve

Vv
Si W se mantiene constante en e tiempo, cada punto describe arcos de hélices cilindricas y su

velocidad proviene de la descomposicién de unarotacion W y una traslacion con lamisma direccion.

Axoides

El ge central va tomando distintas posiciones en el espacio, y describe una superficie reglada
gue se llama axoide.

De acuerdo a cual sealaterna de referencia que se tome se tendr&
Axoidefijo: superficie generada por € ge central visto desde unaternafija
Axoide movil: superficie generada por € ge central, vista desde un sistema solidario al solido
considerado.
Ejemplos
Movimiento paralelo

Apuntes de Catedra M ecanica Racional 18



'
F7. Facultad de Ingenieria L) ’-\m
' 4

Universidad Nacional de Misiones

Cilindro querueda sin resbalar sobre un plano:

Fig 3.30

- Visto desde € sistema fijo € ge central se ubica siempre en e plano x-y. El axoide fijo es un
plano.

- Visto desde € sistema de movimiento €l gje central se ubicaen un cilindro.

- El movimiento en este caso, puede ser descripto como el rodar de un cilindro sobre el plano.

Movimiento polar
Dos conos con generatriz de contacto
El sdlido rota respecto

de z con rotacion W, y
respecto de z con rotacién

W, manteniendo fijo &l

polo "O".

El ge central coincide en direccion con la composicion

de las velocidades angulares. Los axoides que se

generan son:

- Visto desde un sistemafijo un cono con gje z.

- Visto desde un sistema movil, solidario con el
solido, €l axoide es un cono con gje z.

- Los dos axoides son conos circulares que ruedan
sin resbalar. Su generatriz de contacto es € ge
central.

Como "O" permanecefijo, en este caso v.=0
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Movimiento Plano

I ntroduccién

Cuando un sistema se mueve de tal manera que todos sus puntos tienen velocidades paralelas a
un plano fijo, e sistematiene un movimiento "plano”. Es suficiente considerar solo el movimiento de
una seccion plana, paralelaa plano fijo. Es decir se reduce al estudio de la cinemética de una figura
plana.

Desde otro punto de vista se puede considerar el movimiento, como € rodar de dos axoides
cilindricos con invariante escalar nulo.

La interseccion del axoide fijo con un plano dara una curva denominada base, y la del axoide
movil, rodante. Luego e movimiento plano puede ser considerado como €l rodar dela"ruleta’ sobre

la"base"
Eje central

Axoide

méV| I Centro
instantaneo
derotacion

Centro instantaneo derotacion

El movimiento més genera de un sdlido, es €
rototraslatorio que se reduce a una rotacion o aplicada en un
punto O y unatraslacion v,. Si e movimiento es plano;

W debe ser perpendicular a plano Po y Voparalelo
mismo. Entonces un punto cualquiera Ri, tendra
velocidad:

L Fig3.34
Siempre existira un punto "C" donde:
Vc=Vo+v x(C-0)=0
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O seaun punto de velocidad nula.
Como "C" tiene velocidad nula
Tomando como polo de reduccién "C™:
Vi=Vo+v x(R -C)
Igualando (1) y (2)
V, +V x (Rj)):v X (R — C)
=0

Vo +v x[[R -0)-(R -C
V, +V x(Cj)):O

multiplicando por W

V xV,+V xVv X(R —O)=V XV X(R —C)ZO
V xV,=-V xV x(C—O)

v xV, 3

(m): VE

(C N O) dalaubicacién del centro de rotaciéon "C".
L as coordenadas respecto del polo "O"

W =w.K

(C-0)=X.i+Y..

V, =V,.cosa.l +V, .sena.j
resolviendo (3)

X, = Vo sena
w
Y, = Vo cosa
w

coordenadas del centro instantaneo de rotacion
Propiedades del Centro instantaneo de rotacién

El CIR tiene velocidad nula. El mismo esta definido
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para un instante determinado.

En otro instante la ubicacion del CIR cambia:
a) Encadainstantelas normalesdelas
trayectorias que describen los puntos de
latrayectoria de lafigura mévil pasan
por € CIR.
b) Lavelocidad de un punto cualquieraes
normal alarectaquelo unecon e CIR.

Fig 3.35

Trayectoria

Trayectorias polares

Supongamos dos planos superpuestos, uno de ellos sostiene la figura movil, € otro fijo. Si
marcamos sobre los dos planos, las ubicaciones del CIR (o polo de velocidades), obtendremos dos
curvas: una sobre el plano fijo llamado base; y otra sobre el plano movil Ilamada ruleta.

O sea que se puede reproducir e movimiento, mediante €l rodar sin resbalar de laruleta sobre la
"base”.

Ejemplo

Consideremos la barra AB que se mueve de tal manera que € punto A se deslizasobre el gex y
el punto B sobre el gey.
AB=l

B |

Trazando por A y por B las normales alas trayectorias, en su interseccion obtenemos €l CIR. Si
trazamos para cada posicién obtendremos la curva "base", en este caso una circunferencia de radio
"I"= (AB).

Las distintas posiciones del punto CIR respecto de un sistema solidario con |la barra, describe la
curva"ruleta’ en este caso es una circunferencia de diametro "I".

Deduccién dela ecuacion dela base

YA y Q

a(t) J ¢

bi(t) Fig 3.37

>

\%
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a(t) y b(t) son las coordenadas del origen O del sistemaxy solidario alafiguramovil.
ay b son funciones del tiempo
@: pardmetro

Lavelocidad de un punto Q respecto del sistemafijo
Vo =V, +Wx(Q - 0)

Si en particular tomamos € centro instanténeo de rotacion "C" \70 =0

instantaneo de rotacion.

\7Q :\70 +WX(®) = O

por definicion de centro

v, -9, dby
dt dt
j' _i
w =w.K dt

(C-0)=(X,-a).l +(Y,-b).J

donde Xcy Y c son las coordenadas del punto "C" referido a sistemafijo.

O sea
| I K
V.-V 4| 0 0 ‘?j’t _0
(Xc_a) (Yc_b) O
Sus proyecciones son:
\ da
_ o Ot
Yc_b+dj
| dt
d@_d v _p-o > do
dt dt dt
db Xe=a- g
—+—.(X,—-a)=0 —
at ot dt
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Pero

da db
dt _da dt _do
d d d d
it ; it

Nos queda

Y.=b+ E

d
X.=a- @
d

(4) Ecuaciones paramétricas de la base

Deduccién dela ecuacion delarodante
(C-0)

La coordenadas vectoria de larodante respecto del sistema movil es

(C-0)=(C-0)-(0-0)

Llamando Xc Y ¢ alas coordenadas de C en el sistema movil.

Tendremos:
X i+y.j=X.T+Y.J—al -bJ

Proyectando sobre los ges méviles paralo cua multiplicamos escalarmente ambos miembros de
laigualdad anterior:

i :(cog .I +senj .J)

j:(-senj +cog .J)

Nos queda:

X.=(X,—a).cos + (Y, —Db).senj

Y, =—(X, —a).senj + (Y, —Db).cog
Reemplazando (4)

do . da
d dj
do . da _ .
Y,=—-.sen] +—.cos
dj dj Ecuaciones paramétricas de laruleta
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Velocidad de alter nacion del centro instantaneo de velocidad

Hemos definido el centro instantaneo de velocidad o polo de velocidades, a aquel punto que en
cadainstante se cumple.
Vi =wx(R -C)
de"C".

Este punto singular esta definido para cada instante en un punto del plano fijo.

La posicién de este punto varia de instante en instante.

Las distintas posiciones de dicho punto referida a sistemafijo constituyen la base.

Podemos decir que el Centro instantaneo recorre la base.

Simultaneamente, referido al sistema solidario con e plano mévil, €l CIR recorrela ruleta.

La velocidad con que € polo de velocidades recorre la base, se denomina "velocidad de
alternacion del polo de velocidades®

Es decir e plano maévil giraen un movimiento de rotacion pura respecto

Vc : (ch ’Vyc)
Las componentes de esta vel ocidad, teniendo presente las ecuaciones de base
s da
=b+
d
<
voa-®
\ dj
Nos queda:
(
v, =% =@, d[da
c dt  dt\ dj
\
;. _da_d(db
e dt  dt\ dj

\
Estado de aceleracion en  movimiento plano

Lavelocidad de un punto cualquieraes:
dRi
——=wx(Ri —C)
dt Donde "C" es d centro instantdneo de rotacion
Derivando respecto del tiempo

d’Ri dw (R—C)+ WX(dRI—de
dt dt

o hien
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d’Ri dW
dt

d*Ri dw
a2 - dt X(Ri —C) -w?.(Ri = C) —wxV,

x(Ri —C) +wxjwx(Ri — C)|-wxV,

Donde;

Ve - velocidad de alternacion del polo.

d°Ri
dt? :aceleracion total del punto Ri
dw

dt . aceleracion angular
C: coordenadadel polo de velocidades

Polo de aceleraciones

La expresion de aceleracion para un punto cualquiera

d?‘ dWx(Rl C) w2 (Ri = C) —wxV,
dt )

Buscamos un punto de aceleracion nula
2
d°C, d—W(C ~C)-w(C, —C)—wxV. =0
dt?
)

restando (2) (1)

d’Ri dw - -
= xX(R-C)-w?(Ri -C
a? ( o) ( o)

gue es la derivada con respecto a tiempo de:

d’Ri dw ,..
=—XR-C
dt? dt ( o)

respecto de las aceleraciones todo acontece como s la figura movil tuviese un movimiento de

rotacion puraen torno a Co.
Este punto C, se denomina polo de | as acel eraciones.
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Coordenadas del polo de aceleraciones

Por definicion de polo de aceleraciones

2

dC, W, €. —C)-wi(C,=C)-wxV, =0

dt dt

dt  dt ¢ T Vxg! TVvel

WIW.R (CO_C):XOT_'_YOT

reemplazando

D P K
dw 2y = -

0O O E—W (XJg+Y,])-| 0 0 w|=0

X, Y, O Vie Vx. O

Obtenemos:

- dw
i (_Y"'E -w?X, +V, w)=0

T(Xol(xv—WZYo £V, W)=0

dw

cuyasolucién dalosvaloresde Xoy Yo. En particular si laaceleracion dt

V.

X = ‘¢
° w
VI
°w
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