Unidad 2: Cinematica de la Particula

Conceptos generales

La cinematica estudia el movimiento de cuerpos o particulas describiendo la posicion, velocidad
y aceleracion sin considerar las causas que lo producen.

Se define como particulas a aquellos elementos que no poseen estructura ni dimensiones, €s una
abstraccion que permite simplificar el estudio del movimiento y desarrollar sus conceptos
fundamentales.

Para ello es indispensable adoptar sistemas de referencia para definir los vectores que
representan cada magnitud a analizar su comportamiento cinematico.

Vector de posicidn, velocidad y aceleraciéon

La posicion de una particula que se desplaza describiendo una trayectoria cualquiera respecto a
un sistema de referencia se la define con la funcion vectorial dependiente del tiempo 7 ().
Este vector tendra su origen coincidente con el origen del sistema fijo y su extremo “seguird” la
particula definiendo su posicion en cada instante.
La trayectoria de un moévil puede ser descripta paramétricamente, existiendo muchos tipos de
movimientos diferentes que pueden recorrer una misma trayectoria por ejemplo el movimiento
rectilineo que puede ser realizado con
velocidad constante o variada y el movimiento
circular que puede ser recorrido con velocidad
angular constante o con aceleracion angular.
Se presenta en la Figura 1.1 la particula en dos  *
instantes diferentes, el inicial definido por ¢ y
un intervalo posterior dado por +Af.
Durante ese intervalo de tiempo, la posicion de
la particula pasa de ser definida por el vector
7(¢t) al vector 7(t+At). se aclara que en
el dlbu_]O se han omitido los ejes del sistema Figura1..1:Vectorposici(')nparfidos instantes sobre una
. . L. trayectoria curva mostrada en linea de puntos.
referencial. El cambio de posicion que ha
experimentado la particula lo define el vector
desplazamiento dado por:

r(t+A4iq

AF=7(t+At)- 7(t)

Generalmente este vector no coincide con la trayectoria salvo el caso particular del movimiento
rectilineo. Este desplazamiento define el vector velocidad media de la particula si se considera el
intervalo de tiempo que tardé en recorrerla y esta dado por el cociente:

AT
v =8 (1o
vmed At ( )

El vector velocidad instantdnea se obtiene para un incremento At? tendiendo a cero o mediante
la derivada del vector posicion en el instante ¢ que puede expresarse como:
- . A7 _dT
v=1lim =-=%" (1-2)
a0 At dt



La Figura 1.2 muestra el vector V,.. en la
misma direccion y sentido que el vector A7
y, al tender el incremento de tiempo a cero, el
vector velocidad termina siendo instantdneo y
tangente a la trayectoria.

Siguiendo con el mismo razonamiento se puede
entender al vector aceleracion como
consecuencia del cambio del vector velocidad.
Si solo cambia su direcciébn se genera la
aceleracion normal o centripeta. Si solo cambia
el mddulo del vector velocidad, se genera la

., . . Figura 1.2: Vector velocidad instantanea tangente a la
aceleracion tangencial. Obviamente estos trayectoria en el instante considerado para At — 0

cambios pueden ocurrir simultdneamente.

Interesa analizar 7(¢),v(¢)ya(t) para los sistemas de coordenadas mas usuales a saber:
coordenadas cartesianas, cilindricas, esféricas e intrinsecas.

Cada uno de estos sistemas de coordenadas se encuentra definido por una base ortogonal
respecto de la cual se expresan los vectores mencionados.

Coordenadas cartesianas

Este 51stema referencial esta definido por una base ortonormal formada por los versores

/ y ¥ que, mediante una combinacién lineal con origen en el punto fijo “O”, definen la
ublcac1on espacial de un punto mediante el vector de posicion. Al ser este dependiente del
tiempo, sus componentes también lo seran por lo que tomara la forma:

F()=x(t) T+ () j+z )k (1-3)

La velocidad se obtiene mediante la derivada del vector posicion respecto del tiempo dado por la
ecuacion (1-3) quedando:

dz(t) -
dt k

Loy dri(t) _dx(t) = dy(t) =
v(t)= dt  dt zt /7

~1

Se resalta el hecho de la derivada nula de cada uno de los versores de la base debido a que
permanecen constantes tanto en médulo como en direccion.

Para facilitar la nomenclatura a la derivada temporal se la indicara con un punto sobre la variable
si se la deriva una vez y con dos puntos si se la deriva dos veces. Por lo tanto se tendra:

V(t)=F(t)=x7+p j+zk (1- 4)
Finalmente el vector aceleracion resulta de derivar la ecuacion (1-4) quedando:
alt)=v(t)=7(t)=xi+ypj+k (1-5)

Coordenadas cilindricas

Este tipo de referencial, como su palabra lo indica, posicionan las particulas utilizando una base
ortogonal movil (é},; % _lé) que “seguird” en todo instante a la particula en su trayectoria.

El versor €, cuya direccion sera coincidente en todo instante con el radio del cilindro o

de acuerdo a lo representado en la Figura (1.3). El versor €, sera tangente en todo instante a la
“tapa” o “base” del cilindro punteado y con el sentido de crecimiento del &ngulo ¢.



Finalmente el tercer vector que forma la terna es el
versor & que se mantiene constantemente vertical y
coincidente con la generatriz del cilindro o eje “z” 1
Los versores mencionados tienen la caracterlstlca de
que dos de ellos solo cambian su direccion
manteniendo su médulo y “viajando” en el extremo
del vector posicién 7(¢). por lo que el vector
posicidon en coordenadas cilindricas queda definido
por:

F(t)=pé+zk (1-3)
Para obtener la velocidad se deriva (1-3) obteniendo:

V()=F(t)=p.+p.érzk (1-4)

T T T T T T T T T T T T TN

Analizando cada uno de los términos de esta

expresion se tendra: , o o
Figura 1.3: Vector posicion indicando la ubicacion de

la terna movil. El rectangulo sobmreado se dibuja
p . e_; —expresa la velocidad con la que ¢ ambia el para facilitar la comprension deesta coordenada.

modulo del radio del “cilindro” en la direccion radial a
la que se denominara Vop.

p.é:J —expresa la velocidad con la que varia el radio p del “cilindro” y en la direccion
transversal. Por lo tanto la derivada €, solo dependera de la celeridad con la que “gire” el

versor €, dado que su moddulo unitario permanece constante, su sentido estard dado por el
sentido del giro del versor y su direccion sera tangente al cilindro. Por lo tanto se puede escribir

¢ =¢. é:p. Finalmente reemplazando esta ultima quedara: . 3p= $.p.€,
Esta velocidad sera tangente a la circunferencia y depende de la velocidad angular y del radio.

sk — velocidad con la que aumenta la altura del vector posicion dada por v..k y en la
direccion de “z”

El vector velocidad de la particula quedara definida Za Vk 4
para este sistema de coordenadas por la suma de las
tres componentes ortogonales mostradas como:

Vo
V(t)=v,.€,4v,.¢,+v. ko Ty
v

S G \%
(1)=p.¢,+h.p.c,+2. %k (1-5) P
Graficamente se muestran estas tres componentes de
la velocidad de la particula de acuerdo a lo indicado
en la Figura (1.4).

Para obtener el vector aceleracion se deriva la \ps ;
expresion (1- 5) quedando: \\__/A/v >

Figura 1.4: Componentes del vector velocidad para el
instante definido por el vector posicion. El vector
velocidad total no se muestra



-

alt)

a(t)=2£.& + p.2% +L p5 + 0. L.+ §.p. & +2k
a(t)=p.& +0.0.6 + & 0.8+ 6.p.8 + ¢.p.(- $&) Yy
a(t)= p.& + 2p.0.8+ §.p.¢, - (¢).pép + 2k (1-6)

Analizando cada una de las componentes dadas enla expresion (1 — 6) se tendra:

pe, —Corresponde a la aceleracion del vector P en la direccién de ese mismo versor, es

decir al cambio del modulo de la velocidad radial v,

2p .<i>.é;, Esta aceleracion se genera por la simultaneidad del cambio de direccion del vector
v, dado por la rotacion y del cambio de su moédulo V,. Esta aceleracién se denomina
aceleracion de Coriolis y existe siempre que haya velocidad angular y velocidad de estiramiento

del vector posicion simultaneamente.

¢.p. €, —Corresponde a la aceleracion tangencial dada por la aceleracion angular y el radio.

2 \2 nd .7 7 . . . .
- (o) .pe, —Corresponde a la aceleracion centripeta o normal donde el signo negativo indica
que el sentido es el contrario al que indica el versor o hacia el centro de curvatura.

zk — Corresponde a la aceleracién con la que
varia la velocidad “vertical” la particula en la
direccion del versor k.

Cada vector aceleracion se muestra en la Figura
(1.5) que han sido graficados suponiendo todas las
aceleraciones positivas ya que por ejemplo, si la
particula analizada se elevara cada vez mas
despacio, es decir se frenara en su acenso, el vector
“a,” tendria el sentido contrario al dibujado.

Un caso particular de este tipo de coordenadas se
presenta cuando z = 0 y es conocida como
coordenadas polares. La expresion del vector
posicion para este caso serd entonces

El vector velocidad sera

Finalmente el vector aceleracion sera

a(t)=la,- ayle,+|a

cor

Figura 1.5: Componentes del vector aceleracion
instantanea para la posicion indicada

+a,lé,



Coordenadas esféricas

Este tipo de coordenadas se caracteriza por posicionar la particula mediante el modulo del vector
posicion, el angulo 4 y el angulo 0 de acuerdo a lo

indicado en la Figura 1-5. La base ortonormal

utilizada en este tipo de coordenadas también es

movil y esta dada por la terna de versores dada

por (e, eg, €;) segun se muestra en la Figura 1.6.

El versor e, tiene la direccion del vector posicion

1(t), el versor ey es tangente al meridiano que pasa SRR -
por la posicion del punto y el versor e; es tangente

al paralelo segun se indica. El vector posicion

queda definido finalmente por

r(t)=re, (1-7)

Para determinar la velocidad de la particula se

deriva la CXPTGSi(SH (1_7) que dando Figura 1.6: Vector posicion indicando la ubicacion de la terna

movil. En linea de puntos se indica el paralelo y meridiano de los
Versores €,y €, respectivamente.

V(t)=i.e+r.¢ (1-8)

Analizando cada termino por separado se tendra
. e, —Corresponde a la variacion del médulo
del vector posicion en la direccion radial.

r . e, —Corresponde a la velocidad tangencial
de la particula y se puede descomponer en dos
direcciones, una respecto a la direccion del
paralelo definida por el versor €, componente
que se puede intuir dejando constante el angulo &
y la otra componente cuya direccion del
meridiano definida por el versor €, se mantiene
constante ¢l angulo A. Por lo tanto se puede
expresar la velocidad en funcion de los tres
Versores como:

Figura 1.6: Vector posicion indicando la ubicacion de la terna
movil. En linea de puntos se indica el paralelo y meridiano de los
Vversores €_y €, respectivamente.

V(t)=i.&+0.r.éy+th.r.sen0.é, (1-9)
Finalmente la aceleracion de la particula se obtiene derivando la ecuacion (1-9) quedando:
a(t)=i.é+ . ¢
H.r.e40.i.8,40.r.¢, .
+h.7.5en0 . & +th.ir.sen® . &, +Ah.r.0 . cosO . & +th.r.send . e, (1-10)
Analizando cada término de la ecuacion (1-10) por separado se tendra

1) 7.e.=a, —Corresponde a la variacion del modulo de la velocidad radial en esa direccion.

2) i. & —Este termino equivale a i .(0 . &+h . sen® . &)=i .0 . &+ ) .send . &, yda
origen a dos aceleraciones debidas a la simultaneidad de las velocidades lineal y angular.



3) 0.r.¢, —Corresponde a la aceleracion tangencial debida al cambio de velocidad angular
respecto a la trayectoria sobre el meridiano.

4) 0.7 .e, — Estetérmino se repite en el punto 2) por lo que aparecera como en la ecuacion
final de la aceleracion como 2.6 .7 . ¢, correspondiendo a la aceleracion de Coriolis definida
en las coordenadas cilindricas.

. 5 . . . - ) - .,
5) 0.r.¢, equivalea 0.r.(-0.¢,)=-0".r.¢c ycorresponde a la aceleracion normal o
centripeta debida al movimiento curvilineo sobre el meridiano.

6) AN.r.sen0.é, — Aceleracion tangencial sobre el paralelo.

7) A\.i.senb . e, —Este término se repite en el punto 2) por lo que aparecerd como en la
ecuacion final de la aceleracion como 2. A .7.senb . &,

8) ?\.r.é .cos0 . e, — Aceleracion de Coriolis debida a la simultaneidad de las velocidad
angular A ylineal 7.0 . cos0

9) A.r.sen®.é, —equivale a A.r.sen0 .- N.&)=- N .r.sen0.¢&, y corresponde a la
aceleracion normal o centripeta debida al movimiento curvilineo sobre el paralelo.

Agrupando componentes la aceleracion finalmente queda:

a(t)=i- 2. .send- éz.r)é'r
HO.r- M .r.sen0+2.7-.0)e,
Hh.r.sen- 0 .r+2.7 . h.sen0)e, (1-11)

Coordenadas intrinsecas

En las coordenadas intrinsecas o de trayectoria, la descripcion del movimiento de la particula se
realiza en términos de componentes que son tangentes o perpendiculares a la trayectoria. Esto
resulta particularmente Util cuando se conoce la curva que

sigue la particula. Por ejemplo un automoévil que recorre
un camino sinuoso o una particula que describe una \
trayectoria helicoidal.

Por lo tanto el movimiento de una particula sobre una
curva en el espacio puede describirse en funcion de la
coordenada “s” que corresponde a la longitud de la
trayectoria medida desde un punto inicial de referencia y tomado arbitrariamente cuyo valor
estara dado por la expresion:

Trayectoria

S=1{ ds (1-12)

N

inicial

La velocidad de la particula sobre la trayectoria en un instante cualquiera estard dada por:
V=8T (1-13)

Esta velocidad es, como cualquier otro vector velocidad, tangente a la trayectoria por lo tanto en



ese instante su direccion estara dada por el versor 7 que se obtiene derivando el vector
dr

ds

La aceleracion se obtiene derivando el vector velocidad respecto del tiempo de acuerdo :

posicion respecto de la trayectoria S, es decir haciendo

G=85T+8T (1-14)

El primer término de esta expresion corresponde a la
aceleracion tangencial. En el segundo término la
derivada temporal de la posicion como se sabe es la
velocidad tangencial y la derivada temporal del versor
tangente se puede interpretar graficamente segun se
muestra en la Figura 1.7.

Para desplazamientos muy pequefios se cumple

Trayectoria

Radio de curvatura de
la trayectoria

vectorialmente que: N Figura 1.7: Vector tangente para dos posiciones
dT . - sucesivas mostrando que su variacién genera un
—=(. vector que resulta perpendicular al mismo en
N I dicular al mi
ireccion normal con entido hacia el centro de
dt direccid 1 ido hacia el d

curvatura.

Ademas se cumple la relacion escalar dada por:

ds_ .

Dividiendo miembro a miembro las dos expresiones anteriores se puede expresar relacion:

&‘&
D |
o |=

De esta expresion el versor N esta dirigido hacia el interior de la curva y permanece normal a
la trayectoria en todo instante y dirigido hacia el interior de la curva mientras que p es el radio
de curvatura de la misma que para una trayectoria circular corresponderd al radio y para una
trayectoria rectilinea es infinito. Finalmente la aceleracion esta dada por:

2

i=8T+5-N  (1-15)

Si bien la descripcion de la velocidad B 5

y aceleracion en funciéon de la ‘m. T
coordenadas intrinsecas es sencilla, se _

debe tener en cuenta que los versores T

p uede cambiar de direccion a medida Figura 1.8: Terna de versores que definen la base en coordenadas

que la particula evoluciona en Su intrinsecas para un movinieno circular plano. En este caso solo el versor
movimiento, ademas, el radio de binormalpermanece constante

curvatura se mide desde un centro de rotacidon instantaneo cuya posicion se modifica
continuamente salvo el caso del movimiento circular. Para deterninar la base de estas
coordenadas falta definir un tercer versor perpendicular al plano que contiene a los ya definidos
que se denomina versor binormal By se obtiene mediante el producto vectorial como:

- -

B=TxN

El esquema de la Figura (1.8) presenta una trayectoria circular sobre un plano horizontal de



forma circular (indicado en gris) y los tres versores aludidos para dos instantes diferentes.
Para el caso de una particula que describa una trayectoria sobre una helice de paso constante, la
terna de versores cambiara
permanentemente de posicion segun
se muestra en la Figura L.8. Radio de curvatura —
Se resalta que el versor N intersecta  mayor al radio del
perpendicularmente al eje de la hélice.  disco mostrado.
El versor 7 es perpendicular tanto al
versor normal como a la trayectoria
formando un plano denominado
osculador vy, perpegdicular a este, el
versor binormal B que no posee Figl}ra 1.9: Terna de versores que definen la base en coordenadas

. . ., intrinsecas para un movimiento circular plano. En este caso solo el
para este caso particular la direccidn  versor binormal permanece constante
vertical.
Resumiendo, para trabajar en coordenadas intrinsecas, se parte de la ley que rige la trayectoria de
la particula de acuerdo a

Trayecoria
helicoidal

F(t)=x(t)T+v(t)j+=z()k  (1- 16)

La longitud de la curva se obtiene mediante la integral

dy dz

S(e)= ds=J 5 &

+—dt (1-17)

De la expresion anterior se obtiene el vector posicion en funcion de la distancia “S” despejando
el tiempo de la expresion (1-17) y reemplazandolo en la (1-16) obteniendo:

F(S)=x(s)T+y(s)j+z(s)k

El versor tangente se obtiene derivando esta ultima expresion respecto a “S” obteniéndose:

—»_a?(S)_ax(s)—,»Iay(s)—:laz(s)-»
T==0s ~ s Tas TTos ¥ (1-18)

El versor normal se obtiene de hacer:

T
F=-93
dT
ds

— -

Con ambos versores solo resta realizar el producto vectorial B=TX N para formar la terna de
versores de la base intrinseca.



Cinematica relativa.

Conceptos generales

Este tema también es conocido como, "Cinematica del Movimiento Compuesto de la Particula" o
también "Cinematica en Sistemas de Coordenadas Moviles" y tiene importancia debido a que
resulta una herramienta que facilita el analisis de movimientos complejos, que provienen de la
combinacion o efecto simultaneo de distintos movimientos sencillos o conocidos.

Se trabajard con sistemas de referencia cartesianos ortogonales definidos como rigidos por lo
tanto los tres versores se mantienen perpendiculares durante todo el movimiento.

Esta condicion de rigidez se define cuando se cumplen los productos escalares siguientes:

it ir=7k'=k".7i"'=0 (1-19)

Los sistemas que no cumplan con estas condiciones se dicen que son “deformables”.

En cinematica relativa se trabaja con dos sistemas de referencia simultaneos: uno fijo o
"absoluto" dado por los ejes Oxyz cuyas bases seran i, j, k y uno movil o "relativo" con
coordenadas dadas por los ejes O'x'y'z' definido por las bases ', j', k' de acuerdo con el esquema
de la Figura (1.10) donde se muestra la posicion de una particula “P” definida respecto a un
sistema fijo mediante el vector posicion 7. El vector posicién #,, ubica a la misma particula
pero respecto a un sistema movil cuyo comportamiento puede tener diferentes caracteristicas a
saber:

1- Las bases moviles permanezcan siempre paralelas a las fijas lo que define un movimiento de
traslacion.

2- Las bases moviles solo roten respecto de las fijas manteniendo los origen fijo y moévil en la
misma posicion, definiendo un movimiento de rotacion pura.

3- Las bases moviles roten y su origen se traslade respecto del origen fijo, definiendo el
movimiento de rototraslacion.

En este caso el vector R que posiciona el origen movil respecto del fijo puede tener diferentes
comportamientos a saber:

dando origen a un movimiento
o x %
como direccion en  forma

1- Que sea permanentemente nulo

rectilineo del origen del sistema

movil.

simultinea dando origen a un Figura 1.10: I_’osici(')n dela particula.“P” des_de dos sistemas de refergngia:
absoluto mediante el vector ry relativo mediante r'. El vector R posiciona

lo que darda origen a un z SRR
movimiento de rotacién pura del P Trayectoria
referencial movil.
2- Que varie solo su modulo

o\ \\

)
3- Que varie solo su direccion
generando la rotacion del origen i
de coordenadas relativo. / : \
4- Que varien tanto su modulo \ y i
movimiento general de roto- los origenes de ambos sistemas.
traslacion  del  origen de
coordenadas moviles.
Por lo tanto la posicion de la particula “P” puede definirse por la suma vectorial siguiente:

Fo=r,+R  (1-20)



Se resalta que los vectores anteriores son funciones del tiempo y ademas se debe tener cuidado al
realizar la suma vectorial debido a las diferentes bases de los sistema. Se comenzaré analizando
cada uno de los casos en forma individual para culminar con el caso mas general.

Movimiento del sistema movil en traslacion unicamente.

Un sistema moévil evoluciona en traslacion respecto de otro fijo cuando se mueva segin una ley
cualquiera dado por el vector R de

manera que se trasladen Trayectoria
manteniendose sus bases paralelas en _— delpunto P.

todo instante y no necesariamente Zz
paralelas a la base fija.

La Figura 1.11 presenta los dos
sistemas referenciales en esta situacion
para lo cual la trayectoria que
experimentara “P” sera rectilinea

Para obtener la velocidad de deriva la
expresion (1-20) quedando

Trayectoria rectilinea de
la base movil.

V=V, +V, (1-21)

J

e Figura 1.11: Movimiento de traslacion del sistema referencial movil observado
Para facilitar la nomenclatura se  desde el cje “x”.

utilizard un punto sobre la variable
para expresar la derivada temporal quedando:

F=r +R  (1-22)

El término 7,, corresponde a la velocidad con la que un observador “veria” evolucionar la

particula “P” si se encontrara “parado” sobre la referencia movil.
Para ejemplificar esto, supongamos que una persona camina por el pasillo de un tren en

movimiento. Los pasajeros la verian caminar a una velocidad 7;, mientras que un observador
parado sobre el anden veria a los pasajeros sentados moverse con una velocidad (R) y al

pasajero que camina por el pasillo a una velocidad r_.j'w—f— R
Para obtener la aceleracion de “P” se deriva (1-22) quedando:

dr=ay+a, (1-23)

La misma puede expresarse como:
Fo=r,+R  (1-24)

El mismo ejemplo citado mas arriba puede extenderse a el caso de la aceleracion.

Movimiento del sistema movil en rotacion unicamente.

En este movimiento el vector R permanece constante en todo instante o lo que es lo mismo, si
los origenes O y O” permaneceran siempre coincidentes considerarlo nulo. Esto ultimo serd
ejemplificado en el esquema de la Figura (1.12) para facilitar el andlisis. La posicion de la
particula “P” se describe mediante la el vector de posicion 7(¢), el cual puede referirse a
ambos sistemas segun se puede observar.

10



El vector posicion referido al sistema
movil estd dado por la siguiente expresion
vectorial:

Fu=x'T'+y ' '+z' k" (1-25)

Por otra parte el vector posicion referido

al sistema absoluto o fijo estd dado por la

siguiente expresion vectorial:

- > T
Fe=xi+yj+zk (1-26) . .
Figura 1.12: Sistema movil en rotacion unicamente. Los vectores posicion
fijo y movil son coincidentes al ser el vector R = 0. Los angulos de giro de
cada versor de la base movil no necesariamente son los mismos

Se resalta que los vectores dados por las
expresiones (1-25) 'y (1-26) son
exactamente los mismos vectores pero referidos a bases diferentes pudiendo escribir

Fsz'7'+y'}'+z'%' (1-27)
Se resalta que la terna de bases moviles dependen del tiempo lo cual es importante recordar al

momento de realizar las derivadas de cada uno de sus versores. La velocidad absoluta se obtiene
derivando la expresion (1-27) dando por resultado

L diy  dx' - di' dy' - dj'  dz' = dk’
A _dx 4 &Y Gy 4L L 42 By o 88 (1008
VET T T Y a ’ Y Ta dt 2 d ( )

Reagrupando términos se puede expresar

- dx' = dy' -, dz' 2
— !+ 1 k!+ 1
VE (dt ! dr T di JHx

di' ., dj'  _,dk'
— +y =4
o Y ar Tt a)

(1-29)

El primer paréntesis corresponde a la velocidad referida a los ejes mdviles quedando expresada
como:

- _qdx" =, dy' =, dz' 3, B
VM_(dt i +dt ]4—dt k') (1-30)

Para analizar el segundo paréntesis de la expresion (1-29) se procede de la siguiente manera. Por
condicion de rigidez dadas por la expresion (1-19) el sistema moévil cumple con las siguientes
expresiones a saber:

=, =, d -, =,
i'.j'=0 - E(z .j')=0 (1-31)

La derivada del producto expresado por (1-31) resulta

d -, -, di’ -, =, d}'
LG gy= Gy i 4L o
g = 0

&
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Por lo tanto se puede definir a cada uno de los

di’ T d}'_ , B
o= e, (1- 32)

~

La figura 1.13 muestra graficamente la variacion
temporal del versor i” en la direccion del versor j’ L< i
que se puede interpretar como la “velocidad . J' 4
tangencial” del extremo del versor i" que es
equivalente a la velocidad angular por el radio, en
este caso unitario. di'/dt
M b : (1P 2
Manteniendo el mismo sentido de giro-, la Figura 1.13. Se muestra la variacion del versor i' proyectado en
variacion del versor j° estard en la direccidn del ladireccion del versor j'. Este solo puede girar ya que su
., . . modulo es por definicién constante en todo instante.
versor -1” cumpliendo con lo analizado.
De igual manera se tendrd para las otras
condiciones de rigidez que:

d._]:’ _>!__ _:! d_”_ ! _
= k== T, (1- 33)
dk' -+, =, di'_
o= k', =0, (1-34)

!

Siendo ®," , ®," y ®," funciones escales que dependen del tiempo pudiendo expresarlas

vectorialmente como:

-

W=, ?’+my' j'+ooz' _lé’ (1— 35)

Por otra parte se recuerda que si existe la derivada de un vector de magnitud constante esta puede
ser solo ortogonal al mismo, por lo que se cumple:

di' - dj' - dk' -
L1'=0; .Jj'=0; — . k'=0
a ar 7 dr
. i’ d}' dk' T

Ahora si se expresan los vectores o a ) a la base movil ', j' y k' se
obtendra:

di' _di'+yz,, (di = di' 707

= = =, ' /+ = ' /+ ut ' '

o = ) () (kR

()i (0. )] +(0,)F (1-36)

Se puede analizar que la variacién temporal del versor indicado mas arriba resulta perpendicular
al eje i". Lo mismo ocurre con las siguientes derivadas segun se indica:

dji' o dj ==, d) == d]
== (- + (=, + (=

7 (dt i')i (dtJ)J ( tk)k
L — (0 )T +(0)] + (0, )F" (1-37)
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Si se reemplazan estas Ultimas tres expresiones en el paréntesis de la expresion (1-30) quedara:

-

T =t [(0)7 7+ (0,)F 4 (0, )7
4 [ 0,07 4 (0)+ (o i)
0)F

2l 7 0 (008 (139

Agrupando los términos por sus respectivas componentes se obtendra:

Expresando la matriz el producto vectorial de la velocidad angular del eje con el vector posicion
se puede expresar en forma compacta:
V=V 0, Xry  (1-40)

eje
En esta ultima se puede expresar también como:

al7) - -
= . X -
at - at M+(D¢12 (r)M (1 41)

La velocidad absoluta referida a la base fija es igual a la velocidad relativa a la base movil mas el
producto vectorial de la velocidad angular con la que gira el eje mévil por el vector posicion de
la particula respecto a la base movil.

Basandose en la expresion (1-41) es posible definir un operador para derivar vectores moviles
expresando su resultado respecto a la referencia fija de acuerdo a la siguiente expresion:

%F:%Mﬂ]’)x( ), (1-4)

Se interpreta como: la derivada temporal de un vector respecto a una referencia absoluta o fija
“F” es igual a la derivada del mismo vector pero respecto a una referencia relativa o mévil “M”
mas el producto vectorial de la velocidad de rotacion del referencial movil por el vector que se
esta derivando.

a,= = +HD,, X (V),,  (1- 43)

Siendo (T)eje=(oox S, u)z) la velocidad angular con la que el vector velocidad es “arrastrado
rotacionalmente” por la velocidad angular del referencia movil.
Reemplazando el vector velocidad expresado por la expresion (1-40) en el operador se tendra:
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L (vt Xy L . -
a,= Ma;f‘f MM+weje><(vM+meje><rM)M (1-44)

Analizando el primer término de la expresion (1-44) se tendra:

a(v_'M+6')eje><r_;4) a(vy) N a(J)G,EXrL)

- a(a)eje) - = 6(77)
— Y P 4 d X
@n at T T g 25 u
= dy + O Xry + DXV (1-45)

Analizando el segundo término de la expresion (1-44) se tendra:

- -

a)eje X (VM +('Ueje X erI)M

(‘Ueiex Vs +u)eie>< (‘Ueiex Ty

-

Recordando que ® X® X7=dy que corresponde a la aceleracién normal o centripeta quedara:
DyeX Vi + ay  (1-46)

Reemplazando las expresiones (1- 45) y (1 — 46) en la (1 — 44) y acomodando términos se
tendra:

ap= a, +OL¢iEXFM + ooejEXvM + ooejerM + ay

-

dp= 4, +0,Xry, +dy + 2.0,%Xv, (1-47)
Agrupando queda en definitiva
ap=dy + a +dy +2.0,%Xvy, (1-48)

Donde la aceleracion absoluta referida al sistema fijo es igual a la aceleracion relativa al sistema
moévil mas la aceleracion de arrastre compuesta por tres aceleraciones: una debida a la
aceleracion tangencial debida a la variacion de la velocidad angular de rotacion, otra dada por el
cambio de direccion del vector velocidad o aceleracion normal (conocida ademas como
aceleracion radial o centripeta) y la aceleracion debida al la simultaneidad de la velocidad
angular y radial.

Movimiento del sistema movil en rototraslacion

En este movimiento el sistema de coordenadas mdviles posee una rotacion respecto a una
referencia fija con velocidad ®,, y simultaneamente el origen de coordenadas moviles se
traslada de acuerdo con una trayectoria definida por un vector R.

Es importante determinar exactamente la velocidad angular ©,, de los ejes referenciales
moviles siendo muy importante su determinacion para la resolucioén de problemas.

La Figura 1.14 muestra cada uno de los vectores involucrados y las variaciones que pueden tener
estos resaltando sus correspondientes trayectorias.

Para obtener la velocidad absoluta de “P” se deriva la expresion dada por (1-20) quedando:

14



z . Trayectoria
P absoluta de “P”

Trayectoria del

origen de
‘x/ coordenadas
moviles

Figura 1.14: Sistema referencial en rototraslacion girando con o4 Y elvector
posicion del origen de coordenadas mdviles girando con .

a’::I«“ ar_;l/l aR
—) =(—=) H— 1- 49
7 (2 2Ry 1)

(
El primer paréntesis corresponde a la velocidad absoluta v del punto “P”.
El segundo paréntesis corresponde al movimiento de rotacion pura, analizado anteriormente dada
por la expresion (1 —41).
Para finalizar se aplica el operador de derivacion al tercer paréntesis que corresponde al vector
posicion del origen movil obteniendo:

oR) _oR) o (R (1-50)

ot . ot

En esta ultima expresion se resalta que la velocidad angular del vector posicion R puede ser
diferente a la velocidad angular de los ejes mdviles si estos no se encuentran solidarios a dicho
vector.

Finalmente para obtener la velocidad absoluta del punto “P” se suman las expresiones (1-41) y
(1-50) quedando:

7 o, x (7,28 e (B (-5
M M

5 ol

Analizando cada termino se tendra:

vy — Velocidad absoluta del punto “P” respecto del referencial fijo.

o(7)

=V, — Velocidad relativa a los ejes méviles del punto “P”.

-

g, X (ry) — Velocidad tangencial debido al arrastre por rotacion del referencial movil del
extremo del vector 7.

a(R)

7 =V, — Velocidad con la que varia el médulo del vector posicion del origen movil.
M

W, X (72) — Velocidad tangencial del extremo del vector R debida a su propia rotacion.
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Reemplazando las expresiones anteriores se tendra:

Ve= Vit By, X (17)HV, + D X(R)  (1-52)

z 1 \ Trayectoria
P absoluta de “P”

Trayectoria del

origen de
‘x/ coordenadas
moviles

Figura 1.14: Sistema referencial en rototraslacion girando con o, y elvector
posicion del origen de coordenadas moéviles girando con o.

Para obtener la aceleracion se debe derivar dos veces respecto del tiempo la expresion (1 — 49).
El segundo paréntesis de esta ultima corresponde al movimiento de rotacion pura, analizado
anteriormente dada por la expresion (1 — 41) por lo tanto su derivada segunda corresponde a la
aceleracion absoluta dada por la expresion (1-48).

Para determinar la aceleracién del origen de coordenadas moviles dada por el vector R. Su

primer derivada estd dada por la expresion (1-50) por lo tanto si se deriva dicha expresion se

tendra:
(R) _ol&) B (1-50)
ot . ot ,
- .
o"(R) o (9(R) - (T
= + w, X (R
atz - l[(af F R ( ))]F
L -
o"(R) a(R) 0 (= (B
= 9_[(Z== + X (R
R ) i Bx(R),
2( D 2( 7 = >
9 .
TR o MR ax(BR) 2% (R) + @ x( 2R
or » of at at ot
) = .
i =2 (ZR) + @ X (V) +@X(R) + @X][ 2(R) +o, X (R)]
) =
a, =Zt(2R) + By XV,  FTXR A @y XV + @ X Ty XR
M
dy = dpy — F2.@pXV, +0,XR  + @X &, XR (1-51)

Finalmente la aceleracion absoluta del movimiento de rototraslacion estara dado por la expresion
que resulta de sumar las expresiones (1-48) y la (1-51) quedando:
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Gp=( Gy + 0y X Py + @ 42,0, X V) H gy + G X R + @G X G X RH2. T xV) (1= 52)

d, — Aceleracion que depende de la variacion de la velocidad del vector posicion del punto
respecto del sistema movil.

a,, X7, — Aceleracion tangencial del extremo del vector posicion relativo al sistema movil
debido a la rotacion del sistema referencial.

ay — Aceleracion normal del extremo del vector posicion relativo al sistema movil debido a
la rotacion del sistema referencial.

2.m,, XV, — Aceleracién de Coriolis debido a la simultaneidad de la rotacion del sistema
referencial y de la velocidad relativa. Como es un producto vectorial, ambos vectores no deben
ser colineales para su existencia.

dry — Aceleracion que depende de la velocidad de traslacion del vector posicion del origen
movil.

0, X R — Aceleracion tangencial del extremo del vector posicion del origen del sistema
movil debido a su rotacion.

W, X ®,XR — Aceleracion normal del extremo del vector posicion del origen del sistema
movil debido a su rotacion.

2. Wy XV; — Aceleracién de Coriolis debido a la simultaneidad de la rotacion del vector
posicion del sistema movil y de la velocidad con la que varia. Como es un producto vectorial,
ambos vectores no deben ser colineales para su existencia.

IMPORTANTE: A los efectos de la resolucion de problemas practicos se debe tener presente que
las bases no siempre son paralelas por lo que es necesario conocer la transformacion lineal que
permita relacionar las bases (i,j,k) con (i",j",k").
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ANEXO 1

Cambio de coordenadas cilindricas a

Si se tienen las caracteristicas cinematicas de una

particula en coordenadas cilindricas y se las debe

referir al sistema cartesiano, la matriz de cambio de

base. La Figura 1.15 presenta ambas bases vistas
({3}

desde el eje “z” sabiendo que el versor “k” es
comun a ambas. Se puede plantear lo siguiente:

epzcoscp?+sencp}+0z

e,=-sen@i+cosp j+0k
707 s Figura 1.15: Base cilindrica rotada respecto de la base
k=0i+0 J tk cartesiana y vistas ambas desde la direccion del eje “z”.

Que expresado en forma matricial queda

€, +cosq sengp 0) [i
eg|=|-senp cosep O]/ (1-51)
k 0 0 1) \k

Por lo tanto, si al vector posicion dado por la expresion (1-3) se le reemplaza la base en
cilindricas por su equivalente en cartesianas quedara:

(t)=p€_'p+zk_> o
(t)=p(cospi+senp j)+zk
(f)=pcos@i+psenp j+zk

NP o

Procediendo de igual forma con el vector velocidad dado por la expresion (1-5) pero ahora
expresado en forma matricial quedara:

€p

vit)=v, V, V.)|e,
k

Reemplazando el vector de la base segtn la expresion (1-51) quedara:
R +cosp sengp 0\ [i

Vi=(V, V, V.)|-seng cosp 0|.|;j
0 0 1) \k

Resolviendo el producto matricial quedara:
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+cosp sengp 0\ [i

V=V, V, V.)|-seng cos¢ 0/

0 0 1) \k
R cos@itsenqj
V(e)=(V, V, V.||-senqpi+cosqj

k
. cosV i+senqjV,
V)= -senV i+cosqjV, (1-52)
V. k

Ordenando la expresion anterior se tiene el vector velocidad expresado en coordenadas
cartesianas:

V(t)=(V,cosq- V(Psencp)_zr+(Vpsencp+V(Pcoscp)j+Vj€ (1-53)

Para obtener la aceleracion en coordenadas cartesianas dada en coordenadas cilindricas se utiliza
la misma matriz de cambio de base, para lo cual se presenta la expresion (1-16) en forma
matricial quedara

a(t)=((a,- ay) (ag+ay) (a) .|| (1-21)

Reemplazando el vector columna de la base dada por la expresion (1-19) queda

+cosp senq O\ (i
a(t):((ap_ aN) (acar—l_atg) (az>) |- Sen@ COSQ 0]- J (l - 22)
0 0 1/ \k

Multiplicando las matrices y ordenando la expresion de la aceleracion quedara:

i

Zi(t):[(ap_ aN)COS(p— (acor—i_atg)sencp] _‘_[(ap_ aN)Sencp_f—(acar—i_atg)Coscp]‘_]:_f—azl_c> (1_ 23)

Cambio de coordenadas esféricas a

Para facilitar la obtencion de la matriz de cambio de
base se analizaran los versores de la base esférica en
forma independiente.

La Figura (1.10 presenta el versor e, en sus
componentes cartesianas quedando

A diferencia del versor anterior, el versor et se
encuentra en el plano que genera la traza del meridiano
siendo este paralelo al plano “x, y” por lo que la base
se dibujara solo en este ultimo. La Figura (2-7)
presenta el versor en sus componentes cartesianas. La i
expresion final quedara con solo tres términos debido
a que la componente en “k” es permanentemente nula.

Figura 1.10. Componentes cartesianas del

vector e,
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&, =- senhi+coshj+0k (1-23)

Finalmente el tercer versor puede obtenerse de igual modo que los anteriores o realizando el
producto vectorial de las dos bases halladas, procedimiento que se utilizara solo con fines
didacticos. Para que el versor a obtener genere una terna derecha se realizard el producto
vectorial en el siguiente orden

i j k
ey=e, x e,=|- senh cos A 0
senBcosh senBsenh cosO

&,=(coshcos0)i +HcosB)jH- sen0)k (1-24)

La matriz de cambio de base que refiere las coordenadas esféricas a las cartesianas queda
expresada por

€y, | [senBcosh senBsenh cosO i
e, |=|coshcosO cosO - sen®|.| j (1-25)
e, - senh COSA 0 k

La expresion del vector posicion dado por (1-7) se puede expresar como

7(t)=rle, 0 0

Basandose en la expresion (1-25) se puede realizar el cambio de base y luego realizar las

operaciones pertinentes segin se muestra a continuacidon para obtener el vector posicion en
coordenadas cartesianas.

senBcosh senBsenh cosO) [i
7(t)=r.|0 0 0 AJ
0 0 0 k
7(t)=rsenOcoshi-+rsen®senh j+rcosOk  (1- 26)
El vector velocidad dado por la expresion (1-9) expresado matricialmente queda
. . e}"
V()=(F) (6.r) (A.r.sen0)) e,
e
Reemplazando el vector base en coordenadas esféricas de acuerdo a la expresion (1-25) se tendra
. . . . sen@cosA senOsen\ cosO | i
V(t)ZV(t)Z ((7‘) (9 .I’) (?\.I".Sene)) cosAcosO cos0 — sen0 | ]
- sen\ cos A 0 k

Realizando los productos matriciales indicados finalmente queda
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R . ' sen® cosh\i+sen0sen) j+cosOk
V(=) (8.r) (X.r.sen®)) cosAcos0i+cosO jEsen 0k
- sen\i+cosA j+0k

V(t)=i.(sen0 cosNi+sen0sen\ j+cos0k)
+(0 . 7).(coshcos0i+cos 0 j- sen0 k)
+(N.7. sen0). (- senNi+cos\ j+0k)

V(t)=r.sen0cos\i+i.sen0senX j+i.cos0k
+0 . 7.coshcos@i+0.r.cos0j-0.r.sendk
- A.r.sen0.sen\i+\.r.senOcos\ j+0k

V (t)=(i-sen 0cosA\+0 rcosAcos0O- Nrsendsenl)i
+(- irsen®sen\+0 rcos®@Nrsen®cos\);
+(icos0- O rsend)k

Con la aceleracion se procede de igual manera.

Cambio de coordenadas intrinsecas a cartesianas

Partiendo de la expresion del vector de posicion en coordenadas cartesianas dada por la
expresion (1-3) y sabiendo que S(?) es una funcidon siempre creciente, en teoria es factible
determinar su inversa ( es decir ¢ = #(s) ) por lo que se puede obtener la posicion en funcion del
arco reemplazando esta Ulltima en la anterior quedando

7(s)=x(s)7+y (s)7+z(s)_l€ (1-27)

Partiendo de esta tltima, la velocidad estara dada por la

7(0)=4718)
- _d?(s) ds
V(l‘) C_Z’S E
I—}(t):dr(s)

La expresion del versor tangente a la trayectoria 7' en coordenadas cartesianas esta dado por

L dxgo dy- dzy-
(s) = (s) = (s)

T= { { k 1-29

ds ! ds J ds ( )

La expresion del versor normal N en coordenadas cartesianas esta dado por
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. i 2 2
dTy  dxy= dyy< dzy

2 2 ji 2 ]_C’
- c_l»s _ ds ds ds (1_30)

@ af,)
ds ds

Al reciproco del valor absoluto se lo denomina radio de curvatura p quedando finalmente

d’x, d d’z
> ds" =+ ds -~ ds° -
N=—F— i+—5— j+—(p— k (1- 31)

El versor binormal B se obtiene del producto vectorial B = T'x N por lo que la base estara dada
por la matriz

dx, dy dz,
(‘)) ( ()) ( ())

(

- ds ds ds
2 2 2 l
N=l[ X0 (42 [zl ] (1-32)
B ds’ ds’ ds’ k
Y Y P

(Bx) (By)  (Bz)

Resumiendo, dado el vector posicion en coordenadas intrinsecas para expresarlo en coordenadas
cartesianas se utiliza la expresion ya vista 7 (s)=x(s)i+y(s)j+z(s)k

Para expresar el vector velocidad V'=ST en coordenadas cartesianas se presenta este tltimo en
forma matricial como

o T\ (i
V=[5 0 of.|N|.|j] (1-33)
B| \k

Luego se reemplaza la matriz columna de los vectores base dados por (1-32) resultando

(dxm) dy(s)) dZ(s))

ds ds ds
2 2 2 [
7=(5 0 o). [T (T2l ] (1-34)
ds’ ds’ ds’ k
P P P

(Bx)  (By) (Bz)

El resultado de este producto de matrices dard un vector columna en coordenadas cartesianas.
Con el vector aceleracion se procede de igual manera. Primero se lo expresa en forma matricial
quedando
Y r
a’z(s 5 aBN) AN (1-35)
B
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Reemplazando el vector columna por su equivalente queda

dx, dy dz
( U) ()) ( <))

ds ds ds
¢ 2 2 2
a:('g % aBN)- T N T N
ds’ ds’ ds®
p p p

(Bx)  (By)  (Bz)

(1- 36)
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