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TRANSFORMADA Z

-

e

- .:.s
e

- —— - ~
-
y ce

é¢Para que nos sirve la Transformada Z?

4 )

Nos permite disefar y analizar sistemas digitales de manera eficiente. Del mismo
modo que la Transformada de Laplace nos simplificaba el analisis de ecuaciones
diferenciales, la Transformada Z nos simplifica el analisis de ecuaciones a diferencias.
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TRANSFORMADA Z

S
jC

B
bd "ol O

et el L B

C 2= 4D 2 SO PNPERARAN  «B86

o
-
.23 -

L C—

) el N DY P s .

i K La Transformada Z de una sefial discreta se escribe como X(z) = Z{x[n]} y se calcula de
: X la siguiente manera:
[0 X(2)= Y xlnlz" 2 = relo
1 { P ‘ n=—oo
3 & x[n]«—%— X (2)

Frecuentemente se trabaja con senales “causales”, y la TZ bilateral, se convierte en
la TZ unilateral:

(00}

X(2) = z x[n]z™™"

n=0
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La transformada Z de una sefal es una funcion de variable compleja, y normalmente

tiene polos y ceros que definen el comportamiento de esta funcion.
Veamos esto con un ejemplo:

-
e
~%
e

B
bl
=
.

J S - Ee -

- ——

=LA DO - -

T o -

-

A
- .
2 -
C 2R = 4D 2 S PPN + « 86
R e ————

!
!

0
0

La transformada Z de una sefal x[n] esta dada por la expresion:

A A
. -.nrﬁ"""‘

—1 -2
X(z)= S -
1+1,2732z +081z
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-ty
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AL rnas
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Sk

Tiene un ceroen z,=1
-3
y dos polosen p, v p,=0,9 e 4"

I

FI
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I X(2)]
B Cliasn 1,_? Polos y Ceros de la funcién:
Y
TR & 1 -. L
-3t | gi z —Z :
T i uie  Y(2)= = = —
; ‘ ;3 gw? 1+1,27322 +0,812 - §§§§E§$
I Tia =
g ‘. ;
°! 0 |
o

0
0

/ ( q N e
LR
1 3 AR & <3S
- 1 ; : .((K’ I
W 8//
. - Im z

Pueden existir zonas del plano complejo “z” en donde la funcidn sea nula o infinita.
Estos puntos, conocidos como polos y ceros, son muy importantes.
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Region de Convergencia de la Transformada Z “ROC”

J S - Ee -

- ——

Para que la expresion matematica de la TZ sea absolutamente sumable, es necesario

definir una region de valores de “z”, es decir: {Para qué valores de “z” la sumatoria tiende
a unvalor finito?

T o -

A D - n -
..-.

-

A
- .
2 -
C 2R = 4D 2 S PPN + « 86
R e ————
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El conjunto de valores de Z para los cuales existe la TZ es llamado
Region de Convergencia o ROC
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Region de Convergencia de la Transformada Z “ROC”

S

B
bd "ol O
=z

Veamos un ejemplo para aclarar el concepto de la ROC:

et el L B
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Calcular la TZ de la siguiente sefial: ~ x[n] =a"u[n]

O s R = . ot

T o -

O s

!
!

0
0

oo

X(z)= )Y a"u[n)z "= i(az”']n
n=_0

n= —x
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e
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P Y e e
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Region de Convergencia de la Transformada Z “ROC”
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Veamos un ejemplo para aclarar el concepto de la ROC:

J S - Ee -

-

Calcular la TZ de la siguiente sefial: ~ x[n] =a"u[n]

A D - n -

-

A
~ 5 » "
A e "N,
A A2 2=
X
T R 4D 3 S PPN -« 86
et - - ——— e

- ,, o4
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0
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°° —-10 —1y00
/1] X(@) = ) (az™)" = ) —le L sl
“11% . 1—az?! 1—az™1
» n=
EN, 1 4
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;11 Expresion matematica de la TZ ROC
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Region de Convergencia de la Transformada Z “ROC”

% % 7 7
Graficamente, la ROC vy los Polos y // | //
Ceros en el plano Z son: /% .

o o (@D = (az7Y)®
i ; 'O | X(z)=z(az hn = = 0

Z
— |Z| > |CL| D<a<]
a

4 ) //%

El area rayada es la ROC, y /

representa los valores de “z” para //
los cuales existe X(z) N

\ . / /’4’////
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Ejemplo 2:

Calcular la TZ de la siguiente seiial:

x|n]l= —a"u|l —n -1}

Resolviendo la transformada para
esta sefnal, se obtiene:

1

1l —az™

X(z)=

|z| < |a]
Z—4a

Im(z)

Re(z)

%

7

%
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A
- ) N v
A e "N,
A A2 2=
Y
T R 4D 3 S PPN -« 86

11 , I
‘11 x[n])=a"u[n) |:> X(z)= 4 S 1_ a1 |z| > |al
i

1!61 1 Z

‘3‘ I[H]=—'a”u[_?‘l—1] |:> X(Z)= R =z—-a |Z|{[ﬂ|

g

Comparando las expresiones matematicas de la TZ, vemos que las dos transformadas
son idénticas para distintas sefiales, pero no asi la ROC, por lo tanto:

<

La especificacion de la TZ de una sefal requiere tanto de la
expresion matematica como de la ROC
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Propiedades mas importantes de la ROC

Propiedad 1: La ROC consiste en un anillo en el plano z centrado en el origen.

Propiedad 2: La ROC no contiene ningun polo.

Propiedad 3: Si x[n] es una sefial de derecha, la ROC es el exterior de un circulo de radio

x| = Tmax

Propiedad 4: Si x[n] es una sefial de izquierda, la ROC es el interior de un circulo de
radio |x| = 1y,

Re(z} Im(z)

Sefal de derecha o Sefial de izquierda

x[n)=a"u[n] x[n]=—a"u[—n—1]
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Table 4-1. Some Common z-Transform Pairs

Transformadas Z

x[n] X(z2) ROC
por tabla: sln] 1 All 2
1 z
uln] P [z[>1
1 2
—ul=n—1] 1-z27"2z2-1 zl<1
8ln —m) z=m All z except 0 if (m > 0) or = if (m < 0)
1
a"uln) S 121> lal
l—az"" z-—a
H 1
Notar que hay varias e —n 1] ]_az_l,zia Iz <lal
idénticas, pero con - a0
distintas ROC! naruln] (1-az7')" (2 -a)’ 21>l
(~n 1) v 21 <ld
—-na"ul—n - , Zl<la
(1-az"') ' (z-a)’
1 2
(n + Da"uln) 2,[ : } 121> lal
(1—az7')y L2-a
q 22— (cos )z 21> 1
(cos Qyrmuln] zz—(Zcos Qy)z+1 2>
_ (sin Q) z
(sin Qyn)uln) T (2es )z 11 lz|> 1
" cos O muln] 22— (rcos(}y)z L2l
(r" cos Qynduln 22— (2rcos () z 472 zl>r
o (rsinl,)z
(r" sin Qyn)uln] 2T (2roos )z 110 [zl >r
" 0<n<N-1 1 -a"z""
{0 otherwise 1—az™! 12> 0



Senales y Sistemas | Facultad de Ingenieria | Obera - Misiones - Argentina

R

Estas transformadas son las mas frecuentes y utiles en el analisis de sistemas y sefales

1. s discretas:
iH 1iaE
11 1’1':
. t A
" 1 i; Table 4-1. Some Common z-Transform Pairs
a7 U ':‘
) 1 613 x[n] X(2) ROC
:C 91.
§‘ ()3.'r 8[n) 1 All z
® @ ! 1 z
'O uln] g M z[> 1
| z
- 1% ~ul—n - 1] 7T 2l < 1
i 3 8ln —m) z™m All z except 0if (m > 0) or = if (m < 0)
." I 1 4
¢ a"uln] T 2] > |al
;1 1 z
H ~a"ul-n - 1] ——1.—— |z <lal
c‘:‘1 az” ! az
i) na"uln) |z| > |a]
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Analisis y caracterizacion de sistemas LTI mediante [a TZ

‘ 11
; :8! i -
143 7:’ ‘1’1 4 Causalidad: )
ad h 1 f Un sistema es causal si, ante una entrada, sus salida se produce en
AR (51 1% Intervalos de tiempo posteriores a dicha entrada. Son sistemas reales, no
.: 91' .. .
v £ls anticipativos.
3‘ 0 O - %
/[0
_ 1 3 Un sistema LTI es causal si, y solo si:
“: ’ ",’ - hin)
X S . x[n) =x[n] * h
] ,111 ‘ (@) LaROC es externa al circulo que yinl=xin] + hin}
s contiene el polo mas externo. t t t
F X Y(z)=X(z)H(z
% (b) El orden del numerador es menor que el del @ " (=HH()
- —_———
* denominador 2
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(I
N

Estable > Q

Marginalmente Estable mmmmm) 6

u oscilatorio

N A
NIENI

Inestable > C>1 “J)”THH

* Sila ROC contiene el circulo unitario es un sistema o sefal estable.

* Sila ROC no contiene el circulo unitario, es un sistema o sefial inestable o
marginalmente estable.



T
c
s}
c

- Arge

- Misiones

| Obera

Senales y Sistemas | Facultad de Ingenieria

Plano z

3 Iy
NN |
| .
Nl S
S| o
o *—
— *>—
Il ——
D
_——
> !
M ] X
< E 5
| I—
S )
< \
S
by

x[n] =

.
Qg
o)
o
©
(2]
O
o
o
o
©
c
©
| -
Q
o
(2]
c
o
O

L AESA A
| ATREgEg - oot -
YO & o
—— e o R R W O

HHH

(n)
o

no z x(n
=2 J
T 0

Pla
m
1

1

)
']

-
\

4

Inestable

n.s."\.w\\_.. s

AN
NV

Inestable |




y O

St «b OO

-
-4

Considerando polos Complejos Conjugados:

S

1 "' ‘ 9 x[n] — nanCOS(wOn)u[n] Mlano 7
'ls:: :}1: X(z) 1—az 'cosw, /ﬂﬁ\
o , (; Z‘: — 5 9
i !61!: 1—2az ‘cosm,+a’z N L
ERIE hde \
é;‘ : O: / J/
M B Estable
; O Plana 7
1331113 |
: :11 { 11 f/ |
;' N Marginalmente Estable | > J&\ o
(0 | L
IMlano =
/f’”_
Inestable > {\U e
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Conclusiones sobre estabilidad en sistemas LTI causales mediante la TZ

* Un sistema es estable si, y solo si, la ROC incluye el circulo
unitario.

* Un sistema es estable y causal si, y solamente si, todos los polos
estan dentro del circulo unitario.
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TZ:

Table 4-2. Some Properties of the z-Transform

Property Sequence Transform ROC
x[n] X(z) R
x,[n] X(z) R,
x,[n] X,(2) R,
Linearity a,x,[nl+a,x,[n] a,X(2)+a,X,(2) R'DR,NR,
Time shifting x[n —ng) 2 M X(z) R ORN{0<|z| < =)
2 !
Multiplication by z zgx[n] X( — J R' =|z,|R
Zp
Multiplication by e’/*¢" e/ x[n] X(e Moz) R' =R
(1 1
Time reversal x[—n] X( - ) R' = —
Z | R
dx(z)
Multiplication by n nx[n] —-z e R'=R
" 1
Accumulation Y xln] 1 -X(z) R'DRN{z]>1)
k= —a <
Convolution x,[n]* x,[n] X(z)X,(2) R'DR,NR,
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Propiedades de la TZ:
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: ‘1,1 Table 4-2. Some Properties of the z-Transform
i 1 i,_ Property Sequence Transform ROC
i (51 é x[n] X(z) R
] OI ' Il[ﬂ] XI{Z} R,
N Bed x,[n] X(2) R,
0 ) Linearity ax,nl+a,x,[n] a,X(z2)+a,X,(2) R'DR,NR,
11 3 I:> Time shifting x[n —ng) z7"X(z) R ORN{0<|z| < =)
'%v z
1 3 Multiplication by z/] 2" x[n] X| — R' =|z,IR
) 0
." Zy
, ‘ Multiplication by e’/*¢" e/ x[n] X(e Moz) R' =R
?'. (1 1
‘11 Time reversal x[—n] X( - ) R = —
Z | R
dx(z)
Multiplication by n nx[n] —-z e R'=R
" 1
Accumulation Y x[n] 1 —X(2) R'D2Rn{lz|>1)
k= —a <
(,1 I:> Convolution x,[n]* x,[n] X(z)X,(2) R'DR,NR,
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Funcion de transferencia de un sistema H(Z)

‘ 1t
L HTE ‘1:; Un sistema puede ser totalmente descripto por la transformada de su respuesta al
e .‘ :}1 impulso. Esta transformada se denomina Funcion de Transferencia del sistema y es:
" Y(z
E!"Of H(Z)= ()
' X(2)
0

{1

AA

C ee—

o ﬁ‘, 3

: AL
B > ‘ ——| i ——
3 :11 x(n) yin)=x[n] » h|n]
; Vool
:D X(2) Y(2)=X(2)H(2)
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Ecuaciones a diferencias:

Las ecuaciones a diferencias son el equivalente de tiempo discreto de las ecuaciones
diferenciales en tiempo continuo. Permiten describir un sistema discreto (digital).

y|n] = x[n] + 3x|n - 1] - %y[n —1]

x{n) —>(+) : > yin)

Sumador z 1 etanda-unitario Ganancia positiva k Ganancia negativa -k
: (un muestreo) ;
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Ejemplo:

S

bd "ol O
=z

Obtenga la funcion de transferencia del sistema descripto por la siguiente ecuacion a
diferencias:

et el L B

REREEE o ot S T g
et - - ——— e

=L
Sy TEER G

A k)
"]

O s

!
!

0
0

y[n] = X[n]+3x[n-1]— % y[n—1]

_.'..

o R PYVRIY
e
P TN

El primer paso consiste en aplicar la transformada Z a la expresion:

Pt edast ; e or——t
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i, Y. '-"ﬁ':.’d

Y(2)=X(z)+327'X(2) - % 27Y (2)
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Ejemplo:

S

B
bd "ol O

Trabajando algebraicamente en la expresion:

et el L B

C 2= 4D 2 SO PNPERARAN  «B86
et - - ——— e

e ——
G e MR T Y e
N

T o -

Y - Sy
- -

Y(2)=X(2)+327'X(2) - % 27Y (2)

1
!

0
0

- ,, o4

Y(z)(1+%zl) =X (z)(l+ 32‘1)

_Y(z) 1+3z7
X(2) 1,1,0
2

- R

..“_‘_:%“
e
B <
-y :

H(2)

—— O

-
¢ e ",
Builistane.
““li

De esta forma se puede obtener la funcion de transferencia sin conocer la respuesta al
impulso, y analizando la distribucién de polos y ceros de H(z) es posible inferir la
estabilidad del sistema y su dinamica.
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Antitransformada Z — Ejemplo practico.

-

STAT
jC

Y - Sy
- -

éCémo puedo calcular la salida del sistema ante cualquier entrada conociendo H(z)?

1
(z-0.8)(z+0.3)

-
.23 -

H(z) =

El proceso de “simulacion” temporal que hacemos por tabla es tedioso, pero utilizando
las propiedades de la TZ podemos optimizar y evaluar salidas para entradas de dinamica

compleja.

110
0

Supongamos que necesitamos calcular la salida del sistema H(z) ante la entrada del tipo
escalon unitario.
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Antitransformada Z — Ejemplo practico.

S

B
bd "ol O
-

La salida del sistema por propiedad de convolucion es:

e —

Y - Sy
- - - h
b a5 g

4 1
~1(z-0.8)(z+0.3)

.
»
. . .
B3 8 »wD-D4
A e R
- e S’ + 4 s
- 1.1 2
4 2eeE=mR
et el L B
REREEY ac oot b S DL

T o -

Y(Z)=X(Z)H(Z)=Z

O s

) el N DY P s .

© @

- ,, o4

Si antitransformamos Y(z) tendremos la secuencia de salida ante la entrada X(z). Para
eso, podemos aplicar fracciones simples, quedando de la siguiente forma:

- R

[
?gil

?‘1

:
b

Oy ,

3.84z 4.54z 0.699z
Y(z)= — +
(z-1) (z-0.8) (z+0.3)

Tzl{?z'ég_‘llz)} =3.84u[n] / / N
2"

171 { —4.547

0.667 :
{(Z - 0.3)} = 0.699(-0.3)"u[n]

-~
he dooy

o 0.8)} = —4.54(0.8)"u[n]
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Antitransformada Z — Ejemplo practico.
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Como resultado, la salida del sistema ante una entrada escalén es:
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Aqui podemos evaluar la salida del sistema para diferentes valores de “n” y verificar
resultados de simulacidn, ver estabilidad, etc.

Preguntas:
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1) ¢Es un sistema estable para la entrada analizada?
2) éCébmo es la ROC de este sistema?
3) Laestabilidad ¢Depende de la sefial de entrada?




