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ANALISIS ESPECTRAL DE SENALES DE
TIEMPO DISCRETO
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HERRAMIENTAS DE ANALISIS
ESPECTRAL

Senales de tiempo

continuo

!

no
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Transformada de
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Continuo

Periddica
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discreto
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Transformadas

Se1?1e de Foprler de Discretas de Fourier o
Tiempo Discreto “FFT”
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TRANSFORMADA DE FOURIER DE
TIEMPO DISCRETO
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Aplicamos la Transformada de Fourier de Tiempo Discreto (TFTD)

cuando debemos realizar un analisis espectral de una senal discreta y no
periodica.
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Diferencias entre la Serie de Fourier de Tiempo Discreto
y la Transformada de Fourier de Tiempo Discreto

SERIE DE FOURIER DE TRANSFORMADA FOURIER
TIEMPO DISCRETO DE TIEMPO DISCRETO
1 No—1 00
Cx = — Z x[n] e~ /Ko X(Q) = 2 x[n] e /4
No
k::0 n=—oo
plint 1 jn
x[n] = z C, e/kat x[n] = X(Q)e’*dQ
=0 2T
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TRANSFORMADA DE FOURIER DE
TIEMPO DISCRETO
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La cantidad X () se conoce como espectro de la sefial y posee algunas propiedades
muy importantes:
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Se trata de un espectro continuo y que al igual que los espectros que se estudiaron
antes, es un espectro complejo, con médulo y fase.
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Si la sefial x[n] es real, la cantidad |X(Q)| posee simetria par y la fase de X(Q)
simetria impar.
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TRANSFORMADA DE FOURIER DE
TIEMPO DISCRETO

Otra propiedad fundamental de X(Q), y que comparte con todos los espectros de
senales discretas, es su periodicidad:

X(Q+27)=X(Q)

Se trata de un espectro periodico con periodo 2m, y dentro de este rango se
distribuyen todas las frecuencias posibles de la sefial x[n]

X(Q)
A

-2 0 T 2 w
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Espectro peridodico y distribucion de frecuencias:
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La periodicidad de X () hace que todas las frecuencias que podamos analizar se
encuentren limitadas al intervalo - T y + .

- S - Ee -

- ——

=LA DO - -

T o -

-

A
- »
> .
C 2= 4D 2 SO NPERARANS  « 86
et e e —— e

!
!

0
0

Vamos a analizar dos senales temporales con distinto comportamiento frecuencial:
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Espectro peridodico y distribucion de frecuencias:

-

s §Y
‘ 1 1o
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Senal rapida, con frecuencias altas
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Eiemplo de TFTD:
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Obtener la representacion
espectral de un pulso discreto
para N1=4y N1=8:
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¢ Qué caracteristicas tendra el
espectro?
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¢De gué manera podemos
obtener su expresion
matematica?
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Table 6-2. Common Fourier Transform Pairs
. x[n] X(1)
Eiemplo de TFTD: E—— ,
sln—n,l e ~itny
x[n]l=1 2ol 0] =w
Las seflales mas comunes siempre ol 280 — ), 104192, < 7
estan en tabla, es bueno empezar cos Oy 800 — Q) + 80+ 0, 10410, < 7
por ahi! sin Q1 (80 - Q) - 80+ QLINLIQ, <7
wln] o)) + -I—_ﬁ.iiﬂiﬂ'
1
—u[-n—1] — w0} + -1-—:—;—-;;—,.“![ <
x[n) |
a"ulnllal <1 T
1
° ° o ° —a"ul-n - 1]lal> 1 m
.o soe (n+ Da"uln),lal <1 ;*
(1 —ae ™)
-N, N, n l = 2acos () +a*
|1 Inl <N, sm[il(.-\-'] + '_}]
xn] = L0 lal>N, sin( (/2
E%g"_,u <W< X(0) = \{{'} ﬂ{'f:i":
* * 2w
Y 8l — kN, 0, ¥ 80-kQ,)0,= —
k- —x k= - Ny
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Table 6-2. Common Fourier Transform Pairs
. x[n] X(1)
Eiemplo de TFTD: E—— ,
sln—n,l e ~itny
x[n]l=1 2ol 0] =w
Las seflales mas comunes siempre ol 280 — ), 104192, < 7
estan en tabla, es bueno empezar cos Oy 800 — Q) + 80+ 0, 10410, < 7
por ahi! sin Q1 (80 - Q) - 80+ QLINLIQ, <7
wln] o)) + -I—_ﬁ.iiﬂiﬂ'
1
—u[-n—1] — w0} + -1-—:—;—-;;—,.“![ <
x[n) |
a"ulnllal <1 T
1
° ° o ° —a"ul-n - 1]lal> 1 m
.o soe (n+ Da"uln),lal <1 ;*
(1 —ae ™)
-N, N, n | - 2acos () +a*
|1 Inl <N, sm[il(.-\-'] + '_}]
xn] = L0 lal>N, sin( (/2
E%g"_,u <W< X(0) = \{{'} ﬂ{'f:i":
* * 2w
Y 8l — kN, 0, ¥ 80-kQ,)0,= —
k- —x k= - Ny
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Eiemplo de TFTD:

De esta forma, el espectro de un
pulso es una sinc cuyo “ancho” es
proporcional a N1:

x[n]

sin| Q(N, + 3)]

sin({}/2)

N\

sin(8.5Q)
~ sin(0.50Q)
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Eiemplo de TFTD:
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Eiemplo de TFTD:
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Propiedades de la TFTD

Periodicidad espectral: El espectro resultante de la TFTD es continuo y tiene una
periodicidad de 2. Los rangos de frecuencia utiles o realesvan desde-mam

X(Q+27)=X(Q)

Desplazamiento en el tiempo: Al igual que otras técnicas de analisis espectral,
corrimientos en el tiempo implican aportes de fase en la frecuencia, mientras que el
modulo del espectro resulta igual.

x[n—ny) e MMX(Q)




Senales y Sistemas | Facultad de Ingenieria | Obera - Misiones - Argentina

Propiedades de la TFTD

Desplazamiento en la frecuencia: Si deseamos generar un corrimiento frecuencial en el
espectro, debemos multiplicar la sefal en el tiempo por una exponencial.

N o
150
4 -
|
' 4
'
a7 W
-4 ]
' -
)
4
5
‘)
D‘

e/ Mx[n] > X(Q - Q)

Convolucidon: Equivalente al caso de tiempo continuo, la convolucion en el tiempo es el
producto en la frecuencia:

xi[n]* x;[n] & X,(Q)X,(Q)
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Propiedades de la TFTD
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Multiplicacién: Lo inverso de lo anterior. Multiplicaciones en el tiempo implican
convoluciones en el espectro; tener en cuenta el factor de escala.
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‘ 1§15  Eiemplo 2: Encuentre la respuesta temporal de un sistema cuya respuesta en frecuencia
L HEEPHYE  esta dada por:
ek i 1 Ql<w
1 Ok X(Q) - <
' 34 £, 0 W<|Ql<mr
E! 0 Oll

9 A X))

1 % ,

T 1 . [

2w - ‘W 0 w L 27 1

éQué tipo de sistema es?

éQueé forma tiene su respuesta
temporal?
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Para obtener la respuesta al impulso debemos antitransformar la respuesta en

1.
¥ { ;!: Hj‘ frecuencia, es decir, utilizamos la ecuacién de sintesis:
h !(151!
Pt | 1 1 sin Wn
SRR 5 =— [ X(Q)edQ=— [ e"dQ-=
$] O‘.' x[n} 217'[_,, ({2)e Zﬂf—w m™n
[[]©® W
“11 w sin Wn _ 1 Q< W
' 1 TN —X() 0 W<|Ql<m
‘(,’ '
il | -*"”
%1 04*.
(:1 -4-3-2-101 234 10 n
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1 A La secuencia x[n] es una secuencia discreta infinita y representa la respuesta temporal de
L HE A un sistema cuya respuesta en frecuencial es del tipo pasabajos ideal.
[ 4: i !d!ﬂ’
E‘ ? O.' ‘i* X
0 =) — ' —
P —
1: 1
8 L ' 1 >

1 b -4-3-2-10123 4 10 n 2w 11' w 0o W 11 2 0

g {

¥
11

AL rnas
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Sk

¢Qué otros tipos de filtro conoce?

S

TAREA

Ol ON

Obtenga la respuesta al impulso de un filtro pasabanda

FI
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Senales periddicas:

Es posible, y de hecho se utiliza mucho, usar la TFTD para analizar sefiales periodicas. El
resultado, por supuesto, sera compatible con la serie de Fourier de Tiempo Discreto.

X(Q) = 2 2mc, 8 (w — wok)

k=—o0

Donde ¢, representa a los coeficientes de la serie de Fourier de tiempo discreto.
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Eiemplo senal peridodica:

-
e
~%
e

.-
- e O a
-

Q

Obtener el espectro de la senal mediante la TFTD:
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x[n] = cos(Qyn)
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Los coeficientes de la serie salen directamente de la representacion exponencial del
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Eiemplo senal peridodica:
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Por lo tanto, teniendo Unicamente dos coeficientes, el espectro resulta:
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RESPUESTA EN FRECUENCIA DE
SISTEMAS DISCRETOS

S

B
bd "ol O
=z

et el L B

REREEE o ot S T g
et - - ——— e

-

-.__".:;: _;:% - Oa

..
.83
28
Rzt = 1.1
4 42« vE=mmpaneean)

- ——

=TT A DO - .-
- -

La propiedad de convolucion de la TFTD nos permite analizar sistemas de manera
muy facil y eficiente.

O s R = . ot

T o -

O s

!
!

0
0

/i
R yln] =x[n]xh[n] =) v(Q)=X(Q)HQ)
#Oi
: 3(n] hin] h(n)
x[n] H((Y) vin]=x{n| * h|n)

! !

X)) Y()=X()H ()
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Recordemos que:
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h [ n] Es la respuesta al impulso del sistema, en el dominio temporal.

T o

H(()) Esla respuesta en frecuencia del sistema.
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{1 Y(Q)
il 113 H(Q) = ——
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d(n] h{n] hln|
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x[n] H() vin]=x{n| x h(n]

! !

X(Q) Y(Q)=X()H()
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Propiedades importantes de H( (1)
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Ya que la respuesta en frecuencia de un sistema se obtiene mediante la TFTD, las
propiedades de la misma son equivalentes. Lo mas importante a recordar es:
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La respuesta en frecuencia es un espectro complejo. Tiene modulo y fase

H(Q) = |H(Q)|e®

e i,
e
A A

WP VIIP—

La respuesta en frecuencia es periodica con periodo 2t

H(Q)=H(Q+27)
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El rango de observacion de la respuesta en frecuencia debe ser entre
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Sistemas expresados por
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En la practica, es muy frecuente trabajar con sistemas discretos caracterizados por
ecuaciones a diferencias y coeficientes constantes, como ser:

-
et el L B

A
- ) - .
SASEN
C 2R = 4D 2 S PPN + « 86
R e ————

J S - Ee -

- ——

T o -

!
!

0
0

=TT A DO - .-
- -

kguaky[n - k| = kgobkx[n — k]
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Recordando la propiedad de desplazamiento en el tiempo, de linealidad vy la
transformada de un impulso discreto, podemos transformar |la anterior expresién como:

AA

C ee—

o ﬁ‘, 3

i3 ‘ X y
3 iﬂ Y a e Y(Q) =} b e *X(Q)

: k=0 k=0
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:D Y(Q) Y b, e k0
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&1 Y a e 0
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Eiemplo sistema discreto:

Para el sistema discreto caracterizado por la siguiente ecuacion a diferencias, determine:

y[n]=x[n]+x[n—1]

a) Realice un diagrama de simulacion del sistema.
b) Larespuesta en frecuencia del sistema.
c) Grafique la magnitud y fase de la respuesta en frecuencia del sistema.

d) Larespuesta al impulso del sistema.
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Eiemplo sistema discreto:
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Diagrama de simulacion: Es un esquema grafico que permite visualizar la interaccion

matematica de las sefiales de entrada, salidas e internas. Es una alternativa grafica de la
ecuacion a diferencias.
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La_respuesta _en frecuencia del sistema: Para obtener la respuesta en frecuencia
tomamos la transformada de la ecuacion a diferencias y despejamos H.

et el L B

C 2R = 4D 2 S PPN + « 86
et - - ——— e

e —
2 e e = . ot
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Y(Q) = X(Q) + X(Q)e /4

Y(Q) = X(Q)[1 + e/

H(Q) =%= 1+e0
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Podemos simplificar esta expresion para obtener una forma mas facil de analizar
graficamente:

H(Q) = % =1+e /0= (ejQ/Z + e‘jQ/Z)
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[ H(Q) = Ze_jQ/Zcos(Q/z) ] Q| < 7

() _
|H(Q)|=2cos(92-) H(Q) () =
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La respuesta al impulso del sistema se obtiene antitransformando la respuesta en
frecuencia, es decir:

-
et el L B
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Que observando en tabla, se obtiene directamente que:
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