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ANALISIS ESPECTRAL DE SENALES

El analisis espectral o frecuencial de senales es una de las ramas del
procesamiento de senales mas importante y util para todo tipo de
tareas.
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:POR QUE ES TAN UTIL?

El analisis espectral nos permite obtener informacion “invisible” en el
dominio del tiempo pero muy “visible” en el dominio frecuencial.
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ANALISIS ESPECTRAL DE SENALES

Las herramientas de analisis espectral se clasifican en funcion
al tipo de senal a analizar

Senales de tiempo Sefales de tiempo
continuo discreto
Si no _
Periddica Si Periddica no
: : Transformada de : : Transformadas
S;{éfndiioolgéifu%e Fourier de Tiempo S%?‘e de ngrlertde Discretas de Fourier o
p Continuo 1lempo Discreto “EFT”
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SERIE DE FOURIER DE TIEMPO
CONTINUO

Permite hacer el analisis espectral de senales periddicas de tiempo
continuo.

x(t) =x(t+T)
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Serie Trigonométrica de Fourier

Una sefal cualquiera puede ser descompuesta en infinitas
componentes relacionadas armonicamente unas con otras.

a x0
k=1

Donde a; y by son los “coeficientes” de la serie de Fourier y se calculan como:

2
a, =— | x(t)cos kw,tdt = — i
T T r (t) 0 b, T Tnx(t)sm kw,tdt
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Cada coeficiente de la serie esta asociado a un armonico de la senal.
Por lo que su valor (generalmente complejo) nos indica cuanta
energia contiene la senal en esa frecuencia.

o TN P
x(t) = %+ Y (a, coskwyt + b, sin kw,t) / \ / \
5 VRN,
A AN
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Las sefales con vértices abruptos en el dominio del tiempo
requieren de gran cantidad de armodnicos para su sintesis.

Descomposicidon de una senal periédica en sus armdnicos de Fourier

Onda cuadrada original
—— 1 arménico (k=1)
1ol —— 3 armbénicos (k=1,3)
*~| —— 5 armonicos (k=1,3,5)
—— 11 armédnicos
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El Fendmeno de Gibbs imposibilita la sintesis perfecta de éstas
sefales, dando como resultado aproximaciones a la sefal cuadrada.
¢Esto es logico a nivel fisico y real?

s Detalle del Fendmeno de Gibbs en un vértice (101 armonicos)

Onda cuadrada original
—— Aprox. Fourier N=101

Amplitud
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Serie Exponencial de Fourier

Debido a la relacion de Euler, que vincula ecuaciones trigonométricas con
exponenciales, podemos llegar a una forma mas general de la serie:

X ( [ ) = Z C k ejk“’ﬂ’ Ecuacion de sintesis

C, = X ( t ) e “Tkwot dt Ecuacion de cdlculo




Senales y Sistemas | Facultad de Ingenieria | Obera - Misiones - Argentina

Ejemplo de Serie Exponencial de Fourier

. . . . N 27
Calcular la serie exponencial de Fourier de la siguiente senal: W= ==
0
x(1)
A f—
x(t) = Z ¢ e’k
k= —o0
Ty ? 0 To To 2T, !
Primer paso, calculamos los coeficientes:
1 Ty kwqt To/2 ~jkwqot
¢, = — [ “x(1) e ko dz——j Ae ket gy
To Ty /o
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Ejemplo de Serie Exponencial de Fourier
Ck = ifT“Jc(t) e Tk dt = ~l—fT°/2A e Tkwol dy

To/2
= A (e—;‘konn/2 ~ 1)
—JkwT,

A

"}"kalof

0

——(1-e*m)y = ——[1-(-1)*]

}k27r Jk21r

x(1)

- Tg ) To 0 B} TO 2 TD !
2
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El Sr. Fourier viendo
como nadie pasa al
pizarron a explicar por

Y que:

e-—jk'rr —_ (____ l)k
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—Jkm _ ( _ 1)K
Ejemplo de Serie Exponencial de Fourier ¢ (=D

ImA
1 eJ@t = [cos(wt) + jsen(wt)]
A L sen(wt)
k

T

Jjk2m 2\ _
0 cos(wt) 1 Re

¢, =0 k=2m#0

A k=2 1
Cp=—— =2m +
K ik
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Ejemplo de Serie Exponencial de Fourier

¢, =0 k=2m#0 ) .
4 Sintesis i
C, = —— k=2m+1 jkwgt
jkw mmm) x(f)= ) c ek
1 T, 1 To/2 A k= —o
C"_ﬁfo x(:)d:_TOfo Adt = —
4 I
A A = 1 .
() 2 m;_m 2m + 1
\§ /

x(1)

-To To 0 To To 2T,
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Grafica de los coeficientes: espectro

Una vez que hemos calculado los

coeficientes Ck, podemos graficarlos y
obtener el espectro de la senal periddica.

k=2m=+0
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Espectro de una onda 0
cuadrada b
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Resumen del espectro de una senal periddica

Coeficientes complejos

Cr = |Cy|e/%%

Al graficar los coeficientes, es un espectro
discreto.

* Para una sefal real, se cumple que:

|C_k| = |Cy]
®k — _®k

El espectro de amplitud es par y el espectro de fase es impar.
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TEOREMA O IDENTIDAD DE PARSEVAL

Para series de tiempo continuo

Relaciona la potencia media de una senal
periodica con los aportes de cada armonico
gue compone dicha senal

P | x(t))° d
= — [ |x(¢ t
TU Tu
ICk]
ﬁ

k
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TEOREMA O IDENTIDAD DE PARSEVAL

Para series de tiempo continuo

Establece que la potencia total de una sefal periddica es igual a
la suma de las potencias de sus componentes armonicos

Espectro de potencia

IGI?
g d , o
9. ¢ ) o | Ny 5 9. |C,| 2
T - / T oY '-ul \U-' Y & T \\ . ? Icol
o0 | ¥ | I o o | & | 9B -9 )
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Ejemplo practico/conceptual

Calcule y grafique el espectro de potencia de la siguiente senal:

x(t) = 8 + sin(wt)

A modo de recordatorio, tenga en cuenta las siguientes expresiones:

T
1

Cx = Tj x(t)e Tketqt sin(wt) =
0

ejwt —jwt

2]
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El calculo de la integral directa es complejo, por lo que |la mejor alternativa es obtener
los coeficientes directamente de la representacion exponencial del seno.

eja)t _ e—jwt
x(t) = 8 + sin(wt) = 8 +

=8+ i(ej“)t — e /ot
2j 2j

La expansion de una x(t) genérica en sus armonicos es:

x(t) = Z C, e/k0t = ... 4 C_ e T10t 4 C,e/00t + €, eI19t 4 C,el2®t + ...

k=—o0

Por lo que...
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De manera directa podemos obtener los coeficientes de la serie:

x(t) =8+ i(ef“’t — e Joh)
2]

7 1N

—1
Co =8 _ C_1 = —
0 == 17 g
2]
Su espectro de potencia es:
G’
‘%64 éSu espectro de médulo y fase?
©
1/4 1/4
——iE— T T —_—— —
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1 ' ' Ick|2
x(t) =8+ z—j(ef“)t — e /o) A
64
1N !
—1 1/4 1/4
— Co =8 C; = — T T
2] 2] <——eo—o—o e o o )

e ¢Cuantos coeficientes tiene?
e ¢Cuantas componentes armonicas tiene?
e ¢Cuantos de ellos aportan energia?

* ¢Qué frecuencia contiene mayor energia?
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Ejemplo 2: Ondas cuadradas, fase y su espectro en casos extremos

Vamos a analizar el espectro de una onda cuadrada cuando se modifica su ciclo
util, es decir, los tiempos de alto y bajo:

x(1)

Calcule la serie de Fourier para (a) d =T,/4 y (b) d = TO/B.-

Ejemplo obtenido de “Signal and Systems - Schawm - Hwei P. Hsu” pag: 243
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Ejemplo 2: Ondas cuadradas, fase y su espectro en casos extremos

Primer paso, calculamos los coeficientes de manera

;. x()
genérica:
p—— A p—— p— p—
| G , A 4
e == [ ‘x(t)ekuodr= ———f e Tkl dt
To 0 Tu 0 =
T 0 d T 2T t
A 1 T4 1
— : e ~Tkwot — - (1 _ e-fkwod)
Ty —Jjkw, o To Jkwg
A _ _ .
_ ______e~;kwud/2(e)kwud/2 . e-—;kw(,d/’Z)
jkaTO

Ejemplo obtenido de “Signal and Systems - Schawm - Hwei P. Hsu” pag: 243
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Ejemplo 2: Ondas cuadradas, fase y su espectro en casos extremos

Primer paso, calculamos los coeficientes de manera

L x(1)
generica:
p—— A p—— p— p—
| G , A 4
e == [ ‘x(t)ekuodr= ———f e Tkl dt
Ty o Ty %o >
T 0 d T 2T !
d
— A 1 e"jkaf —_
Se corrige el corrimiento
4 temporal que genera
_ ejkwud/2 . e-—jkw(,d/’Z) asimetria en el calculo
jkwo \

Aporte de fase
Ejemplo obtenido de “Signal and Systems - Schawm - Hwei P. Hsu” pag: 243
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Ejemplo 2: Ondas cuadradas, fase y su espectro en casos extremos

Primer paso, calculamos los coeficientes de manera

;. x()

generica:
e A |— p— M

~ - g ~ikwod /2( gikwyd /2 __ g=ikwyd /2

JkwoTy >
T 0 d T 2T t
iy d sin(kwyd/2) o kwnd /2
TO kwod/z
Notar que ¢, = 0 siempre que kw,d/2 =mm por lo que:
si 21
C, =0 - kw, =m7 conm=0+1,4+2,+3..

Ejemplo obtenido de “Signal and Systems - Schawm - Hwei P. Hsu” pag: 243
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) 2
y d sm(kauod/Z)e_).),“%d/2 @ wyd/2 = kwd/T, =k /4, =7
TO kwod/z

A |sin(k/4)

= 71 %m7a

L H ﬂ . gJ[JJH%JUh:!Ih :

Para k=4 se produce el primer cruce por cero del espectro

Ejemplo obtenido de “Signal and Systems - Schawm - Hwei P. Hsu” pag: 243
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iy d sin(kwyd/2) o —ikwd /2 @ wod/2=kmwd/Ty=km/S8,
TO kwod/z

A |sin(km/8)

ekl = g | km/8

e,

x(1)

0d T [

Para k=8 se produce el primer cruce por cero del espectro

Ejemplo obtenido de “Signal and Systems - Schawm - Hwei P. Hsu” pag: 243
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Algunas paginas para simular y verificar series de Fourier:

https://www.mathsisfun.com/calculus/fourier-series-graph.html

Aula virtual, cddigos Python!



https://www.mathsisfun.com/calculus/fourier-series-graph.html
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lc,l
x(1)

, .rTlIIlI7TIlII[1 :

I ?
0d T ' 0 w LA
d

¢ Qué pasa cuando d se hace muy pequenoy T muy grande?

Senales de tiempo
continuo

{

S no
Periddica

' 4 )Y

Transformada de
Fourier de Tiempo
Continuo

Serie de Fourier de
Tiempo Continuo




