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Procesamiento Digital de Sefiales
Unidad 5: Transformada Discreta de Fourier y
Espectro de Senales




Calculo eficiente de la DFT

Algoritmos de FFT




« Ecuacion de analisis

N—1 _ 2% kn
X (k)= > x(n)e "N
n=0

« Ecuacion de sintesis

N -1 '2—ﬂk
xmzﬁzxm€Nn
k=0

« La diferencia es el signo de la exponencial y factor de
escala = el procedimiento de cOmputo es muy similar



Costo computacional ﬂ T eree
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« Expandiendo la ecuacion de analisis

j == kO i k1 17
X(k)=x(0e N +x(@e N -+ xX(N —De
N termlnos

 Resultan para cada valor de la DFT
— N multiplicaciones complejas
— N-1 sumas complejas

* En total:
— NXN multiplicaciones complejas
— NX(N-1) sumas complejas




Costo computacional

« Colocando en téerminos de operaciones con nL’lmeros

reales
) 27r ] 27rk

X(K) = S {Re[x(MIRe(e ' N "y~ imIx(mlimee " N )3
k=0

.27z 27
+ {Re[x(M1Ime N )+ Im[x(m]Re(e "N )}

« Cada multiplicacion compleja requiere 4 multiplicaciones
reales y 2 sumas reales

« Cada suma compleja requiere de 2 sumas reales



Costo computacional

« Por cada valor de k, se requieren:
— 4 N multiplicaciones reales
— 2 (N-1) + 2 N = 4N-2 sumas reales
« Considerando los N valores diferentes de k:
— 4N2 multiplicaciones reales
— N (4N-2) sumas reales

o p v

Vemos gue la cantidad de operaciones, y por lo tanto el
tiempo de procesamiento, depende de N2
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Explora la periodicidad de la exponencial

« Dado que _
¢ Se tiene
jz—”kN N—1 —j—k —k(N —m)
X(k)y=e N > x(m)e = Z x(m)e N

m=0

Tiene la forma de una convolucion
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 Definiendo la secuencia N-1 _
Y (n) = D x(m)el 2™ =M Ny (n —m)
m=0

« Siendo la convolucion de la secuencia de entrada
x(n), de longitud N
con un filtro que tiene por respuesta al impulso
hye (N) = ej2nkn/Nu(n)

|a salida de este filtro en n = N da el valor de la DFT a la
frecuencia o, =2k /N , esdecir X (k) =y, (n)|
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+ Siendo X (k) =y, ()| _,

y la funcion de transferencia del filtro

1

H (2) = 1_oiZnk/N 1

 La ecuacion a diferencias resulta

Y () = el Ny (n—1) +x(n) y,(-1) =



Algoritmo de Goertzel

Y (n) =el?™ Ny (n—1) +x(n) y (-1 =

& — =

_c:[—n] i— T i Yiln]
! -

Wit
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» Para calcular todos los valores intervinientes,
yk (1)’ yk (2)’ yk (N _1)

para calcular Y. (N) = X (K)

son necesarias 4N multiplicaciones reales y 4N sumas reales,
asl, este método es ligeramente menos eficiente que el calculo
directo.

Sin embargo, evita el calculo de los coeficientes, e 12/
Siendo que estos estan implicitamente calculados en las
recursiones dadas por la figura
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 Las multiplicaciones y sumas complejas se pueden evitar
multiplicando numerador y denominador por (1—e J2™/N)

resultando (2) — 1—e J2mk/NZ=1
« 1—2cos(2rk / N)z 1+ 272

- - . - -
I I yiln]

O -

x[n] T

Y




Algoritmo de Goertzel

Si la entrada es compleja, solo 2 multiplicaciones reales son
requeridas, siendo que -1 no se cuenta como multiplicacion

La multiplicaciéon compleja por Yx(N)  solo es requerida para
calcular e 12™/N

El costo computacional total es de 2(N+2) multiplicaciones reales
y 4(N+1) sumas reales (la mitad de multiplicaciones que el
calculo directo)

Ademas, e 12™/N y cos(2rk / N)

son los Unicos dos coeficientes que deben ser calculados y
almacenados




Algoritmo de Goertzel

Como ventaja adicional tenemos que el calculo de puntos
ubicados en posiciones conjugadas, es decir X (k) = X (N —k)

requiere de los mismos polos y ceros que son complejos
conjugados entre si. Siendo gue el cero es requerido solo en la
iteracion final, las 2N multiplicaciones y las 4N sumas pueden
ser utilizadas para el calculo de los dos valores de DFT.

Asi, es requerido un total de aproximadamente

N2 multiplicaciones reales

2N 2 sumas reales
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* Solo son necesarios algunos puntos de la DFT

« El calculo directo es mas eficiente que la DFT si
el numero de valores es inferior a

 El céalculo directo puede formularse como una
operacion de filtrado lineal de la secuencia de
entrada
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* Metodologia “divide y venceras”

* Se basa en la descomposicion de una DFT de N puntos
en DFTs mas pequefas

« Consideremos el calculo de una DFT donde
N =LM

(puede rellenarse cualquier secuencia para obtener un
ndmero primo)
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« La secuencia de entrada puede almacenarse en una
matriz rectangular indexada segun | y m, donde

Oo<I<L-1
oO<m<M -1

De diferentes formas, segun la relacion de | y m con n




FFT diezmado en el tiempo Wﬁ%%‘imﬂ
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Por filas n=MIl+m
i
[
0 ] 2 M 1
0 x(0) x(1) x(2) x(M 1)
1 x(M) x(M + 1) xX(M + 2) x(2M 1)
2 x(2M) x(2M + 1) x(ZM + 2) x(3M —. 1)
L x((L DOM) |x((L -1)YM +1) |x((L -1)M +2) x(IM 1)




FFT diezmado en el tiempo

Por columnas n=I1[+mlL
m
/ 0 | 2 M - 1
0 x(0) x(L) x(2L) x((M - L)
I x(1) x(L+ 1) x(2L + 1) x((M - DHL+1)
2 x(2) x(L +2) x(2L + 2) x((M - 1DHL+2)
L.=1 x(L 1) x(2L 1) x(3L 1) x(L.M 1)
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« Una disposicion similar puede usarse para almacenar los

valores calculados de la DFT. Por ejemplo, considerando para
el indice k, los indices py g, con

O<p<L-1
0O<gx<M -1

« La DFT se almacena por filas si k = Mp +q

 La DFT se almacena por columnas si k=qL + p
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 Expresando la DFT como un sumatorio doble

M-1L-1
X(p,q) = Z ZX(I m)e~ j2rn(Mp+q)(mL+1)/N
m=0 1=0
pero
e 12n(Mp+q)(mL+1)/N _ e~ j2ntMLmp/N e~ j2mmLq/N e~ j2nMpl/N e~ i2nlq/N
sin embargo |
e—JZnNmp/N —1,
e—j27cqu/N _ e—j2nmq/(N/L) _ e—j27cmq/M

e~ i2nMpl/N _ o—j2mpl/(N/M) _ o—j2mpl/L



FFT diezmado en el tiempo

« Asi, podemos expresar
L—1 ) M -1 ] :
X ( D, CI) _ Z{ejzmq/N |: Z X(l ’ m)e—12nmq/M :|}6127c|p/L
1=0 m=0
« Se puede dividir el calculo en 3 pasos:
1- Calcular las DFTs de M puntos

M —1 _
F(,9) = > x(I,m)e ="M g<g<M -1
m=0
para cada una de las filas | =0,1,... L -1



FFT diezmado en el tiempo

2- Calculamos la nueva matriz rectangular definida como

O<I<L-1

G(l,q) =e 12 NE (. ara
(1, q9) ,9) p O<q<M 1

3- Finalmente, calculamos las DFTs de L puntos

X (p,a) = > G(I,q)e 1270/t
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« A primera vista parece mas complejo, veamos:
— L DFTs de M puntos: LM?2 multiplicaciones complejas,
LM(M-1) sumas complejas
— Segundo paso: LM multiplicaciones complejas
M DFTs de L puntos: ML2 multiplicaciones complejas y
ML(L-1) sumas complejas
Resultando:
N(M+L+1) multiplicaciones complejas
N(M+L-2) sumas complejas
0110001100 oo errr727007070070701010101011001011 1 11 14 44 1.
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« N=1000,L=2y M =500
Calculo directo: N2 = 1.000.000 multiplicaciones

Método expuesto: N(M+L+1) = 503.000 multiplicaciones

Cuando N es un numero compuesto alto, N = ir,---r,

La descomposicion puede repetirse (v-1) veces, llevando a
DFTs mas peqguefas y algoritmos mas eficientes
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FFT diezmado en el tiempo

« Otro algoritmo con estructura similar se obtiene si la
sefnal de entrada se almacena por filas y la
transformacion resultante se hace por columnas




Algoritmos para FFT base-2

* En esta seccion se evallaelcaso N =rV

Todas las DFTs son de tamano r, de manera que el céalculo
sigue un padron regular. El nimero r se denomina base
del algoritmo para FFT
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* Considerando N =2V yescogiendoM =N/2yL=2

« Esto da lugar a la division de la secuencia de entrada en
dos secuencias de N/2 puntos, correspondientes a
muestras pares e impares

f,(n) = x(2n)

f,(N) = x(2n+1), n=0,1,..., %—1

« Las secuencias se obtienen diezmando la sefnal de
entrada por 2, en consecuencia, el algoritmo es llamado
de diezmado en el tiempo



Algoritmos para FFT base-2

N—1
X (k)= x(n)e 12N K =0,1,... N -1

n=0

Z X(n)e—jZTCkn/N + Z X(n)e—jZTCkn/N _

n par n impar

(N/2)—1 (N/2)—1
— Z X(Zm)e j27tk(2m)/N 4+ Z X(2m+1)e j2tk (2m+1)/N
m=0 m=0

pero
e—i2m(2mMK/N _ o—j2rmk/(N/2)
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(N/2)—1 )
X (k) _ Z fl(m)e—JZTckm/(N/Z) 4
m=0
(N/2)—1

_I_e—j27ck/N Z f2 (m)e—janm/(NIZ)
m=0

=F (k) +e 12*NE (k) k=0,1,... N—-1
DFTs de N/2 puntos. Considerando la periodicidad

F(k+N/2)=F(k)
F,(k+N/2)=F(k)
ademas e~ 127(k+N/2)/IN _ _ ,—j2nk/N
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X (K) = F (k) +e 12N E_(k), k=0,1,...%—1
X(k+%)= F (k) —e 12™/NE (Kk), k=O,1,...%—1

N
Repitiendo el proceso  Vaa(N) = f,(2n) n=0,1,...7--1

de diezmado: N
Vi->(N) = f,(2n+1) n = O’l""’Z_l

Vo (n) = f,(2n) n= 0,1,...,%—1
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Calculando las DFTs de N/4 puntos obtendremos

FL(K) =V (k) + e 12/ Iy () K = 0,1,...,%_1

F (k +%) =V;,(K) _e—jznk/(N/z)Vlz(k) K — 0,1,...,%—1

Fo (k) =V, (k) +e 12/ (N2, (k) k = 0,1,...,%_1

N o ~
Fo(k +—7) =V (k) —e J2mk/(N/2h/,, (k) k =01,
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x(Q) ——— DFT de
N —— 2 puntos Combinar —e X(0)
DFT's de X(1)
x(2) DET de 2 puntos X(2)
X(0) — = puos Combinar | g x(3)
DFT's de g X(4)
\( Ppa— l?)l""r 36 4 puntos X(5)
X(3) — i A Combinar e X(6)
L)I* I“,S (lg‘r X(7)
x(3) ———i DFT de < unios
_\'(7:) E— 2 puntos
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Etapa | Etapa 2

f(‘) ff fArm M/
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« Seelige M=2yL=N/2

« Esta eleccion implica en un almacenamiento por
columnas

« Se empieza dividiendo la secuencia en dos partes:

(N/2)—1 1
X (k) _ Z X(n)e j2mtkn/ N + Z X(n)e j2rkn/N
n=0 Nn=N/2
(N/2)—1 _ _ (N/2)—1 N _
— Z X(n)e—jZTckn/N _I_e—j27tNk/2/N Z X(n _I__)e—jZTckn/N
n=0 n=0 2
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° Dado que e—jZTCkN /2/N _ (_1)k
: (N2 K N _j2mkn/N
Se obtiene X (k)= > | x(n)+ (- x(n+ ?) e

n=0

Dividiendo (diezmando) en muestras pares e impares

(N/2)—1 N _
n=0 2
(N/2)—1 N _ |
X2k +1) = Z {[x(n) + x(n+ ?):|e—127cn/N }eJZTckn/(N/Z)
n=0



FFT diezmado en la frecuencia

« Si se definen las secuencias de N/2 puntos
N
gl(n)::x(n)4—x(}1+~z?j

gz(n)z[x(n)—x[n+%ﬂe1275”“\' n=0,1,..,(N/2)—1

(N/2)-1 _
e Entonces X (2k) — Z gl(n)e—JZTckn/(N/Z)
n=0
(N/2)—1 _
X2k +1) = z gz(n)e—JZTckn/(NIZ)

n=0



x0) '——\ /—v - - - * X(0)
Ws
x(1) o -— - = X(4)

X(2)
x(3) X(6)
vid) * X(1)
x(5) e X(5)
o) e— e X(3)
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» El calculo de la IDFT, dado por

1 N—1 Zﬂkn

h(n) = Z X (K)e’

se diferencia en el factor de normalizacion y
el signo del factor de fase
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« Algoritmo de diezmado en el tiempo:
— Se Iinvierte el diagrama de flujo
— Se cambia el signo de los factores de fase
— Se Intercambian la entrada y la salida
— Se divide la salida por N

— Se obtiene el algoritmo de FFT de diezmado en
frecuencia para el calculo de la IDFT
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« Algoritmo de diezmado en la frecuencia:
— Se Invierte el diagrama de flujo
— Se cambia el signo de los factores de fase
— Se intercambian la entrada y la salida
— Se divide la salida por N

— Se obtiene el algoritmo de FFT de diezmado en el
tiempo para el calculo de la IDFT



Implementacion de algoritmos parala F 5_;.%

* Procedimiento de calculo:

— Tomar dos datos de la memoria

— Realizar los calculos de la mariposa
— Devolver los resultados a la memoria
— Se repite (NlogN)/2 veces

Los calculos de la mariposa necesitan del factor de giro
o~ 127k/N

en diferentes etapas, tanto en su orden natural como
binario invertido
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« Se calculan y almacenan los factores de fase en
una tabla tanto en orden natural como invertido

« Se necesitan 2N posiciones de memoria, pero
doblar la memoria puede simplificar las
operaciones de control y direccionamiento
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* Procesadores de propdsito general (predomina el costo
de operaciones numéricas): algoritmos FFT base 2,
base 4 y base partida

* Procesadores digitales de senal, de proposito especial,
(con operaciones de multiplicacion y suma en un solo
ciclo, direccionamiento en orden binario invertido, alto
grado de paralelismo) la regularidad del algoritmo es tan
Importante como las operaciones numericas, se
prefieren FFT de base 2, de base 4 y diezmado en
frecuencia



Aplicaciones de los algoritmos para FF

« Basicamente los algoritmos FFT son una herramienta
eficiente para el calculo de la DFT e IDFT

« Esto permite realizar:
— Filtrado lineal
— Correlacion
— Analisis espectral



« Tema que sigue:

Espectrograma: resolucion tiempo-
frecuencia




