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Mcétodo de Elementos Finitos

Temario

Dominio geométrico: Espacios metricos.
Grados de libertad.
Caracterizacion de elementos finitos.
Ensamble de la matriz de rigidez.
Formulacion del sistema de ecuaciones.
Campos de desplazamientos.
Funciones de forma y tablas.
Interpolacion del campo de desplazamientos.
Calculo del campo de tensiones.
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Meétodo de Elementos Finitos

* técnica general para hallar soluciones numéricas de sistemas de ecuaciones
diferenciales e integrales. Se pueden encontrar desarrollos en mecanica del
continuo, mecanica de fluidos, resistencia de materiales, problemas
electromagnéticos, propagacion de ondas, entre otros.

* Solucion numeérica de un problema continuo partiendo de la informacion nodal
obtenida para elaborar una solucion mediante el planteo de un sistema de
ecuaciones.

* Un medio continuo con infinitos grados de libertad puede ser analizado a partir
de una cantidad discreta de puntos pertenecientes al mismo, ordenados de
manera secuencial, los cuales l6gicamente poseen asignados sus correspondientes
grados de libertad finitos.
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e =S

Cuantos grados de libertad tiene la estructura pintada de azul?

https://www.cyesa.com/trabajos-en-altura/montajes-y-desmontajes-estructurales/desarrollo-de-estructuras-y-porticos
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e =S

Se puede discretizar un sistema de barras continuas en un modelo?

https://www.cyesa.com/trabajos-en-altura/montajes-y-desmontajes-estructurales/desarrollo-de-estructuras-y-porticos
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Cuantos nodos debo considerar para discretizar?
(nota: Discretizar — dividir en partes )
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Cuantos grados de libertad tiene el modelo de barras rojas?



@ fFacultad de [ngeﬂigrfa
\-7 CI254 — Teoria de la Elasticidad

! 8 ¢ ¢

De que manera establezco las condiciones de frontera en el modelo?



nnnnn

CI254 — Teoria de la Elasticidad




V @ fFacultad de [ngeﬂnﬂiﬁr}'a @'hﬂ
7 CI254 — Teoria de la Elasticidad nr)

técnica general para hallar soluciones numéricas e
de sistemas de ecuaciones diferenciales e S et e f L '\ 5N
integrales. Se pueden encontrar desarrollos en e A
mecanica del continuo, mecanica de fluidos, B S s e Wl S 0 R
resistencia de materiales, problemas  BE o s e R SR R S
electromagnéticos, propagacion de ondas, entre

otros. https://docplayer.es/70929053-2-4-metodos-graficos.html

* Los problemas en los que aparecen las ecuaciones ome1 oHez
integrales incluyen los problemas de transferencia
de energia por radiacion, el problema de
vibraciones de una cuerda o una membrana, los \
problemas de visco-elasticidad y algunos / \

B/} &
d W\
problemas de campos electromagnéticos.
https://www.scielo.cl/scielo.php?pid=50718-33052021000300487&script=sci_arttext

¥ A

* Un sistema de ecuaciones diferenciales es un ([ &z de dy dz
conjunto de varias ecuaciones diferenciales con T T (E’y’Z;E’E"d_t;t)
varias funciones incognitas y un conjunto de ) (wyz_ﬁ dy dz. t)
condiciones de contorno. Una solucion del mismo az I\ at dt” dt
es un conjunto de funciones diferenciables que m% _F, (:v,y,z;dd—j ’j_if } Z_j ;t)

satisfacen todas y cada una de las ecuaciones del
sistema. https://es.wikipedia.org/wiki/Sistema de ecuaciones diferenciales
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Método de Elementos Finitos

Técnica numeérica que describe el
problema en un medio real continuo
mediante la formulacion de un
entorno  abstracto  discreto  que
presenta el comportamiento de un
solido deformable a partir de los
resultados obtenidos en la solucion del
problema de frontera correspondiente.

Se tiene un mapa de nodos que
definen elementos, los cuales guardan
la 1informacion correspondiente al
comportamiento del sistema en
términos mecanicos.

CI254 — Teoria de la Elasticidad

I

Sistema de barras
22 nodos

26 barras

114 incdgnitas

I

Y
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Contexto historico.

i
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| 0.C. ZIENKIEWICZ & R.L. TAYLOR
INTRODUCTION TO The T!If,: Extended
FINITE ELEMENTS FINITE ELEMENT XFEM bbb
in ENGINEERING METHOD L —

SECOND EDITION

Volume 1

TIRUPATHI R. CHANDRUPATLA THE BASIS

ASHOK D. BELEGUNDL

FIFTH EDITION }_—:}
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comparativamente

El método matricial o también llamado método de rigidez Hasta cierto punto llega a ser lo
mismo que el método de los elementos finitos en cuanto a su propodsito. La diferencia
radica en la forma de deducir las férmulas de la matriz de rigidez por ambos métodos.

El método matricial de rigidez utiliza principios de resistencia de materiales para deducir las
formulas de la matriz de rigidez y por tanto esta completamente orientado al analisis
estructural.

Por otro lado el método de elementos finitos utiliza principios matematicos como el de
transformar una ecuacion diferencial por residuos ponderados a su forma integral ponderada y
luego a su forma deébil.

También se puede trabajar con el principio de conservacion de la energia y de trabajo virtual y
luego utilizar funciones de aproximacion para calzar la solucion real mediante una
aproximacion normalmente de funcion polindmica.

Ambos métodos sin embargo llegan al mismo resultado (o al mismo “patio” de resultados).
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Contexto historico

* 1941 Hrennikoff Presentd una solucion de un problema de elasticidad utilizando elementos unidimensionales.

* 1947 Levy Introdujo funciones de forma sobre subregiones triangulares para modelar toda la region. Desarroll6 el
método de la fuerza (flexibilidad) para el problema de la estructura.

* 1953 Levy Desarroll6 el método de desplazamiento (rigidez) para el problema de la estructura.

* 1954 Argyris y Kelsey Desarrollan los métodos de analisis estructural matricial utilizando los principios de la energia.

* 1956 Turner, Clough, Martin, Topp Derivaron matrices de rigidez para cerchas, vigas y elementos de tension plana 2 D.
1960 Clough Introduce la expresion elemento finito.

* 1960 Turner et. al Analisis térmico y de grandes deflexiones.

* 1961 Melosh Desarroll6 la matriz de rigidez de elementos de flexion de placas.

* 1961 Martin Desarroll6 la matriz de rigidez tetraédrica para problemas 3 D.

* 1962 Gallagher et al No linealidad de los materiales.

* 1963 Grafton, Strome Desarroll6 la matriz de rigidez del elemento de flexion de la cascara curvada.

* 1963 Melosh Aplico la formulacion variacional para resolver problemas no estructurales.

* 1965 Clough et. al Elementos 3 D de s6lidos axisimétricos.

* 1967 Zienkiewicz et. publicé el primer libro sobre elementos finitos.

* 1969 Szabo & Lee Adaptan los métodos residuales ponderados en el analisis estructural.

* 1972 Oden Libro sobre continuos no lineales.

* 1976 Belytschko Comportamiento dindmico no lineal de grandes desplazamientos. (nace XFEM)

* 1997 Desarrollo de nuevos elementos, estudios de convergencia, desarrollo de superordenadores, disponibilidad de
potentes microordenadores, desarrollo de paquetes de software de elementos finitos de uso general.

https://prezi.com/xdjsnfimoxi9/historia-del-metodo-de-elementos-finitos/
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f——ﬁ»-.._ﬂ-..\___h F() (m Hallaru el / F(U) = F(V) Vvel
(M,) Hallaru, eV, /F(u)<FWv)Vverl,

v.cV | v, eV, =v eV

Flu)  F(v)
Fv)eR V veV

F(u) F(u,) Fv)
En la formulacion expuesta, v es una funcion que representa algin parametro que varia en
forma continua ( Desplazamiento, Temperatura, Energia) en un campo establecido.

La idea de aplicacion de (Mhn) es la aproximacion de V a través de Vh, que es una funcion
aproximada y definida con menor cantidad de grados de libertad, por lo tanto proveera un

sistema de ecuaciones reducido cuya solucion numérica se alcanza con menos esfuerzo
computacional

Repasar: conceptos de ecuaciones elipticas — espacios vectoriales

Fuente: https://cimec.org.ar/foswiki/pub/Main/Cimec/CursoFEM/cursofem 0.pdf
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Polinomio lineal por tramos = ,
| | Y
u(xl;...;xn) | |

Polinomio cuédréatico por tramos

| |
I |

i
L

Y

Vh, es una aproximacion de funcion de polinomios lineales por tramos. Esta una de las
caracteristicas mas importantes del MEF.

Entre otras ventajas se puede mencionar: pueden abordarse geometrias complejas, establecer
condiciones de borde generales, se puede plantear no linealidad (fisica y geométrica) de
materiales, los cddigos a efectuar pueden generalizarse.

Repasar: interpolacidon — integracion numérica

Fuente: https://cimec.org.ar/foswiki/pub/Main/Cimec/CursoFEM/cursofem O0.pdf
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Vemos a continuacion algunas formulaciones que se pueden resolver aplicando MEF.

A. Barra elastica
—u"=f(x) |, O<x<l

u(0) =u(1)=0

B. Cuerda elastica

(D)

C. Conduccion del calor en una barra

Problemas de valores de frontera: son aquellos que se componen de una o varias ecuaciones
diferenciales (las que marcan el ritmo de cambio de cada parametro analizado) y condiciones
de contorno asociadas a dichas ecuaciones (las ecuaciones son validas dentro del contorno
asignado).

Condicidn de frontera, definida
a lo largo del borde la region

Las condiciones de borde se pueden establecer partiendo de ';
asignar valores a:
- La funcion
- La derivada de la funcion
- La funcion y su derivada
- Una combinacion lineal de ambas
Repasar: condiciones de frontera de: Dirichtlet, Cauchy, Neumann, Robin.

Region donde
esta definida
la ecuacion
diferencial

Fuente: https://cimec.org.ar/foswiki/pub/Main/Cimec/CursoFEM/cursofem_1.pdf
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f(x) ,
Veamos el caso de la cuerda elastica | 1 ) | l | | \ P
§V-x}1lwv Vo i+§
§ Ux l ‘ |f(|X) u
! |‘ x+dx
Tx+dx
El equilibrio del segmento considerado esta dado por:
I:r+a'x COS 9x+a’x - I:r Ccos Qx = O
. . X+dx
f 51n3t+dr—7;51n9x+j f(s)ds=0
Para pequetios desplazamientos
cosf.. =cos@ =1 - T_, =T =T=1
sinf, =tanf = 8_u
' .
: | O 0 6214
Reemplazo términos y obtengo 7 | _p X | sy g =0 m) —+/=0
ax x+dx ax x axz

Repasar: desplazamiento virtual.

Fuente: https://cimec.org.ar/foswiki/pub/Main/Cimec/CursoFEM/cursofem 1.pdf
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Como 1niciamos la formulacion de problema a resolver por MEF

A O0=x, <x,---%) <Xy, =1

hy=x,—x,,, j=1L---M+1

Y

=
—
=
-

X,= X, X, Xy Xyo=1
A partir de esto formulamos 1. Sea V. = {v/ v es lineal en cada subintervalo 7/,
Vh (subespacm finito v es continua en el [0,1]

equivalente que contiene a v
y esta incluido en V que es el
espacio analizado =

w v(0)=v(1)=0 }

lEjemplo devel,

Notarque V, <V

| T t t t t t 1
%=0 X X; X Xar=1

2. Paradescribir vel) elegimos los valores
v(x)

en los nodos X Jj=l---M

Repasar: espacios de banach, funciones de base. o Y %]
https://www.youtube.com/watch?v=J9BI74uCh68
Fuente: https://cimec.org.ar/foswiki/pub/Main/Cimec/CursoFEM/cursofem 1.pdf
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Concepto de funciones de base o de forma

1 s1 i=j o
Q’j(xg):é;,- = o i,j=L-M
0 s1 i#j
L --- A 0i(X) - :
WG @;(x): funcion continua
: I | - ' 5
i Lo e f . lineal por tramos que verifica
| o / 1\ P la propiedad delta.
1 I 1 1 T 1 1 >
X=0 X, X, % X Xy Xy Xuer=1

Luego algin campo que se quiera estudiar se puede expresar
como

v(x)=z n, .(x) xe[0,1] , n,=v(x)

Repasar: espacios vectoriales, funciones de base. Método de interpolacion de lagrange.

Fuente: https://cimec.org.ar/foswiki/pub/Main/Cimec/CursoFEM/cursofem_1.pdf
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Un elemento finito viene definido por sus nodos y su contorno

) 4
A

vi(Vi)

(Ui

» X
El campo de desplazamientos del modelo se define a partir de la ecuacion

- NE
(g!_

|

i=» Na'=[Ni N ..la, | =Na*

- I

k. R

Donde Ni son funciones de forma, y ai son los desplazamientos nodales
Repasar: espacios vectoriales, funciones de base.

Fuente: https://www.tdx.cat/bitstream/handle/10803/6294/06Efv06de23.pdf;sequence=6
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Antes de seguir... entendamos el concepto de COORDENADAS GENERALIZADAS

Son las que estan definidas de manera local para cada elemento y se configuran de tal manera
que una vez asociadas a las funciones de forma no generen interferencias entre si.

Es conveniente que las funciones de forma tengan la propiedad de valer la unidad en los nodos a los
que estan asociadas y que tengan un valor nulo en el resto. Este tipo de elementos se llaman

elementos conformes, y aseguran la continuidad de la ley de corrimientos entre elementos.

Las transformaciones deben ser univocas, es decir a cada punto del sistema cartesiano le debe
corresponder un unico punto del sistema curvilineo, y viceversa. Es decir no pueden existir elementos

con pliegues.
| | Iﬂ:>> E
o—3—0 ﬂ>

Figura 97, Transformacion biunivoca que provoca pliegues en el
elemento transformado.

Fuente: https://www.tdx.cat/bitstream/handle/10803/6294/06Efv06de23.pdf;sequence=6
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Luego de conocidos los desplazamientos nodales en el medio analizado, se pueden calcular
deformaciones unitarias, bajo la siguiente secuencia analitica:

e=Su G tension en un punto
B: matriz isoparamétrica
Sabiendo que # =Na y haciendo B = SN ae: desplazamientos nodales
D: Matriz de rigidez
€0: deformacion inicial
c0: tension inicial
Nos queda € = Ba S: operador lineal
N: funcion de forma

Luego se puede acceder al calculo del campo de tensiones — a: campo de desplazamientos nodales

siendo o=D(e—¢&)+00
El calculo de tensiones se puede realizar bajo la forma

Fuente: https://www.tdx.cat/bitstream/handle/10803/6294/06Efv06de23.pdf;sequence=6
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Luego de conocidos los desplazamientos nodales en el medio analizado, se pueden calcular
deformaciones unitarias, bajo la siguiente secuencia analitica:

E=Su G tension en un punto
B: matriz isoparamétrica
Sabiendo que # =Na y haciendo B = SN ae: desplazamientos nodales
D: Matriz de rigidez
Se tiene que e = S.N.a => se asocia el operador con N €0: deformacion inicial
c0: tension inicial
Nos queda € = Ba S: operador lineal
N: funcion de forma
Luego se puede acceder al calculo del campo de tensiones — a: campo de desplazamientos nodales

siendo o=D(e—¢,)+00
El calculo de tensiones se puede realizar bajo la forma recordar
a\
o = DBa® - Dg, + o, ii=Y Na’=[Ni Nj | =Na

Fuente: https://www.tdx.cat/bitstream/handle/10803/6294/06Efv06de23.pdf;sequence=6
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Tipos de elementos finitos mas comunes

Geometria

Geometria
Grados de libertad £

Grados de libertad £

Espacio de
funciones
Continuidad del
espacio MEF

# gdi
Continuidad del
espacio MEF

Espacio de
funciones

# gdl

(@5

P,(K)

<\
D .

3
+

L]

a4

21 P(K) C

>

a f L]
> g ”
—fr —EY
oy
t o
. Valor de la funcian - Valores de las derivadas segundas
$ . . ;
e Valores de las derivadas primeras \( Valor de la derivada normal al lado

Fuente: https://www.tdx.cat/bitstream/handle/10803/6294/06Efv06de23.pdf;sequence=6
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Geomelria

Geomelria
Grados de libertad £

Grados de libertad £

# gdl
Espacio de
funciones
Continuidad del
espado MEF
# gdl
Espacio de
funciones
Continuidad del
espacio MEF

N
o
=
95

s -~ $ a -
0
o - 16 Q(K) C ° P.(K) I

— e 3 P C

4 P((K C 10 P(K) C

=)
T A
. Valor de la funcion "ﬂ Valores de las derivadas segundas
) . ;
- Valores de las derivadas primeras \i Valor de la derivada normal al lado

Fuente: https://www.tdx.cat/bitstream/handle/10803/6294/06Efv06de23.pdf;sequence=6
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Funciones de forma. Tipos de nodos en un elemento finito.

O O o) _ _
@ Primarios
[] A 0 m Secundarios
Intermedi
& = & A termedios

Tipos de funciones:
- Serendipidas: admiten en su concepcidon solamente nodos primarios

y/o secundarios.

- Lagrangianos: pueden admitir ademas nodos intermedios

En algunos textos aparecen bajo el nombre de funciones interpolantes

Fuente: https://www.tdx.cat/bitstream/handle/10803/6294/06Efv06de23.pdf;sequence=6
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Funciones de forma. Tipos de nodos en un elemento finito.

5.6.3 Elementos rectangulares. Formulacion
Serendipity.
En esta formulacion las funciones de interpolacion se definen de la siguiente manera:

e Se utilizan tinicamente nodos situados en los contornos del elemento.

e Se utiliza un sistema de coordenadas local al elemento &, v, con origen en su centro y
normalizadas de tal forma que valen +1 y -1 en sus extremos. En este sistema de
coordenadas local, el elemento queda representado como un cuadrado de lado 2.

e El niimero de nodos existente en cada lado del elemento define el grado del polinomio
interpolado en dicho lado.

e La funciéon de interpolacion completa es el producto de las funciones en cada direccion.

J“'\rl
a 3 (+1,+1) Ny = %(1 —&)(1—n) Las funciones de este elemento son:
S P 1 .
g o GRS Ni=7 A+ +m) i=1,..4
N3 = 1(1+&)(1+n)
1 2 I
Ny = 21 +8(1-n)

(-1.-1)

Fuente: http://bibing.us.es/proyectos/abreproy/70238/fichero/Capitulo+5.pdf



F @ fFacultad de [nge‘n:ilelr:'a Ele ' hﬂ
7 CI254 —Teoria de la Elasticidad nr)

Ensamble de matriz de Rigidez

Definicion: es el elemento matricial encargado de asociar las propiedades fisicas del medio al
sistema de ecuaciones que pretende resolverse

qgi: coordenadas locales del campo de desplazamientos
para el elemento analizado x;y: Coordenadas Globales del campo de desplazamientos

x= suma producto N1 q9 N2 qll N3 ql3 N4 q7 x=N1q1+N2q3+N3q5+N4q7
1/4% (1) -1 asa-mam) -1 axaee(n) 1 1/4% (148)(1-n) 1 UBICACION GLOBAL EN X

dx/d&: 0.25 1 h 1 -1 1 ~h 1 -1 dx/dx: 1/4{[(1+h)*(q5-93)]*+[(1-h)*(q7-q1)]}
dx/dn: 0.25 1 X 1 1 1 ~X -1 -1 dx/dh: 1/4{[(1+x)*(q5-q7) +[(1-x)*(q3-q1)]}
y=sumaproducto (N1 10 N2 12 N3 14 N4 8 y=N1gq2+N2g4+N3q6+N4q8

1x1-51-n) -1 1axa-aQ+n) 1 14% (148)(1+1) 1 1/4%(148)(1-n) -1 UBICACION GLOBAL EN Y

dy/de: 0.25 1 -h -1 -1 1 h 1 1 dy/dx:1/4{[(1-h)*(q8-q2)]+[(1+h)*(q6-q4)]}
dy/dn: 0.25 1 X 1 -1 1 x 1 -1 dy/dh:1/4 {[(1-x)*(g4-q2)]+[(1+x)*(q6-q8)]}
JACOBIANO
dx/dx: dy/dx: Ji dx/dx: |dx/dh: |dy/dx: [dy/dh:
1 1 0 o 1
J= dx/dh: dy/dh: 2 1 0 0 1
3 1 0 0| 1
4 1 0 0| 1
JACOBIANOS
1 0 1 0 1l o
[ 11 0 1 | 13 0 1 J17-1 0| 1ldwvdx dx/dy
1 0 1 0 1| o|dvdx dwdy
[ 12 0 1 | J4 0 | J27-1 o| 1

Fuente: métodos numéricos y modelacion — curso FCEQyN — Carlos Schezov .
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Ensamble de matriz de Rigidez

Definicion: es el elemento matricial encargado de asociar las propiedades fisicas del medio al
sistema de ecuaciones que pretende resolverse

oF OFT ; [ OF,  OF,]
A = = T : == -
N5 =(J;—)—l N ox, ox . ad.]((J ) ) _ 1 5 J( )= 1 ox, ox, _ i
oF, OF, detJ’ det J detJ B oF, OF detJ
I 81?'2 5552 ) 1 ai.z ai,l |

Luego, la matriz de rigidez resulta, haciendo cambio de variables al elemento master:
T A s ; A 5 & %
ay = [V, -Vodc=[(1'Ve)(J'V, )detd|dk=[(J V) (J,V,) e
K

K K

Repaso: jacobiano, cuadraturas de gauss , formulas de newton cotes.
Fuente: https://cimec.org.ar/foswiki/pub/Main/Cimec/CursoFEM/cursofem_6.pdf.
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Ensamble de matriz de Rigidez

Definicion: es el elemento matricial encargado de asociar las propiedades fisicas del medio al

sistema de ecuaciones que pretende resolverse
RESOLVIENDO LAS DERIVADAS Y REEMPLAZANDO LAS COORDENADAS

MATRIZ DE FUNCIONES DE FORMA

1/4*(1-3 0 1/4*(1- 0 1/4*(1+ 0 1/4*(1+ 0
N =
0 1/4*(1- 0 1/4*(1- 0 1/4*(1+ 0 1/4*(1+x|.
-0.5 0
Bl = 0 -0.5
-0.5 -0.5
-0.5 0
B2 = 0 0.5
0.5 -0.5
0.5 0
B3 = 0 0.5
0.5 0.5
0.5 0
B4 = 0 -0.5
-0.5 0.5
ql q2 q3 q4 q5 q6 q7 q8
-0.5 0.0 -0.5 0.0 0.5 0.0 0.5 0.0
B= 0.0 -0.5 0.0 0.5 0.0 0.5 0.0 -0.5
-0.5 -0.5 0.5 -0.5 0.5 0.5 -0.5 05

Fuente: métodos numéricos y modelacion — curso FCEQyN — Carlos Schezov .
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Ensamble de matriz de Rigidez

Definicion: es el elemento matricial encargado de asociar las propiedades fisicas del medio al
sistema de ecuaciones que pretende resolverse

MATRIZ CONSTITUTIVA unidades N
datos mm
El: 9786.00 ide21: 0.19 G21: 4111.76 transpuesta de B=B' E.2/2%(I-ide 2 Mide 3 1)
E2: 9786.00 ide31: 0.19 G31: 4111.76] -os 0 -0.5
E3: 9786.00 ide32: 0.19 G32: 4111.76 0 -0.5 -0.5
0.5 0 0.5 matriz constitutiva
0 0.5 -0.5 10153 1929 0
0.5 0 0.5 D=‘l 1929 10153 0
0 0.5 0.5 0 0 4112
0.5 0 -0.5
0 -0.5 0.5
transpuesta de B por D 1 2 3 4 5 6 7 8
-5076 -964 -2056 3566 1510 1510 546 -3566 -1510 -1510 -546
-964 -5076 -2056 1510 3566 -546 -1510 -1510 -3566 546 1510
-5076 -964 2056 1510 -546 3566 -1510 -1510 546 -3566 1510
B'D= 964 5076 -2056 B'DB= 546 -1510 -1510 3566 -546 1510 1510 -3566
5076 964 2056 -3566 -1510 -1510 -546 3566 1510 1510 546
964 5076 2056 -1510 -3566 546 1510 1510 3566 -546 -1510
5076 964 -2056 -1510 546 -3566 1510 1510 -546 3566 -1510
-964 -5076 2056 -546 1510 1510 -3566 546 -1510 -1510 3566

Fuente: métodos numéricos y modelacion — curso FCEQyN — Carlos Schezov .



F @ fFacultad de [nge‘n:ilelr:'a Ele ' hﬂ
7 CI254 —Teoria de la Elasticidad n‘q

Ensamble de matriz de Rigidez

Definicion: es el elemento matricial encargado de asociar las propiedades fisicas del medio al
sistema de ecuaciones que pretende resolverse

MATRIZ DE RIGIDEZ ELEMENTAL - ELEMENTO RECTANGULO DE 4 NODOS
q9 q10 ql1 q12 q13 q14 q/ g8

29142129 | 123413.29 | 123413.29 | 44594.717 | -291421.3 | -123413.3 | -123413.3 | -44594.72

q9
123413.29 | 291421.29 | -44594.72 | -123413.3 | -123413.3 | -291421.3 | 44594.717 | 123413.29 q1 0
123413.29 | -44594.72 | 291421.29 | -123413.3 | -123413.3 | 44594.717 | -291421.3 123413.29 q1 1
Ke — 44594.717 | -123413.3 | -123413.3 | 291421.29 | -44594.72 | 123413.29 | 123413.29 | -291421.3 q12 Ke= tA.[B'DB]
-291421.3 | -123413.3 | -123413.3 | -44594.72 | 29142129 | 123413.29 | 123413.29 | 44594.717 q1 3
-123413.3 | -291421.3 | 44594.717 | 123413.29 | 123413.29 | 291421.29 | -44594.72 | -123413.3 q14
-123413.3 | 44594.717 | -291421.3 123413.29 | 123413.29 | -44594.72 | 291421.29 | -123413.3 q7
-44594.72 | 123413.29 | 123413.29 | -291421.3 | 44594.717 | -123413.3 | -123413.3 | 291421.29 q8

Fuente: métodos numéricos y modelacion — curso FCEQyN — Carlos Schezov .
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Ensamble de matriz de
Rigidez

Definicion: es el elemento

CI254 —Teoria de la Elasticidad

k(l)

matricial encargado de 1 1
. . Nodo 1 k' 8, + kY 8,= R
asociar las propiedades
fisicas del medio al Nodo2 KD 8, +( kD + k2 + kD) 8,4+ (&2 + k)8, =0
sistema de ecuaciones que P, R, "
pretende resolverse Nodo 3 (B0 + 2)6,+ (¥ + kD4 BP)5, + £P5,=0
Nodo 4 E9S +k)86,= F VL7
LR (8] (&
) KRR R AP kD 5| _Jo
KP4k ED+RD R KD (|3, | ) \0 J W
I ki ki’ 18,
(a)
VI.8
6
[k] {8} = { R} (b)

Fuente: métodos numéricos y modelacion — curso FCEQyN — Carlos Schezov .
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Resumen operativo

Pre-procesamiento

del modelo
MODELADO

SALIDAS [l Il ANALISIS

Solucion

Post-procesamiento . computacional
OPTIMIZACION

Fuente: https://www.youtube.com/watch?v=oLI3ircoxQw.
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Desde el punto de vista de la programacion algoritmica modular las tareas necesarias para
llevar a cabo un célculo mediante un programa MEF se dividen en:

Pre proceso,

que consiste en la definicion de geometria, generacion de la malla, las condiciones de
contorno y asignacion de propiedades. En ocasiones existen operaciones cosméticas para
garantizar una mejor aproximacion o una mejor convergencia del calculo.

Calculo,

el resultado del pre proceso, permite generar un conjunto de N ecuaciones y N incognitas,
que puede ser resuelto con cualquier algoritmo para la resolucion de sistemas de
ecuaciones lineales. Cuando el problema a tratar es un problema no lineal o un problema
dependiente del tiempo a veces el calculo consiste en una sucesion finita de sistemas de
N ecuaciones y N incdgnitas que deben resolverse uno a continuacion de otro, y cuya
entrada depende del resultado del paso anterior.

Pos proceso,

el calculo proporciona valores de cierto conjunto de funciones en los nodos de la malla
que define la discretizacion, en el pos proceso se calculan magnitudes derivadas de los
valores obtenidos para los nodos, y en ocasiones se aplican operaciones de suavizado,
interpolacion e incluso determinacion de errores de aproximacion.

Fuente: https://es.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9todo_de_los_elementos_finitos
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Desde el punto de vista de la programacion algoritmica modular las tareas necesarias para
llevar a cabo un célculo mediante un programa MEF se dividen en:

Pre proceso
Consiste en la definicion de geometria, generacion de la malla, las condiciones de contorno

y asignacion de propiedades. En ocasiones existen operaciones cosméticas para garantizar
una mejor aproximacion o una mejor convergencia del calculo.

Sistema de barras
22 nodos
26 barras
1 1 ) § 114 incégnitas
0 S G Barras = Seccion / Propiedades mecanicas

Borde = 3 puntos de encastre total.
Fuente: https://es.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9todo_de_los_elementos_finitos
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Desde el punto de vista de la programacion algoritmica modular las tareas necesarias para
llevar a cabo un calculo mediante un programa MEF se dividen en:

Calculo,

el resultado del pre proceso, permite generar un conjunto de N ecuaciones y N incognitas,
que puede ser resuelto con cualquier algoritmo para la resolucion de sistemas de ecuaciones
lineales. Cuando el problema a tratar es un problema no lineal o un problema dependiente
del tiempo a veces el calculo consiste en una sucesion finita de sistemas de N ecuaciones
y N incdgnitas que deben resolverse uno a continuacion de otro, y cuya entrada depende
del resultado del paso anterior.

M¢étodos de resolucion
Directos = quedan descartados para su uso en MEF (Costo computacional)

[terativos = son mas econdmicos en cuanto a tiempo = Newton Raphson / Runge-Kutta

Fuente: https://es.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9todo_de_los_elementos_finitos
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Desde el punto de vista de la programacion algoritmica modular las tareas necesarias para
llevar a cabo un célculo mediante un programa MEF se dividen en:

Pos proceso,

el célculo proporciona valores de cierto conjunto de funciones en los nodos de la malla
que define la discretizacion, en el pos proceso se calculan magnitudes derivadas de los
valores obtenidos para los nodos, y en ocasiones se aplican operaciones de suavizado,
interpolacion e incluso determinacion de errores de aproximacion.

De los desplazamientos 2 puedo obtener deformaciones =2 puedo
obtener tensiones = puedo obtener solicitaciones

Fuente: https://es.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9todo_de_los_elementos_finitos
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Post proceso. Integracion numérica

Esto implica introducir un cambio de variable en las ecuaciones integrales que describen el
comportamiento de los elementos. Las derivadas de las funciones de forma que intervienen en la
expresion de B son respecto a x,y,z, que guardan la relacién (5.8) respecto a las coordenadas locales.

K = J'BTDB-dV
’.
fbo:_J‘NTb.dV faez_J‘B?'o_O_dV
’ J
J,S=—[B"Dg,-av fi==[N"t-dA
Ve A
ON, . .,0N, (5.8)
- =l
% é’(;‘_

Repasar: cambio de variable, transformaciones.

Fuente: https://www.tdx.cat/bitstream/handle/10803/6294/06Efv06de23.pdf;sequence=6
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Integracion numeérica
Donde J es la matriz Jacobiana de la transformacion.

ox|6¢ 3By|d¢ Oz/8¢
[J]=|dx/6n Jylén oz)6n (5.9)

Ox[PE Oy|dE Oz[/E&

Los diferenciales de volumen en cada sistema de coordenadas vienen relacionados de la forma,
dx-dy-dz=det[J]-d¢ -dn-dé&

Una vez realizada la transformacion, la integracion es mas sencilla en el sistema de coordenadas local
(&, m, &), que en el cartesiano (x, y, z) en el que los dominios estan distorsionados. Pero la obtencion
del resultado final puede presentar ciertos problemas ya que [106] .
o det[J] puede ser cero a causa de una mala discretizacion, por lo que la solucion no es posible;
e el proceso de elaboracion del jacobiano es laborioso y consume recursos.

¢ el jacobiano puede estar mal condicionado (det [J] proximo a cero).

Repasar: cambio de variable, transformaciones.

Fuente: https://www.tdx.cat/bitstream/handle/10803/6294/06Efv06de23.pdf;sequence=6
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Integracion numeérica

f(x)

L J
A

Figura 99, Limites de integracion de la funcidn f.

h

jf(x}-ci:c:: iP(x)-aix

7]

b (5.10)
IP{.\'] dx = Z H, - f(x,).H, factordepeso.

Repasar: cambio de variable, transformaciones.

Fuente: https://www.tdx.cat/bitstream/handle/10803/6294/06Efv06de23.pdf;sequence=6
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Integracion numeérica

El método mas empleado para sustituir la funcién por un polinomio es la cuadratura de Gauss-
Legendre. El método permite integrar cualquier funcion entre -1 y +1, sustituyendo la funcion a integrar
(f(x)) por un polinomio de Legendre de grado 2n-1. Tomando como base los n puntos de Gauss se
puede obtener un valor tan aproximado a la integral como se desee.

Las abcisas de los puntos de Gauss corresponden a las raices del polinomio de Legendre escogido.

f
A

.—_\
jr""‘-—_

f(g) i(G.)

-1 0 I C—’

0.7746 0.7746

Figura 100. Integracion de Gauss-Legendre de la funcion f.

Repasar: cambio de variable, transformaciones.

Fuente: https://www.tdx.cat/bitstream/handle/10803/6294/06Efv06de23.pdf;sequence=6
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Integracion numeérica

El método mas empleado para sustituir la funcién por un polinomio es la cuadratura de Gauss-
Legendre. El método permite integrar cualquier funcion entre -1 y +1, sustituyendo la funcion a integrar
(f(x)) por un polinomio de Legendre de grado 2n-1. Tomando como base los n puntos de Gauss se
puede obtener un valor tan aproximado a la integral como se desee.

Las abcisas de los puntos de Gauss corresponden a las raices del polinomio de Legendre escogido.

f
A

Polinomio lineal por tramos

i )
Polinomio cugdrético por trgmos
i i

f(g) i(G.)

-1 0 I C—’

0.7746 0.7746

Figura 100. Integracion de Gauss-Legendre de la funcion f.

Repasar: cambio de variable, transformaciones.

Fuente: https://www.tdx.cat/bitstream/handle/10803/6294/06Efv06de23.pdf;sequence=6
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Integracion numeérica

CI254 —Teoria de la Elasticidad

La importancia de disponer de un medio para evaluar el error que se comete en el calculo radica en
que permite el refinamiento de los mismos. La finalidad es conseguir obtener resultados por debajo de
un error marcado.

Existen 3 formas de refinamiento de los problemas:

e Meétodo H: Consiste en la reduccion del error actuando directamente sobre el tamario del elemento y
manteniendo constante la funcion de forma. Presenta dos inconvenientes, es el método més lento,
desde el punto de vista de velocidad de convergencia; y se pierde el control sobre el mallado,
pudiendo generarse mallas distorsionadas.

e Metodo P: Consiste en ir aumentando progresivamente el grado de los polinomios de interpolacién
(funciones de forma), manteniendo fijo el tamafio de los elementos. Tiene mayor velocidad de
convergencia que el método H, pero presenta el problema de que requiere acotar el grado méximo
del polinomio. Un grado muy alto podria provocar rizado en las soluciones.

e Metodo HP: Consiste en el uso secuencial de ambas técnicas. En primer lugar se optimiza el
mallado a la geometria, y posteriormente se modifica el grado del polinomio hasta alcanzar el error

deseado.

Repasar: cambio de variable, transformaciones.

Fuente: https://www.tdx.cat/bitstream/handle/10803/6294/06Efv06de23.pdf;sequence=6
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Resumen del método

I.  Discretizar la estructura en elementos
2. Obtener la matriz de funciones de forma [N ]
Funciones que tienen valor | en el nudo correspondiente y 0 en el resto.

3.  ldentificar las condiciones de )
Compatibilidad [ &]: que relacionan deformaciones y desplazamientos de :E: = (‘.3]':”8 :
los elementos. -
Comportamiento [D]  : que relacionan tensiones y deformaciones.Leyde § ~1 — [ ]_{ 1
Hooke en casosell;ast:!cos tal - D t“ s

4. Obtener la llamada matriz de deformacién del elemento [B ] [B ]: -L?'][N ]

e [
Obtener la matriz de rigidez del elemento [k,]
" T
[51=1[8 ] [D]3,]ve
v,
6. Pasar las matrices de rigidez elementales a coordenadas globales si ]
€s hecesario g
7. Ensamblar la matriz de rigidez de toda la estructura. f[N‘]": g, ldv,
8. Obtener el vector de fuerzas {F_} a través de las fuerzas en los | F,{{¥
nodos equivalentes a las cargas distribuidas de volumen g, o de S S
superficie p. Considerando los diferentes vectores de fuerzas ! [Ne] L Pe s S,
elementales se obtiene el global {F} L5

9.  Resolver la ecuacion matricial para obtener los desplazamientos

de los nodos y las reacciones. f F | -A— T
G R ot t Yo

Repasar: cambio de variable, transformaciones. https://slideplayer.es/slide/4202751/
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