FILMINA 52
DERIVACION DEL POLINOMIO DE 5to GRADO

El polinomio de 5to grado: ¢5 = &xs + gx“y + C—5x3y2 + ixz)ﬁ + e—sxy4 + £ys
20 12 6 6 12 20
derivad i :
Las derivadas primeras % _ %x4 +%x3y+%x2y2 +%xy3 +1€_;y4
9 _ b5 (4 +3x3y+£x2y2 +5 5 +£y.4’
oy 127 3 2 3 4
Las derivad das: 2
as derivadas segundas 8;25 _ a5x3 +b5x2y N csxyz +%y3
2
—2}% = 2—5x3 +dx’y+exy’ + f,)°
az¢5 bs 5 2 2 €
— 2 =3 +ex’y +daxyt +=2y°
oxdy 3 sX Y sV 3 Y
Las derivadas terceras: a3¢
8x35 =3a.x’ +2bxy +c.y’
3
g % =dx’ +2exy+3f.y’
3
b _ bx® +2cxy+dgy’

ox>0y
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DERIVACION DEL POLINOMIO DE 5to GRADO

&5b54 C532£23e_54f55

El polinomio de 5to grado: @5 = o TNV XY A Y
Las derivadas cuartas: a4¢;5 ~6ax+2by

ox

%jﬁs =2ex+6f.y

ajzg;z =2cx+2d,y

4 4 4
Llevando las derivadas 4tas a la ecuacion diferencial de la placa 'y 0 (l) + 2(3 d)z + 0 (J: =0
operando: ox* oOx“0y~ oy

6a.x+2b,y+2ex+6fy+4cx+4d;y=0
x(6a,+2e; +4cs)+ y(2b,+6 f,+4d,) =0

6a;+2e,+4c; =0
2b,+6f,+4d, =0
Despejando es y fs
e; =—(2c5 +3ay)
1

f5 [ (bs 4 2d5) Los coeficientes as, bs y Cs5 son independientes es decir pueden
3 tomar cualquier valor



ESTADO DE TENSION EN UNA PLACA DADO POR POLINOMIO DE 5to GRADO

b d
El polinomio de 5to grado: ¢5 = %xs +éx4y +C—65)CBy2 -I-stzy3 +le—;xy4 +%y5

Tiene sus tensiones: o= 82¢25 _ Cs x3+d5x2y+e5xy2 +f5y3

oy 3

? 3 2 2 d 3
o, =—2=ax +bxy+cxy +—
AP 5 X Y T Cs XY 3 Yy

82¢5 bs 3 2 2 €
7 =—— 5 = (ZxX+ex’y +dxy +2y°
Xy axﬁy (3 5 y 5 y 3 y )

Donde vimos que €s y fsson constantes dependientes, reemplazando con las ecuaciones relacionantes:

2
Nos quedan las tensiones: o = 0 ¢

g 25 :c_5x3+d5x2y—(205+3a5)xy2_l(b5+2d5)y3
oy 3 3
2 X , , d. 4
_99s _ >
Oy =g T 0% Th¥yreyi+=y

82¢5 b5 3 2 2 1 3
T =——2=—22x"—cxy—dxy +—2c. +3a
Xy ooy 3 sX YV —dsXy 3( 5 )Y

Los coeficientes as, bs, Csy ds son independientes es decir pueden
tomar cualquier valor
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e; =—(2¢; +3asx)

(bS + 2d5 )



ESTADO DE TENSION EN UNA PLACA DADO POR POLINOMIO DE 5to GRADO

b, d e;
El polinomio de 5to grado: @5 = _x +Ex y+gx y + 65 2)’3 + 12Xy4 +2%y5
. . _0 6 s d, 2e,+3 ——(bs+2d
Tiene sus tensiones: O = 8y2 = 3 +dx’ y=Q2c¢+ aS)xy ( + )y
0’ d
c,= 8x¢5 =ax’ +bx’y +cxy” + 35 y’
82¢5 bS 3 2 2 1 3
T, =———==——=X —CXxy—dxy +—=(2¢; +3a
Xy oxdy 3 sX Y —dsXy 3( 5 5)Y

Los coeficientes son arbitrarios, entonces
tomando todos iguales a cero excepto ds =+
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0= ay-2y) d,
y o,==2y
04 _ds VAL Y )
o’ 3 = — o =d Py =3y
T o
73
4

-< <
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ESTADO DE TENSION EN UNA PLACA DADO POR POLINOMIO DE 5to GRADO

2
Los coeficientes son arbitrarios, entonces o, .= 0 {5 = ds(x2y—%y3)
tomando todos iguales a cero excepto d; #0 y 3
_ 0% _ds s :
Yot 3 10 TX
) . ,
7, :_%z_dsxyz
ey T T T
Ejemplo: Y
=16 . ,
pa N ParaC=2 o, =2(-2)’+q=0 TEm e e s
3
c=2 5 f X
419 X Sig=16 95 api——_i6 EL
3 .
€2 dy(~8)+=3(~16) e
— I dy(—8)+=-16 y
Y ds(—8)+=—é3(—16)=6
6
O_y — _y3 — 2y3

3
2 2
o, =dy(x’y —§y3) =6(x"y —§y3) =6x’y—4y’

T, = ~dxy’ =—6xy°



ESTADO DE TENSION EN UNA PLACA/ VIGA CON CARGA UNIFORME

Se nos presenta el siguiente problema de una estructura de viga utilizando una placa

Viga placa: VIGA DE GRAN ALTURA

7L/|Ii TN ﬁ: T Hlbq 2::illJlJ,U,lllllllJ,J,U,lllllJ,:lzlllllllllJ,J,U,llllllllllcflll %
I — % 1 %
;W i VIGA NORMAL
TRC} ' WTI;
41’ z 41' 4L L __’t____
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ESTADO DE TENSION EN UNA PLACA/ VIGA CON CARGA UNIFORME

Lo resolveremos con la superposicién de ecuaciones polinémicas

Viga placa: VIGA DE GRAN ALTURA

pg=0 fuerzas masicas se consideran nulas

¥

Las condiciones de contorno son:

CONDICIONES SOBRE BORDES LONGITUDINALES
7, =0 para y=tc
0,=0 para y=+c

O, =—q para Yy =—C c(Carade aplicacién de la carga q
CONDICIONES PARA LAS CARAS LATERALES
c
Ty .dy ==xq.L Las reacciones en las caras
"
c

.o'x ,dy =0 No hay fuerzas horizontales en X

LS
—C

c
o.ydy=0 No hay momentos aplicados en
las caras extremas

LS
—C



ESTADO DE TENSION EN UNA PLACA/ VIGA CON CARGA UNIFORME

Viga placa: VIGA DE GRAN ALTURA

RN

= y Pg=0 fuerzas mésicas se consideran nulas
@]
c T Consideraremos la solucion con un polinomio de 5to grado al que le
: [ [ : iremos adicionando otras soluciones
g 7
Y R R R R R R R R R A Y
. . 82¢5 2 3 (@] X.,,
Tomaremos un polinomio de 5to grado con todos los o, =—==d;(xy-=y")
coeficientes nulo excepto d; #0 oy 3
2
_a¢5 dS 3 AR A AR R R R R R R R R Y
vy 2 T
ox 3 Y,
82¢5 2 \
v :_dS'xy e e i B i i
ox0oy T
$ X
Para anular las tensiones axiales en la cara inferior O, = 0 para y=+c I
Adicionamos un polinomio de 2do grado con solo W
a2 distinta de cero T
Y
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_ 3 polinomio: ¢s
o, = 3 dsy +a,

O y = solucion¢5 + solucion¢2

polinomio: (2
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ESTADO DE TENSION EN UNA PLACA/ VIGA CON CARGA UNIFORME

¥

Vemos que el polinomio de 5to grado tiene tensiones axiles
en X y tensiones tangenciales )

O, = ds(xzy _§y3)

H’HA w”rl
TR

— 2. pusis e S R =
z-xy - _dS XY

e ———— .k
— e

B ————

Para anular las tensiones tangenciales inferiores que son variables en h
sumaremos la solucidn de un polinomio de 3er grado con b3 distinta

de cero —
T, =—bx

Txy = solucion ¢3

Pero esta solucidn para anular las tensiones tangenciales
inferiores nos adiciona tensiones axiles en'Y —p
o, =bsy

(o2 ) = solucion ¢3

ENTONCES NUESTRO POLINOMIO FINAL ES LA SUMA: ¢ = solucion(d, + solucion 93 + solucion 95
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ESTADO DE TENSION EN UNA PLACA/ VIGA CON CARGA UNIFORME

e LT ENTONCES NUESTRO POLINOMIO FINAL ES LA SUMA:
4 X ¢ = solucion ¢2 + solucion ¢3 =+ solucion ¢5
(o T . . _ 2 2 3
; . . ; Las tensiones nos quedan: o.=d(x"y _gy )
Y Gy=%y3+b3y+a2

Aplicando las condiciones de contorno para las caras
longitudinales:

_ _ r. =—dxy’ —bsx
7,=0 para y=x=c Y 5
o,=0 para y=+c

o,=—q para y=—c

. . 2
1-) para la primera condicién: 7, =—dsxy” —bsx
para Y =C
—dxc® ~bix=0 =-dc’—b3=0
. ds
2-) para la segunda condicion: o, =?y +bsy+az
para ) = C

%y3+b3y+a2:0 :%c3+b3c+az:0

. _ds 5
3-) para la tercera condicion: O'y = ?y +b3y + a2
para Y = —C

d d
?5y3+b3y+az:—q :—?503—bsc+a2=—q
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ESTADO DE TENSION EN UNA PLACA/ VIGA CON CARGA UNIFORME

ame ENTONCES NUESTRO POLINOMIO FINAL ES LA SUMA:

¥ X ¢ = solucion ¢2 + solucion ¢3 =+ solucion ¢5

¥

De las condiciones de contorno en las caras longitudinales: 7 =0 para y=z*c
o,=0 para y=+c
o,=—q para y=-c

Surge el siguiente sistema para las constantes del polinomio:

— 2 —_ =
dsc”—b3=0 Cuya solucién es: b3 = >4

%c3+b3c+az=0

—%c3—b3c+az:—q 3¢q

Las tensiones finalmente nos quedan: 3 2
o, =->L(xty-2p%
4 c 3
3qg,1 5 , 2 5
o,=————(zy —cy+—c
VST (3y y+3 )
T =—§l(02—y2)x

3
v 4 ¢



ESTADO DE TENSION EN UNA PLACA/ VIGA CON CARGA UNIFORME

b T 9 =

|
| 1
T | 12 3
(0 ___|__
|
|
|
Ly |
|
|

Reemplazando en las ecuaciones de tensiones:

q 2 2
o, =—xy——
N 21( y 3y)

qg 1 ; 2 2 5
o =—"(=y -cy+=c
) 21(3y y 3)

q , > 2
T =——(C — X
. 21( )

Se puede comprobar que estas ecuaciones de tensiones
satisfacen: .

jz‘xy dy==xq.L
j.ax dy=0

C
Se podria comprobar también que no se cumple: J.g y.dy =0
X

—C

Para que se cumpla se debe superponer una solucidon que anule el momento resultante de esa integral y para ello se

tomara un polinomio de tercer grado con d3 distinto de cero: 5 = d3y
X
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ESTADO DE TENSION EN UNA PLACA/ VIGA CON CARGA UNIFORME
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verticales que se disipan en la altura de la viga

N c 8 p P
. Resolviendo la integral entre +c y -c: Iaxy,dy: J-|:—Z?(x2y—§y3)+d3y:|y.dy=0
0. X —c -c
2
& T d3:§1(L_2_2)
L L L L 4¢c ¢ 5
' Y g, . 2 3q,. 2, 3¢, 2
= ——— — d = ——— _ Vv )+—-(———
. 403(xy y)+dsy 403(xy 3y)+40(c2 5)
Finalmente operando las tensiones axiles en X o, i(L2 — 2)y i(zy3 —zczy)
21 21737 5 =
. . Esta correccién es menor en la medida
Lz(i;:ailemental g:rrﬁgzgon por que la placa tiene mayor relacion entre
Teoria elemental de vigas el largoy el alto
| 2L
\HHMlHLHHlHMHHHMMHHHMHM&H 2 3
2| X I=—c
AN 3
Y 2L
Ri=g—=g¢qL
Ra Rb 2
(L-x)’ gL’ g’ _ql' ' _q,.
M =qL(L—x)— —qL(L-x)- T glx - =1 I T2
qL(L-x)—¢q gL(L - x) St T 2( )
M q 2 2
Gx ZTy%E(L —X )y Esta teoria elemental ignora las tensiones sy /q/?
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ESTADO DE TENSION EN UNA PLACA EN VOLADIZO CON CARGA PUNTUAL EN EL EXTREMO

Lo resolveremos con la superposicién de ecuaciones polinémicas

—
—
—

FA

P: carga sobre el extremo de la placa a través de tensiones tangenciales

P: es la Unica carga actuante (son nulas las cargas gravitacionales de peso)

>

AN

I P
¥
Se propone la solucidn superponiendo al polinomio de 4to grado con o =d,xy
.. . . 2z - Y4
solo d4 distinto de cero cuyas ecuaciones de tensidn son: * § 5
c,=0 \ﬁl Tﬁ’
Y = 1>
d \>¢ polinomio: (|)4 ¢
_ 9 2 ! 54
7’-xy - y S —2
2 Zl Tz

solucion polinomio ¢4

Para anular las tensiones tangenciales en las caras inferior y superior b .
. . . N = — A o b
se le suma el polinomio de 2do grado con b2 distinta de cero Ty 2 | polinomio: ¢2 \

solucion polinomio ¢2 | ‘

Nos quedan las tensiones finales con la suma de los dos polinomios: o.=d,xy
o,=0
d
— _hH, L4 2
T, =-b2 5 y

solucion polinomio ¢2 + ¢4



ESTADO DE TENSION EN UNA PLACA EN VOLADIZO CON CARGA PUNTUAL EN EL EXTREMO

o .=d,x
- ; ¥ o
7 % o,=0
- / X d
. e =—pr——4?
/ Txy 2 y
2
C %
J / solucion polinomio ¢2 + ¢4
I
I P
Y
Aplicando las condiciones de contorno para las caras Txy =—br— -y = 0
longitudinales donde las tensiones son nulas: 2
para ) = *c
2b2
Se deduceelvalorde d4: = d, =——+—
C
Por otro lado la condicion sobre el extremo cargado X=0 es c ¢ b
que la suma de las tensiones tangenciales es igual a —P: - ITxy .dy = I(bZ - —zyz).a’y =P
-c -c ¢
3P
Se deduce elvalorde b2: ph, ="
4c
Sustituyendo: 2,
3P Como: I=—c O, ==Xy
o, = -— Xy 3 1
2c
o,=0
o,=0
P, 2
3P 2 o= (=)
. =——(1 _r Y 2] c
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