FILMINA 41
FUNCION DE TENSION

Hemos visto que para resolver los problemas tensionales bidimensionales, basta con encontrar las
soluciones de las ecuaciones diferenciales de equilibrio, que satisfagan la ecuacion de compatibilidad y
las condiciones de contorno.

Si tratamos con placas bidimensionales donde la Unica fuerza masica es el
peso tendremos:

do, 07, _ 0
ox Oy . —_
> ecuaciones de equilibrio
oo, Or,
L+—24+F =0
o ox 7

0* 0
{; + ?j(ay +0, ) = O} ecuaciones de compatibilidad
y X ’

oo+t =X
X Xy ..
Condiciones de contorno

o,.ptr,a=Y

Esto se pude resolver introduciendo una funcién llamada FUNCION DE TENSION

Se comprueba que las ecuaciones de equilibrio son satisfecha por una funcion ®(x,y) relacionadas con las
componentes de tension por medio de las siguientes expresiones:

IV

ot Y o Y _8x8y

o)



FILMINA 40
ECUACIONES DE COMPATIBILIDAD EN COMPONENTES DE TENSION

Nos queda entonces 5 o'z, _ oo, d’o,
Ox0y ox’ oy’

0° 0* 0*
y(‘% —/My)+§(0y —po,)=2 oxdy

Reemplazando este resultado en la ecuacién (7)

I+, (7)

Nos queda la ecuacion de compatibilidad en componentes de tension:

o: 0
(y‘l‘@j(@)} +O'x):O

2 2 2 2
Que desarrollada queda: do, 0o 0Jdo, JOo ~0
2 vt oot a2 Tt
ox ox oy oy
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ECUACIONES DE COMPATIBILIDAD EN COMPONENTES DE TENSION

Tenemos las leyes de Hooke generalizadas:

&y :%(Gy _ﬂax)
v, :lz' _ 2(1+,u)T

La ecuacion de compatibilidad deducida es: 527xy B azgx e

Y

= +
oxoy oy  ox°

Si reemplazamos en esta ecuacién las componentes de deformaciones especificas longitudinales y las de distorsidn por las
tensiones segun las ley de Hooke nos queda:

1 0° 1 o
———\o, —puo )J+——\o, —uo, |=— 2(1+ )z,
E ayZ ( y) E aXZ ( y ) E axay Y
0’ 0’ 0’
—\o, —po |+—\o, —uoc, |=2 A+, ()
8y2( # y) 8x2( yH ) Ox0y HIs
Recordemos las ecuaciones de equilibrio con solo el peso como
fuerza masica: . .
50‘x 8Txy ~0 Derivando la primera respecto de x y la segunda respectodeyy
T - sumando: ) 2
ox Oy oo, 0,
6x2x " axa} =0
oo, 07, +
x4 y+Fy:() 820y+82‘rﬂ,=0
ay Ox oy*  Oxoy
azo-x oalea o’

S —+2—>=0
ox oy oxoy




FUNCION DE TENSION

Llevando esta propuesta de funcién de tension

o o
oyt Y oot Y oxoy
| .- L )-
A las ecuaciones de compatibilidad §+¥ o,+0,)=0

o> o \og o
PP f—i_ ? =0
oy- ox~ \oy. oOx

Nos queda la ECUACION DIFERENCIAL DE LA PLACA en estado plano dé tensiones

o' 20% 4_a4<|>

+
ox* ox‘oy* oyt
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Resolver un problema de elasticidad plano, consiste en encontrar una funcién ®(x,y) que sea solucion de

la ecuacion diferencial de la placa y las condiciones de contorno de la misma dadas por:

X=0.a+7,.p

Y=0,.+7, 2
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RESOLUCION DE LA FUNCION DE TENSION

Estudiaremos distintas soluciones para la ecuacién diferencial de la funcidon de tensidon que representan
estado tensionales en placas con cargas en su plano.
4 4 4
o' 20% 0%
+ + =0

La ecuacion diferencial de la placa en estado de tension placa:
P P ox*  ox*oy’ oy’

_0 0 09

C : Gx G X
o o> 7 axr Y oxoy

Trabajaremos soluciones polindmicas de distintos grados para la funcién ®(x,y) que resuelvan la
ecuacion diferencial de la placa y las distintas condiciones de contorno :

: : L
Referenciando la placa con el sistema X Y: A +

. . . . _ay 2 b Cr 2
Consideremos primero un polinomio de 2do grado o, = 77‘ + 2XY+7}’

Derivando :  0°¢2 _ 0
4
ox
02
oy* -
o' ¢ Cumple con la ecuacidn diferencial

oxoy? de la placa

0
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SOLUCION POLINOMICA DE 2do GRADO

. . . a c
Entonces vimos que el polinomio de 2do grado o, zzzxz +b2xy+22y2

4 4 4 LS ]
Es solucion de la ecuacion: 0’9 + 20°¢ + a'¢ =0 c
ox* 8)(26y2 6y4 £-12 - R
Por lo tanto representa un estado tensional plano de una placa y las ’Y,"
tensiones son: 0 04 >4,
x o, = Ty =~
oy’ Yoox? Y Ox0Oy
oy=az2
o6 RARAARAREARR AR SRR ARRARAAN
Nos quedan: 6x=.2"% p s
ay :l . T: GX=C2
% _, — ll il
S = B, =
S =] 1=
Xy 6X6y 2
, A Y
1-) Si hacemos a2 y b2 iguales a cero nos queda: 2-) Si hacemos a2 y c2 iguales a cero nos queda:
é, :c_2y2 @, = byxy
2 3 —— 2 I SO S
o :%:c ==—lo EGXX,,_C by :_(sxg :_bz \ o ‘I\
. = = g e grox







SOLUCION POLINOMICA DE 3er GRADO

. . _ a3 2 b3 2 C
Veamos ahora un polinomio de 3er grado  ¢3 =% ToXYy+

2

4 4 4
Es soluciéon de la ecuacion: 0’¢ + 20°¢ + 0'¢ =
oxt  ox’oy* oyt

Por lo tanto representa un estado tensional plano de una placa y las

tensiones son:
B 0’ s B 0 s I 0’ s

oy’ DT o Ox0y

X

. o2
Nos quedan: o = ¢23 —ox+dyy
oy
0’05
=a,Xx+b,y
y Xz 3 3
82
Ty == e =-b;x —c3y
OX0y
Si hacemos todos los coeficientes iguales a cero excepto ds:
El polinomio queda: ’ :é)ﬁ
6
. . . . ) 82¢3
Y las tensiones derivadas de este polinomio son: o = ? =d,y
Y
O =
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SOLUCION POLINOMICA DE 3er GRADO

d
Estamos estudiando el polinomio de 3er grado incompleto: ¢, =Z3y3

2
| o =9 _,

Dijimos que las tensiones son: “x ~ P — %3

o, =

7,=0
Se representan entonces por: “ox=dsy

N ki X
1

Esto representa un estado de flexion pura en el eje X y se da en placas cargadas en

su plano con cargas que solicitan a la misma a una flexién pura:

Por ejemplo en la siguiente placa apoyada en sus extremos en el tramo central entre

cargas de igual magnitud:

iP iP
1 i
‘O | X
I |
| |
Yl
TRG a b TRb
I i o i 1
[ I
|
|
Q |
i Q
a b
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Cada plano a cualquier distancia
X del origen esta sometido a
una tension axil en Xy que
varia segun la distancia al eje X
que se denomina eje neutro de
tensiones
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SOLUCION POLINOMICA DE 3er GRADO

Si ademas hacemos b3 ¢ c3 distintos de cero tendremos conjuntamente con las tensiones axiles Gx tensiones
tangenciales:

Si b3 es distinto de cero nos queda: ¢3=?3x2y+?3y3
Las tensiones nos quedan: Pe
o, = ¢i3 :d3y
0y
c,=0
62
Ty =7 2 =—byx
Ox0y

Graficando segln nuestra convencién de signos la placa :

Cada plano a cualquier distancia
X del origen esta sometido a
una tensién axil en Xy que
varia segun la distancia al eje X
que se denomina eje neutro de
tensiones
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DERIVACION DEL POLINOMIO DE 4to GRADO

Al f“2x3y+c—4x2y2 +ﬁxy3 +e—4y4

El polinomio de 4to grado: ¢4 = 43 X 5 39 43
Las derivadas primeras: 8¢4 as ;3 b4 2 2 d4 3
——=—X +—XYytexy +——
o 3 2 Tl TEnY
a¢4 b4 3 2 d4 2 €4 3
—— =X tCXY+—xy +—
oy 32 IR
Las derivadas segundas: 2
g ¢24 = asx’ +bxy+c,)’
ox
2
g ¢i4 =c,x’+d,xy +esy’
2
¢+ :&x2+204xy+ﬁy2
Ox0y 2
Las derivadas terceras: 3
0 P4
- =2asx+b,y
X
O’ pa B

o d,x +2esy

53¢4
Ox>0y

=bx+2cy



DERIVACION DEL POLINOMIO DE 4to GRADO

b4 3 Cy 2 2,
omi : = Xy + 2+ + 5
El polinomio de 4to grado: Pa = 4 3 3.2 Y 5 Yy + 3 2 y 43 y

Las derivadas cuartas: 4
0 ¢ =2as
ox*
4
0 ¢;4 =2e4
oy
4
82(1542 ~ 2,
Ox“ Oy

o' 20% 0% _

Llevando las derivadas 4tas a la ecuacion diferencial de la placa 'y

4 2
operando: oxt ox*oy? ay
2a4+2.2¢c,+2e,=0 )
as+2c,+e,=0 . . . .
En este caso los coeficientes no son independientes si no que hay
= —(a4 + 204) condiciones entre ellos

Finalmente las tensiones son: 0’ a
o .= o c, X’ +d,xy+esy’ =c,x’+d,xy—(as+2c,)y’

X

82¢4 2 2
o, = P =asx"+bxy+c,y

2
. O ¢4
Y Oxoy

b d b d
= —(?4x2+204xy + ?4)/2) = —?4)62—26’4)6)/ - 74 y?
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ESTADO DE TENSION EN UNA PLACA DADO POR POLINOMIO DE 4to GRADO

as 4 b, 5 ¢ 5, d 5 e 4
El polinomio de 4to grado: Pr=—"Xx"+—Xy+_xY +—xy +—y
43 3.2 2 3.2 43
2
Ti tensi . _ O, d 2 _ e vlad o) 2
iene sus tensiones: o, _?_CHC +dxy+esy” =cx +d,xy—(as+2c,)y
82¢4 2 2
o, = o =asx"+bxy+c,y
0’¢s b d b d
T, =— b _ —(Z2x’2cxy + 2 y*) = —2x’2c,xy ——2 y?
Ox0y 2 2 2 2
. . 3
Si hacemos las constantes iguales a cero exceptod4: @4 = 3—42xy
0*¢a . . . : :
o, =—5=dxy Para cada plano normal al eje X existen tensiones Ox variables en el eje y
proporcionales a la distancia y que también varian de plano en plano X
62¢4 En cada plano X existe tensiones tangenciales variables con Y mdximas para
o, = =0
Y ot Y=C (borde de placa) y nulas en el centro de placa
_az¢4 __ﬁ 2
Y oxoy 2
It_a rgpresentiC|on e; para las La representacion es para las
ensiones axiles en X: tensiones ta =
2L ~
‘ ©
— = ] | ‘ MW
T = = ox=daxy | I
N z - ¢ | /} >
< o o X v o 1y e X
A 3 o ! | !
= ) = | |
i s 7 l« | ¢
L [ L = == = = = = =—
\

Y variacién de txy




