FILMINA 16
DESPLAZAMIENTO

Supongamos tener un solido deformable sometido a un sistema de fuerzas exteriores en equilibrio
Por estar en equilibrio no se mueve pero experimenta deformaciones

E.f S

-

E.S' ¥
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Dos puntos Ro y R experimentan los desplazamientos Soy S
r es el vector posicion de R respecto de Ro

El desplazamiento S de cada punto es un vector funcion del punto (funcién vectorial del punto)

Su expresion vectorial en el sistema cartesianoes: = 2 A 2
S=ui+vj+wk

Donde u, v, w son las componentes de S y son funciones
escalares del punto

u(x,y,z)
v(x,y,z)
w(x,y,z)



DESPLAZAMIENTO
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Desarrollando las funciones escalares sobre los ejes en serie de Taylor tomando como origen el punto Ro

de coordenadas uo, vo, wo:

En forma de notacion matricial: [“i]: [uoi]J{

Donde: [u, },[u,, ], lij

(au
u=u,+
1%
(8\}
u=v, +
1%

S,So. ¥

Representan los vectores:
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DESPLAZAMIENTO

Donde la matriz: ou oOu Ou
o oy oz

Ou, | |ov ov Ov
R

ow ow ow

| Ox Oy 0Oz

—

Es un tensory es el llamado Jacobiano de la funcién vectorial: S

Segun las propiedades de las matrices cuadradas este tensor representado en

N R R
|

T simétrico T anti-simétrico

ouyfou )y ou, ow) o yfou_av) (o ow

Ox A[aeraxj A(&szaxj ox A[&y Oxj A(@Z 5x)
ou Ov ov ov ow 0 ov ov ov ow

T l=[r.1=| L] =+ had V4 I aiais _[r1=| /| ¥ Y av /| &Y_ow

[ szm] [ S] A(ay +ax] ay A[az + ayj [Tann‘]_[Ta]_ A(ay +ax] ay A(ﬁz ay}

ou Oow ov ow ow
|V A B V4 B aiid o ou ow ov ow ow
A(GZ—FGJJ A(@z+8y] oz | %(g-‘_aj %(g-‘_a] oz
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ECUACION DE DESPLAZAMIENTO

La ecuacion de desplazamiento en funcién de los tensores simétrico y anti simétrico

o ] = [, ]+ [T“HXJJ"'[TSHXJ J|

I
(1) (2) (3)

—

(1) Representa una traslacion rigida del desplazamiento So 2 S ’

@]

— T
£ 1

(2) Representa una rotacion rigida del desplazamiento So a So

En un movimiento de rotacion la velocidad de un punto es:

v f)xF:(a)yz—a)Zy)f+(a)Zx—a)xz) j+(wxy—wyx)l€

- n n ~ szaJyZ—a)Zy
V=wi+w j+v:-k W=D X -z
z X

V=0, Y —@,X




ROTACION RIGIDA

El rotacional del campo vectorial de las velocidades es:

~.

S))

rotv =

<

Como las componentes del vector velocidad son:

Derivando estas componentes segln (1) nos queda:

Ovx

5 aVy

)
< \g)\ (N
< &)
[N
8)\ =~>

ov ~ ov
—— )i (D)) (— -
0z 0z Ox oy

V=0,2-0,y
W=w0,X—0.Z
=w.y— a)yx
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(1)

rot v=_2m, 1+ 20, j+20, k =2Q

El desplazamiento en un tiempo At S, = V.Af =Qx7 At = %VOt(ﬁ-At) Xr= %VOt(S) xr

El vector posicion es:

r=xi+yj+zk

Y el rotacional de el campo de desplazamientos S

rot§=

[ j k

o/ 8/ &
&x,%% A%
u A% w

ou ov Ou
ﬁ;—EgXI(F———ﬁ

ow Ov,_
(-]
oy Oz



ROTACION RIGIDA

rot S = (8_w —@)
oy

Entonces:

r:xi+yj+zk

S, z%rot(S)xr

El producto vectorial :

Es:

%rot(S)xr =

[
ow Ov
(—-—=) (
oy oz

X

+&-2)

j
Ou _ow
0z Ox

Y

Gk

k
) (@——)
x

z

Resuelto y expresado en forma matricial queda:

ov

i ou
N

SFX a
VA amis
?/(@+

En forma sub indicada resulta: [Sri] = [Ta “.XjJ

M(

ou
0z

ow
ox

ov ow

& _ov) x
I
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Este es el término (2) de la ecuaciéon de desplazamiento por lo tanto se concluye que este término (2) es

una rotacion rigida
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DEFORMACION EN EL PUNTO
En nuestra ecuacion: [ul] _ [uOi ] n [Ta].lxj J+ [TS]-lij
| - | | | |

(2) (3)

Consideraremos la traslacion y la rotacion rigida ya analizadas iguales a cero

oses [y, J+[lfx, |0

El término (3) lo llamaremos Oi deformacién del punto: [51] = []; ].lij

Es la aplicacion de un tensor simétrico sobre un vector posicion.
La aplicacién del tensor simétrico [Ts] sobre un vector posicion nos da el vector deformado

Aplicando [Ts] en particular sobre los versores de los ejes cartesianos:

Para el versor I (1,0,0) sobre el eje X

[#l=li+ 7] i

- _
1+8_
X7 1 x .
v |=l0|+[T].]0]= 1/2(@+?j I
21 |o 0 o
1/2(6_u+@j
i Oz Ox )|



Para el versorj (0,1,0) sobre el eje Y

L1=U+7 ]

x'.

l

1
Vi
z'

1

Para el versor k (0,0,0) sobre el eje Z

[ ]=[k]+[1]. %

X

Y,

z

0 0
=1 [+[].]1
0 0

0 0
=10|+[T].|0|=
1 1

l/z(av auj

12
Oy

3

_+_
ox Oz

Sq
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DISTORSION ANGULAR

El angulo inicial entre versores ortogonales es 90 grados.

Al deformarse como hemos visto el angulo entre ellos varia, a esta variacion angular la llamaremos
distorsion angular del punto.

X X il
ov o - 7 8x
ou - - / a—u
o / ox
! /
1 .r
1 ¢ / . 1 i
_]’ ou l .] a_u
oy ay
by Y j 2 Y
oy

La distorsion angular entre los dos versores se mide a través del coseno del angulo
i : T
comprendido entre ellos i'.Jj ou Ov

=—+
i, oy Ox

cos(p)=

-1




DISTORSION ANGULAR

De la misma manera se deduce la distorsion entre los otros ejes

_J'K :8v ow
cos()= " oy
COS( ): i'.k' :8u+8w

PI=Te " ez ox

La deformacion volumétrica

ou oOv ow
+—+
ox 0y Oz

Relacionando con el valor inicial:

V-v _Ou N ov ow Divergencia del campo vectorial

+ 2 div(S)

v ox Oy Oz de desplazamientos (escalar)
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DISTORSION ANGULAR

Resumiendo:
Todo punto de un sdlido deformable sometido a un estado tensional, esta sujeto a deformacion.

FILMINA 25.2

El cubo elemental (dx,dy,dz), representativo de un punto dentro del sélido deformable sufre
deformaciones longitudinales de las aristas y distorsiones angulares entre ellas.

___________

-
'J‘Sx

‘Gx

DEFORMACION
LONGITUDINAL

El tensor de deformacidn principal:

5]

g 0 0]
0 ¢ O
0 0 &

TXV___ o El estado de deformacion viene
Il expresado por el tensor simétrico de
xy/ deformacion:
' Tyx B ]
y (C;x ]/xy 7/XZ
* 5= e & %
DISTORSION
ANGULAR _7/zx Vo 6‘2_
ou,
Con g =—
OX;
P9\ ax,  ox /

En las direcciones principales solo existen
deformaciones longitudinales no existen distorsiones.

b

Y

im]:[TS]:
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RELACION ENTRE TENSION Y DEFORMACION

Hemos visto que el estado de tension y deformacion estan representados por magnitudes tensoriales
Se representa por 6 magnitudes escalares

Existe relacidon entre el tensor de deformacidn [5] y el tensor de tensiones [O]
El estado de deformacidn esta originado por el estado de tension

Cada una de las componentes del estado de deformacion es funcidn de las componentes del estado de
tension

Para un material isétropo las direcciones principales de las deformaciones expresadas por [0] coincide con
las direcciones principales del estado tensional dado por [C] '

Sea: c, 00 o, 0 0
[5]=|0 o, © [8]=]0 &, ©
0 0 o 0 0 3,

Se puede poner que: [6] = F[G] F es una funcion que vincula ambos estados

Para la representacion en las direcciones principales es: &= E(O‘1 o, 0'3)
& :Fz(o-l P! 0-3)

&3 :F3(O-1 O, 0-3)

Donde las Fi son funciones independientes de la base donde se representa y solo depende del
material y del esquema de fuerzas



FILMINA 27
LEY DE HOOKE

Las funciones que conectan las tensiones y deformaciones proviene de leyes experimentales
observables .

La ley de Hooke establece un relacion lineal entre tensidon y deformacion. Esta ley se cumple
en lo que definiremos como periodo de comportamiento elastico lineal del material.

Si Gesunatension ~ oomooo oo ooooooooooooooooooooooooooooo

1 |

| 1

Y € es la deformacion especifica debida a esa tensién | g=—" Deformacion especifica !

1 l |

1 |

: Relacién entre la deformaciéonen |

. . .7 1 . .7 . 1

Se establece la siguiente relacién: . __ ! una direcciény su longitud antes

E=0.0 , de la deformacion :

: Adimensional |

1 |

Donde O es un coeficiente de proporcionalidad | el '
Como en la practica O es muy pequefio se toma suinversa —=F E: modulo de deformacion longitudinal

a Unidad: €j Kg/cmZ (fuerza sobre superficie)

Entonces la relacién entre tension y deformacion viene expresada por

La siguiente expresion denominada ley de Hooke: o
E=—
E
De la misma manera se establece una relacidon de proporcionalidad entre las deformaciones r
transversales ( distorsiones angulares) y las tensiones tangenciales que las originan: V= E

G: médulo de deformacion transversal
Unidad: ej Kg/cm2 (fuerza sobre superficie)
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DILATACION TRANSVERSAL

Otro fendmeno observable y medible es la dilatacion transversal

Toda tensidn en una direccidon provoca una deformacion en esa direccién pero ademas una
deformacion en una direccion ortogonal a la de la tension dada.

Llamando €L a la deformacion especifica longitudinal ocurrida en la direccion de la tensidon actuante

Y €t a la deformacion especifica en la direccion ortogonal a la tensién actuante

Se establece la siguiente relacion: y7i =& Ox
&
e AL
+ A TAY
| |
)
N | [ G
Siendo: g =— | }
/ | I
At + I
g, = A T TAwp

Donde |l es el coeficiente de Poisson que relaciona la deformacién transversal con la deformacién longitudinal
Es un coeficiente adimensional que depende del material
Se puede utilizar su inversa:
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DEFORMACION VOLUMETRICA

Si sobre un punto hay actuando un estado de tensiones axiles Unicamente, y representando el punto a
través de un cubo unitario tenemos:

Siendo el volumen inicial Vi=1:
Vf = (1 + gx).(l + gy).(l + gz) =l+at+s+é&

AV =Vf-Vi=l+a+s+e-l=a+s5+¢&

AV
—=&6=&+t &+ &

Si el punto esta sometido a un sistema de tension esférico (presidon hidrostatica): o©c1=02=03=—p

Entonces: K& =—p- K: médulo de deformacidn volumétrica
Unidad: ej Kg/cm2
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LEY DE HOOKE GENERALIZADA

Las deformacidn longitudinal en euna direccidn, no es solo funcion de la tension en esa direccion, sino
tambien es funcion de las tensiones actuantes en la direccidon transversal en funcion de la ley de

dilatacion transversal a través del coeficiente de de Poisson LL

Sea un estado triple de tensiones axile-

loy

oy

g E
il
TGX Ox
,,,,, -
: r 1 £ ISXL/Z
Observando el esquema ‘ | Texs2 | i ——
| I ! | 1 I
G | | G o | | G | | 0
o [ ot e I
| I : | | |
| | ] semercngrmn sl
| I ! ! Ext/2
L __ i in/Z P 1 I&L/z i X
lGX J/Gx
Se deduce: E. =&, —&Er O sea que la deformacion especifica total en una direccidon se compone de la propia en

esa direccién menos la producida por la accidn transversal en la otra direccion
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LEY DE HOOKE GENERALIZADA

Utilizando la ley de Hooke ya vista y tenien !
presente lo ocurrente en las tres direccion Ox O
sistema _ _ Fm———— . E 1 Texy2
E, =& &y | | Lew2 : : I - Text/2
o | | | | T
& =—X \ | [ ' | |
L £ Oy i i Oy =3 i i _I_ Oy i i Oy
| | | | | |
o, +0, } } | | L J‘
e | | | | e
( E j L | iaxlz E 1 stL/z i "
o o, o. © o, +0, lGx Ox
E =—Q U U= ———
E E E FE E
Andlogamente:
& = O-y /J O-x +O_z
Y E E )
o o,t0
gz = z —ILI _x ¥y
E E

Sacando factor comun nos quedan la ley de Hooke generalizada para

sistemas triaxiales de tensiones: _
Sistema plano

1
& = E(Gx _“(Gy +°Z)) de tensiones:
1



RELACIONES ENTRE LAS CONSTANTES ELASTICAS
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Basandose en relaciones funcionales entre tensiones normales y tangenciales , podemos establecer
las siguientes formulas que ligan las constantes elasticas
Conociendo dos de ellas se pueden determinar las restantes:

EJEMPLOS DE CONSTANTES ELASTICAS DE MATERIALES

E
3(1-2p)

Madulo Elastico
Longitudinal: E

Modulo Elastico
Transversal: G

Coeficiente de

Modulo Elastico
Volumetrico: K

Material kg i ki e Poisson i e
Acero (Promedio) 2.10x10° 0.81x10° 0.30 1.00x10%
Aluminio 0.76x10° 0.28x10°% 0.36 0.40x10°
Bronce 1.10x10° 0.45x10° 0.22 0.47x10°
Hormigdn 0.20x10° 0.08x10° 0.20 0.08x10°




