ROTACION DE
CUERPOS RIGIDOS

= Todos los segmentos
del aspa de una hélice
en rotacion de un heli-
coptero tienen el mismo
valor de la velocidad y
aceleracién angulares?
En comparacién con
un segmento dado de
la aspa, {cuéntas veces
mayor sera la rapidez
lineal de un segundo
segmento si se duplica
su distancia con
respecto al eje de
rotacion? (Cuantas
veces mayor sera su
aceleracion lineal?

° ué tienen en comun los movimientos de un disco compacto, una rueda

(’ de la fortuna (sillas voladoras), una sierra circular y un ventilador de

techo? Ninguno puede representarse adecuadamente como un punto en

movimiento; todos implican un cuerpo que gira sobre un eje que esta fijo en algin
marco de referencia inercial.

La rotacién se da en todos los niveles, desde el movimiento de los electrones en
los dtomos hasta los movimientos de las galaxias enteras. Necesitamos desarrollar
métodos generales para analizar el movimiento de un cuerpo en rotacion. En este ca-
pitulo y en el siguiente consideraremos los cuerpos con tamafio y forma definidos
que, en general, pueden tener movimiento rotacional ademas de traslacional.

Los cuerpos reales llegan a ser muy complejos; las fuerzas que actian sobre ellos
pueden deformarlos: estirarlos, torcerlos y aplastarlos. Por el momento ignoraremos
tales deformaciones y supondremos que el cuerpo tiene forma y tamaifio perfectamen-
te definidos e inmutables. Llamamos a este modelo idealizado cuerpo rigido. Este
capitulo y el siguiente tratan principalmente del movimiento rotacional de un cuerpo
rigido.

Comenzaremos con el lenguaje de la cinematica para describir el movimiento ro-
tacional. Luego veremos la energia cinética de la rotacion, la clave para usar los mé-
todos de energia en el movimiento rotacional. En el capitulo 10 deduciremos los
principios dindmicos que relacionan las fuerzas sobre un cuerpo con su movimiento
rotacional.

9.1 Velocidad y aceleracion angulares

Al analizar el movimiento rotacional, pensemos primero en un cuerpo rigido que gira
sobre un eje fijo, es decir, un eje que esta en reposo en algiin marco de referencia iner-
cial y no cambia de direccion relativa al marco. El cuerpo podria ser una flecha de
motor, un trozo de asado en una brocheta o un carrusel.

La figura 9.1 muestra un cuerpo rigido (en este caso, la aguja indicadora de un ve-
locimetro) que gira sobre un eje fijo, el cual pasa por el punto O y es perpendicular al

METAS DE
APRENDIZAJE

Al estudiar este capitulo,
usted aprenderd:

Cdémo describir la rotacion de
un cuerpo rigido en términos
de coordenada angular, velocidad
angular y aceleracion angular.

Cdémo analizar la rotacion de un
cuerpo rigido cuando la aceleracién
angular es constante.

Cdémo relacionar la rotacion de
un cuerpo rigido con la velocidad
y la aceleracion lineales de un
punto en el cuerpo.

El significado del momento de
inercia del cuerpo en torno a
un eje y como se relaciona con
la energfa cinética rotacional.

Cémo calcular el momento
de inercia de varios cuerpos.

9.1 Aguja de velocimetro (un ejemplo de
cuerpo rigido) que gira en sentido antiho-
rario sobre un eje fijo.

~

\

~..  Direccién

El dngulo 0 desde

el eje +x especifica
la posicién rotacional
de la aguja.

\
y

de giro de
la aguja

El eje de rotacion pasa por el origen
y apunta hacia fuera de la pagina.
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9.2 Medicion de dngulos en radianes.

a)
Un radidn es el angulo
enelcualelarcos oy

tiene la misma longitud
que el radio r.

b)

Un dngulo 6 en
radianes es la razén de
la longitud del arco s
y el radio r.

CAPITULO 9 Rotacién de cuerpos rigidos

plano del diagrama, que 1llamamos plano xy. Una forma de describir la rotacion de es-
te cuerpo seria elegir un punto especifico P del cuerpo y seguir la pista a sus coorde-
nadas x y y. Este método no es el mds conveniente, pues requiere dos nimeros (las
dos coordenadas) para especificar la posicion rotacional del cuerpo. En vez de ello,
observamos que la linea OP esta fija en el cuerpo y gira con €l. El dngulo 6 que esta
linea forma con el eje +x describe la posicién rotacional del cuerpo; usaremos sélo
esta cantidad 6§ como coordenada de rotacion.

La coordenada angular 6 de un cuerpo rigido que gira sobre un eje fijo puede ser
positiva o negativa. Si hacemos que los dngulos positivos se midan en sentido antiho-
rario desde el eje +x, entonces el dngulo 6 en la figura 9.1 es positivo. En cambio, si
elegimos la direccién horaria como la rotacién positiva, 6 serd negativo en la figura
9.1. Cuando consideramos el movimiento rectilineo de una particula, fue indispensa-
ble especificar la direccion del desplazamiento positivo sobre esa linea; al analizar
la rotacién sobre un eje fijo, es igualmente indispensable especificar la direccién de
rotacion positiva.

Al describir un movimiento rotacional, la forma mds natural de medir el 4ngulo 0
no es en grados, sino en radianes. Como se muestra en la figura 9.2a, un radian
(1 rad) es el angulo subtendido en el centro de un circulo por un arco cuya longi-
tud es igual al radio del circulo. En la figura 9.2b, un dngulo 6 es subtendido por
un arco de longitud s en un circulo de radio r. El valor de 6 (en radianes) es igual
a s entre r:

0=>" obien, s=r (0.1)

Un dngulo en radianes es la razén de dos longitudes, asi que es un nimero puro, sin
dimensiones. Sis = 3.0 my r = 2.0 m, entonces § = 1.5, pero a menudo escribi-
remos esto como 1.5 rad para distinguirlo de un dngulo medido en grados o revo-
luciones.

La circunferencia de un circulo (es decir, la longitud del arco que rodea el circulo)
es 2 veces el radio, asi que hay 27 (unos 6.283) radianes en una revolucién com-
pleta (360°). Por lo tanto,

o

lrad = ﬂ = 57.3°
2

Asimismo, 180° = 7 rad, 90° = /2 rad, etcétera. Si insistiéramos en medir 6 en
grados, tendriamos que haber incluido un factor mds (277/360) en el lado derecho de
s = rB en la ecuacién (9.1). Al medir dngulos en radianes, mantenemos la relacién
entre el dngulo y la distancia a lo largo de un arco lo mas sencilla posible.

Velocidad angular

La coordenada 6 de la figura 9.1 especifica la posiciéon rotacional de un cuerpo rigido
en un instante dado. Podemos describir el movimiento rotacional del cuerpo en térmi-
nos de la razén de cambio de 6, de forma andloga a como describimos el movimiento
rectilineo en el capitulo 2. En la figura 9.3a una linea de referencia OP en un cuerpo
que gira forma un angulo 6, con el eje +x en el instante 7, En un instante posterior 7,,
el angulo cambi6 a 6,. Definimos la velocidad angular media w,,.,.. (con la letra
griega omega) del cuerpo en el intervalo At = t, — 1, como la razén del desplaza-
miento angular A = 6, — 0, en Ar:

o _0=06 A6 (9.2)
meds T — 1 At '



a) b)

Desplazamiento angular
y A0 de la aguja giratoria
durante un tiempo Az:

AD =6, - 6,

Direccién
de rotacion

El subindice z indica que el cuerpo de la figura 9.3a esta girando en torno al eje z,
que es perpendicular al plano del diagrama. La velocidad angular instantidnea w.
es el limite de w,,.q.. cuando At tiende a cero, es decir, la derivada de 6 con respecto
at

w. = lim ﬁ = Cd (definicién de velocidad angular) (9.3)
AP0 A dt

Cuando nos referimos simplemente a “velocidad angular” hablamos de la velocidad

angular instantdnea, no de la velocidad angular media.

La velocidad angular w_ puede ser positiva o negativa, dependiendo de la direc-
cion en que gire el cuerpo rigido (figura 9.4). La rapidez angular w, que usaremos
mucho en las secciones 9.3 y 9.4, es la magnitud de la velocidad angular. Al igual que
la rapidez ordinaria (lineal) v, la rapidez angular nunca es negativa.

CUIDADO Velocidad angular contra velocidad lineal Tenga presente la distincién en-
tre velocidad angular w_ y velocidad ordinaria, o velocidad lineal, v, (véase la seccioén 2.2). Si
un objeto tiene una velocidad v,, el objeto en su totalidad se mueve a lo largo del eje x. En con-
traste, si un objeto tiene una velocidad angular w, estd girando en torno al eje z. No quiere decir
que el objeto se mueve a lo largo del eje z.

Diferentes puntos de un cuerpo rigido en rotacién recorren diferentes distancias en
un tiempo dado, dependiendo de la distancia con respecto al eje de rotacién. No obs-
tante, dado que el cuerpo es rigido, todos los puntos giran el mismo angulo en el mis-
mo tiempo (figura 9.3b). Por lo tanto, en cualquier instante, todas las partes de un
cuerpo rigido en rotacion tienen la misma velocidad angular. La velocidad angular
es positiva si el cuerpo gira en la direccion de 6 creciente, y negativa si lo hace en la
direccion de 6 decreciente.

Si el dngulo de 6 esta en radianes, la unidad de velocidad angular es el radian
por segundo (rad/s). Suelen usarse otras unidades, como revoluciones por minuto
(rev/min o rpm). Puesto que 1 rev = 27 rad, dos conversiones ttiles son

1 rev/s = 27 rad/s y 1 rev/min = 1 rpm = %rad/s

Es decir, 1 rad/s es alrededor de 10 rpm.
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9.3 a) Desplazamiento angular A6 de
un cuerpo en rotacién. b) Cada parte
de un cuerpo rigido en rotacién tiene
la misma velocidad angular AG/Ar.

9.4 La velocidad angular media de un
cuerpo rigido (que aqui se muestra) y la
velocidad angular instantdnea pueden
ser positivas o negativas.

Rotacién positiva en  Rotacién negativa
sentido antihorario:  en sentido horario:
A6 > 0, asi que A < 0, asi que

12 =A)/Ar>0 o = AG/Ar <0

med-z med-z

El eje de rotacion (eje z) pasa por el origen
y apunta hacia el exterior de la pagina.
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SRS Calculo de la velocidad angular

El volante de un automovil prototipo se somete a prueba. La posicion
angular 6 del volante estd dada por

0 = (2.0rad/s*)F

El didmetro del volante es de 0.36 m. a) Calcule el dngulo 6, en ra-
dianes y en grados, en r;, = 2.0 sy , = 5.0 s. b) Calcule la distancia
que recorre una particula en el borde durante ese intervalo. ¢) Calcu-
le la velocidad angular media, en rad/s y en rev/min (rpm), entre
t; = 20 syt =150 s. d) Calcule la velocidad angular instantdnea
alt=1=50s.

IDENTIFICAR: Necesitamos calcular los valores 6, y 6, de la posi-
cién angular en los instantes #, y #,, el desplazamiento angular A6 en-
tre ¢, y t,, la distancia recorrida y la velocidad angular media entre 7,
y t5, y la velocidad angular instantdnea en t,.

PLANTEAR: Nos dan la posicién angular 6 en funcion del tiempo. Por
lo tanto, es facil obtener las dos primeras incognitas, los valores 6, y
0,; el desplazamiento angular A6 es la diferencia entre 6, y 6,. Con A
calcularemos la distancia y la velocidad angular media empleando las
ecuaciones (9.1) y (9.2), respectivamente. Para calcular la velocidad
angular instantdnea, derivaremos 6 con respecto al tiempo, como en la
ecuacion (9.3).

EJECUTAR: a) Sustituimos los valores de 7 en la ecuacién dada:

0, = (2.0rad[s*) (2.05)% = 16 rad

360°
= (16rad) = 920°
27 rad

6, = (2.0rad[s*) (5.05)* = 250 rad

o

= (250 rad) 360

= 14,000°
27 rad

b) El volante tiene un desplazamiento angular de A0 = 6, — 6, =
250 rad — 16 rad = 234 rad. El radio r es 0.18 m (la mitad del didme-
tro). La ecuacion (9.1) da

s=r0 = (0.18m)(234rad) =42m

Para usar la ecuacién (9.1), el angulo debe expresarse en radianes.

Omitimos “radianes” de la unidad de s porque 6 en realidad es un nd-

mero adimensional; s es una distancia y se mide en metros, igual que r.
¢) En la ecuacion (9.2) tenemos

0, — 6, 250rad — 16rad 78 d/
Opedz = = = 78 rad/s
medE T — 1 50s —20s
d\( 1 60
= (78 g)(ﬂ)( S ) = 740 rev/min
s J\27r rad/\ 1 min

d) Usamos la ecuacion (9.3):

o d 5 B 13
w, == E[(ZO rad/s*)7] = (2.0 rad/s?) (34)

= (6.0 rad/s*)?
Enelinstante t = 5.0 s,
w, = (6.0rad[s*) (5.05)% = 150 rad/s

EVALUAR: Nuestro resultado en el inciso d) muestra que w, es propor-
cional a 7y, por lo tanto, aumenta con el tiempo. Nuestros resultados
numéricos son congruentes con este resultado: la velocidad angular
instantdnea de 150 rad/s en t = 5.0 s es mayor que la velocidad angu-
lar media de 78 rad/s para el intervalo de 3.0 s previo a ese instante (de
t,=20sat,=50s).

Velocidad angular como un vector

Como hemos visto, nuestra notacion para la velocidad angular w. en torno al eje z re-
cuerda la notacién v,, para la velocidad ordinaria a lo largo del eje x (véase la seccién
2.2). Asf como v, es la componente x del vector de velocidad U, w, es la componente z
de un vector de velocidad angular ¢ dirigido a lo largo del eje de rotacién. Como

9.5 a) Regla de la mano derecha para de- a)
terminar la direccion del vector de veloci-

dad angular . Si se invierte el sentido de

la rotacién, se invierte la direccién de @.

b) El signo de w. de la rotacién a lo largo

del eje z.

N
] ... el pulgar derecho
apunta en la 1

direccién de @.

Si usted dobla
los dedos de su
mano derecha
en la direccion
de la rotacion ...

b)

@ apunta en
la direccién —z.
w, <0

@ apunta en
la direccién +z:
w,>0

2




muestra la figura 9.5a, la direccién de @ estd dada por la regla de la mano derecha que
empleamos al definir el producto vectorial en la seccién 1.10. Si la rotacién es sobre
el eje z, @ sélo tiene componente z, la cual es positiva si @ apunta en la direccién +z
y negativa si @ apunta en la direccién —z (figura 9.5b).

La formulacion vectorial tiene especial utilidad en situaciones donde cambia la
direccion del eje de rotaciéon. Examinaremos brevemente tales situaciones al final del
capitulo 10. En este capitulo, sin embargo, sélo consideraremos situaciones en las
que el eje de rotacion es fijo. Por lo tanto, en el resto del capitulo, el término “veloci-
dad angular” se referird a w,, la componente del vector de velocidad angular & a lo
largo del eje.

Aceleracion angular

Si cambia la velocidad angular de un cuerpo rigido, tiene una aceleracion angular.
Cuando una persona pedalea una bicicleta con mds vigor para hacer que las ruedas
giren mds rdpidamente, o aplica los frenos para detener las ruedas, se produce una
aceleracion angular sobre éstas. También se produce una aceleracién angular cuando
alteramos la rapidez de rotacién de una pieza giratoria de una maquinaria, como el
cigiiefial del motor de un automovil.

Si w,. y w,. son las velocidades angulares instantdneas en ¢, y t,, definimos la ace-
leracion angular media «,,,... en el intervalo Ar = 1, — ¢, como el cambio de la velo-
cidad angular dividido entre Az (figura 9.6):

Wy, — Wy sz

Oy = — = —— (9.4)
med= T — g At

La aceleracion angular instantanea «. es el limite de a4, cuando At — 0:

Aw, do,
= Alfglo E = 7 (definicion de aceleracion angular) (9.5)

@

La unidad que se suele utilizar para la aceleracion angular es el radian por segundo
por segundo (rad/s”). De ahora en adelante, emplearemos el término “aceleracién an-
gular” para referirnos a la aceleracion angular instantdnea, no a la aceleracion angular
media.

Dado que w_, = df/dt, también podemos expresar la aceleracién angular como la
segunda derivada de la coordenada angular:

_ddo_do

, = = 9.6
% dt dt  d4¢ ©.6)

Seguramente el lector ya se percaté de que estamos usando letras griegas para
las cantidades de la cinemadtica angular: 6 para la posicion, w, para la velocidad y «,
para la aceleracién angulares. Estas son andlogas a x para la posicién, v, para la velo-
cidad y a, para la aceleracion, respectivamente, en el movimiento rectilineo. En am-
bos casos, la velocidad es la razén de cambio de la posicion con respecto al tiempo;
en tanto que la aceleracion es la razén de cambio de la velocidad con respecto al
tiempo. A veces, usaremos los términos velocidad lineal y aceleracion lineal para re-
ferirnos a las cantidades que ya definimos en los capitulos 2 y 3, haciendo una distin-
cién clara entre éstas y las cantidades angulares presentadas en este capitulo.

En el movimiento rotacional, si la aceleracion angular e, es positiva, aumenta la
velocidad angular w_; si «. es negativa, w. disminuye. La rotacion se estd aceleran-
do si a. y w. tienen el mismo signo, y frendndose si tienen signos opuestos. (Estas
relaciones son idénticas a las que existen entre la aceleracion lineal a, y la veloci-
dad lineal v, en el movimiento rectilineo; véase la seccion 2.3.)
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9.6 Cilculo de la aceleracion angular me-
dia de un cuerpo rigido que gira.

La aceleracion angular media es el cambio en
velocidad angular dividido entre el tiempo:

PXmed-z —
),

V-

P

En t,

W — @iz

Iy =1

>

Aw,
T TAr

W

PN

P

Ent,
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FE0LVEMEE Calculo de la aceleracién angular

En el ejemplo 9.1, vimos que la velocidad angular instantinea w, del
volante en cualquier instante 7 estd dada por

w, = (6.0rad[s*)7

a) Calcule la aceleracién angular media entre t;, = 2.0 sy f, = 5.0 s.
b) Calcule la aceleracion angular instantanea en el instante 7, = 5.0 s.

IDENTIFICAR: Este ejemplo requiere las definiciones de aceleracion
angular media a,,.q. y aceleracién angular instantdnea a..

PLANTEAR: Usaremos las ecuaciones (9.4) y (9.5) para obtener el va-
lor de a4 entre ¢, y 1,, asi como el valor de a.en t = 1.

EJECUTAR: a) Los valores de w. en los dos instantes son

Por la ecuacion (9.4), la aceleracion angular media es

150 rad/s — 24 rad/s
=— 0 — 42rad/s?
505 — 205 rads
b) Por la ecuacién (9.5), la aceleracién angular instantdnea en cual-

quier instante ¢ es

Xed-z

— dw — d 3 t2 — 3
a == E[(6.0rad/s ) ()] = (6.0rad[s) (2r)

= (12 rad/s)t

En el instante t = 5.0 s,
a, = (12rad[s*) (5.0 s) = 60 rad/s’

EVALUAR: Observe que la aceleracién angular no es constante en esta
situacion. La velocidad angular w, siempre aumenta porque ¢, siempre

oy, = (6.0rad[s*) (2.05)2
w,, = (6.01ad[s*) (5.05)% =

24 rad/[s
150 rad/s

es positiva; ademds, la razén con que aumenta la velocidad angular
también estd creciendo, ya que «, aumenta con el tiempo.

9.7 Cuando el eje de rotacion es fijo, los
vectores de aceleracion angular y veloci-
dad angular estdn sobre ese eje.

Aceleracion angular como un vector

Asi como hicimos con la velocidad angular, resulta util definir un vector de acelera-

.z — 2ot — . .
ci6én angular @. Matemadticamente, e es la derivada con respecto al tiempo del vector

travia: La rotaci6 de velocidad angular . Si el objeto gira en torno al eje 7 fijo, @ sélo tiene componen-

contraria: L.a rotacion . . .
se frena te z; la cantidad «, es precisamente esa componente. En este caso, & apunta en la mis-
| | ma direccién que @ si la rotacién se estd acelerando, y en la direccién opuesta si se
estd frenando (figura 9.7).

s t PR l

o o

o . S . .
«a y o en la misma a 'y o en la direccién
direccién: La rotacion

se acelera.

El vector de aceleracion angular nos serd muy util en el capitulo 10 cuando vea-
mos lo que sucede cuando el eje de rotacion puede cambiar de direccién. En este
capitulo el eje de rotacién siempre estard fijo y sélo necesitaremos usar la compo-
nente z: «..

gl
gl

Evaliie su comprension de la seccion 9.1

La figura muestra una grafica de w. y a. contra el tiempo
para un cuerpo giratorio especifico. a) ;En qué instantes
la rotacion se acelera? i) 0 <t <2s;ii)2s <t <4s;
iii) 4 s <t < 6 s. b) (En qué instantes la rotacion se frena?
D0<t<2s;ii)2s<1<4s;iii)ds<5<6s.

9.2 Rotacion con aceleracion
angular constante

En el capitulo 2, vimos que el movimiento rectilineo es muy sencillo cuando la ace-
leracion es constante. Lo mismo sucede con el movimiento rotacional sobre un eje
fijo. Si la aceleracion angular es constante, podemos deducir ecuaciones para la ve-
locidad y la posicién angulares siguiendo el mismo procedimiento que usamos para
el movimiento rectilineo en la seccién 2.4. De hecho, las ecuaciones que vamos a
deducir son idénticas a las ecuaciones (2.8), (2.12), (2.13) y (2.14), si sustituimos x
por 6, v, por w. y a,por c.. Sugerimos repasar la seccion 2.4 antes de continuar.

Sea w,. la velocidad angular de un cuerpo rigido en t = 0 y sea w. su velocidad
angular en cualquier instante posterior 7. La aceleracién angular «. es constante e



9.2 Rotacion con aceleracidn angular constante

igual al valor medio en cualquier intervalo. Usando la ecuacion (9.4) en el intervalo
de 0 a 7, tenemos

w; — Wy,

o, = ﬁ, es decm

w, = w,, T at (s6lo aceleracién angular constante) 9.7)

El producto «.f es el cambio total de w, entre r = 0 y el instante posterior #; 1a veloci-

dad angular w, en el instante 7 es la suma del valor inicial w,.y este cambio total.
Con aceleracién angular constante, la velocidad angular cambia a una razén uni-

forme, asi que su valor medio entre 0 y ¢ es la media de los valores inicial y final:

W), T o,
WOmed-z = (9-8)

2
También sabemos que w,,.q... es el desplazamiento angular total (6 — 6,) dividido en-
tre el intervalo de tiempo (¢ — 0):

60— 0
Wmed-; = ;- 00 (99)

Si igualamos las ecuaciones (9.8) y (9.9), y multiplicamos el resultado por ¢, obte-
nemos

1
0—6,= E(wOZ + )t (s6lo aceleracion angular constante)  (9.10)

Para obtener una relacion entre 6 y ¢ que no incluya a w., sustituimos la ecuacién (9.7)
en la ecuacién (9.10):

1
0—6,= E[(qu + (@, + at) ]t o bien,

1
0 =10, + w,t+ 5%’2 (s6lo aceleracion angular constante) — (9.11)

Es decir, si en el tiempo inicial # = 0 el cuerpo tiene una posicion angular 6,y una ve-
locidad angular w,,, entonces su posicién angular 6 en cualquier instante posterior ¢
serd la suma de tres términos: su posicion angular inicial 6, mas la rotacion w,,t que
tendria si la velocidad angular fuera constante, mas una rotacion adicional %azzt2 cau-
sada por el cambio en la velocidad angular.

Siguiendo el mismo procedimiento que para el movimiento rectilineo de la sec-
cién 2.4, combinamos las ecuaciones (9.7) y (9.11) para obtener una relacién entre
6y w, que no contenga ¢. Lo invitamos a efectuarlo, siguiendo el procedimiento que
empleamos para obtener la ecuacién (2.13). (Véase el ejercicio 9.12.) De hecho,
dada la analogia perfecta entre las cantidades rectilineas y rotacionales, podemos
tomar la ecuacién (2.13) y sustituir cada cantidad rectilinea por su contraparte rota-
cional. Asi que,

0? = 0,2 + 2a.(0 — 0,) (s6lo aceleracién angular constante) (9.12)

CUIDADO  Aceleracion angular constante Tenga presente que estos resultados son vé-
lidos sdlo si la aceleracion angular «_es constante; no trate de aplicarlos a problemas donde o,
no sea constante. En la tabla 9.1 se muestra la analogfa entre las ecuaciones (9.7), (9.10), (9.11)
y (9.12), para rotacién sobre un eje fijo y aceleracién angular constante, y las ecuaciones corres-
pondientes para el movimiento rectilineo con aceleracion lineal constante.
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Tabla 9.1 Comparacion del movimiento lineal y angular con aceleracién constante

Movimiento rectilineo con
aceleracion lineal constante

a, = constante
U, = Uy, t a it

1
X =Xy + vgt + Ea)(t2

v2 =0, + 2a.(x — x,)

1
X = X = E(Ux + vo,)1

Rotacion sobre un eje fijo con
aceleracion angular constante

@, = constante

w, = o), + a,t

LI
0 =0y + w,t + Ea:t
02 = o2 + 2a,(0 ~ 6,)

1
0 — 6, =< (w, + o)t
5\ 3

FEuIVERRE Rotacion con aceleracion angular constante

Imagine que usted acaba de ver una pelicula en DVD y el disco se
estd deteniendo. La velocidad angular del disco en r = 0 es de
27.5 rad/s y su aceleracién angular constante es de —10.0 rad/s’.
Una linea PQ en la superficie del disco estd a lo largo del eje +x
en t = 0 (figura 9.8). a) ;Qué velocidad angular tiene el disco en
t = 0.3 s? b) {Qué angulo forma la linea PQ con el eje +x en ese
instante?

IDENTIFICAR: La aceleraci6n angular del disco es constante, asi que
podemos usar cualquiera de las ecuaciones que dedujimos en esta sec-
cién. Las incdgnitas son la velocidad angular y el desplazamiento an-
gularen z = 0.300 s.

PLANTEAR: Nos dan la velocidad angular inicial w,, = 27.5 rad/s, el
angulo inicial 6, = 0 entre la linea PQ y el eje +x, la aceleracién an-
gular a. = —10.0 rad/s” y el tiempo ¢ = 0.300 s. Con esta informacién,

9.8 Lalinea PQ sobre un disco DVD que giraen ¢t = 0.

y Direccién
de rotacion

Evaliie su comprension de la seccion 9.2  Suponga que el DVD del ejemplo
9.3 originalmente estaba girando al doble de la tasa (55.0 rad/s en vez de 27.5 rad/s) y

lo mas fécil es usar las ecuaciones (9.7) y (9.11) para obtener las in-
cognitas w_, y 0, respectivamente.

EJECUTAR: a) Por la ecuacién (9.7), en t = 0.300 s tenemos

©, = wy, + a = 27.5rad[s + (—10.0 rad/s?) (0.300s)
= 245 rad[s

b) Por la ecuacién (9.11),
1
0 =0y + vt + Eazt2

1
=0+ (27.5rad[s)(0.300s) + 5(710.0 rad/s?) (0.300 5)?

1 rev
= 7.80rad = 7.80 rad (
21r

) = 1.24 rev
rad

El DVD ha girado una revolucién completa mas 0.24 de revolucién,
es decir, un dngulo adicional de (0.24 rev) (360°/rev) = 87°. Por lo
tanto, la linea PQ forma un dngulo de 87° con el eje +x.

EVALUAR: Nuestra respuesta al inciso a) nos indica que disminuyé la
velocidad angular, lo cual es natural dado que «. es negativa. También
podemos usar el valor de w_, que obtuvimos en el inciso a) para com-
probar nuestro resultado 6 del inciso b). Para ello, despejamos el dngu-
lo 6 de la ecuacion (9.12), w? = wy? + 2a.(0 — 6,),

wzz - w0z2)

0=0,+
0 2a,

24.5radfs)? — (27.5rad[s)?
=0+( /) ( /)=7.80rad
2(—10.0 rad/s?)

Esto coincide con el resultado que obtuvimos antes.

@

que frend al doble de la tasa (—20.0 rad/s2 en vez de —10.0 rad/sZ). a) En comparacién

con la situacién del ejemplo 9.3, ;cudnto tiempo le tomaria al DVD llegar al reposo?

i) la misma cantidad de tiempos; ii) el doble de tiempo: iii) 4 veces mds tiempo iv) 3 del tiempo;
v) § del tiempo. b) En comparacién con la situacién del ejemplo 9.3, ;cudntas revoluciones
girarfa el DVD antes de detenerse? i) el mismo nimero de revoluciones; ii) el doble de
revoluciones; iii) 4 veces mds revoluciones; iv) % de las revoluciones; v) % de las revoluciones.
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9.3 Relacion entre cinematica lineal y angular

;Como obtenemos la velocidad y aceleracién lineales de un punto dado de un cuerpo
rigido en rotacién? Necesitamos la respuesta para continuar con nuestro estudio de la
rotacion. Para obtener la energia cinética de un cuerpo en rotacion, por ejemplo, de-
bemos partir de K = %mv2 para una particula, y esto requiere conocer v para cada
particula del cuerpo. Por lo tanto, vale la pena deducir relaciones generales entre la
velocidad y aceleracion angulares de un cuerpo rigido que gira sobre un eje fijo, y
la velocidad y aceleracion lineales de un punto o particula especificos del cuerpo.

Rapidez lineal en la rotacion de un cuerpo rigido

Cuando un cuerpo rigido gira sobre un eje fijo, todas sus particulas se mueven en una
trayectoria circular. El circulo yace en un plano perpendicular al eje y esta centrado
en el eje. La rapidez de una particula es directamente proporcional a la velocidad an-
gular del cuerpo; cuanto mas rapidamente gire el cuerpo, mayor serd la rapidez de ca-
da particula. En la figura 9.9, el punto P estd a una distancia constante r del eje de
rotacion, asi que se mueve en un circulo de radio . En cualquier instante, el dngulo 0
(en rad) y la longitud de arco s estan relacionadas por

s =10

Derivamos esto con respecto al tiempo, observando que r es constante para una particu-
la especifica, y obtenemos el valor absoluto de ambos lados:

ds
dt

do
dt

=r

Ahora, |ds/dt| es el valor absoluto de la razén de cambio de la longitud de arco, que
es igual a la rapidez lineal instantanea v de la particula. De manera analoga, |d6/dt|, es
el valor absoluto de la razén de cambio del dngulo, que es la rapidez angular instan-
tdnea w, es decir, la magnitud de la velocidad angular instanténea en rad/s. Asf,

v = ro (relacion entre rapideces lineal y angular) (9.13)

Cuanto mas lejos del eje esté del eje un punto, mayor sera su rapidez lineal. La
direccion del vector de velocidad lineal es siempre tangente a la trayectoria circular
(figura 9.9).

CUIDADO Rapidez contra velocidad Tenga presente la distincién entre las rapideces li-
neal y angular v y w (que aparecen en la ecuacién (9.13) y las velocidades lineal y angular v, y
w.. Las cantidades sin subindices, v y w, nunca son negativas; son las magnitudes de los vecto-
res U y @, respectivamente, y sus valores sélo nos dicen con qué rapidez se estd moviendo la
particula (v) o qué tan rdpido estd girando (w). Las cantidades correspondientes con subindice,
v, y w,, pueden ser positivas o negativas; su signo indica la direcciéon del movimiento.

Aceleracion lineal en la rotacion de un cuerpo rigido

Podemos representar la aceleracién de una particula que se mueve en un circulo en
términos de sus componentes centripeta y tangencial, a,.4 ¥ d,, (figura 9.10), como
hicimos en la seccién 3.4. Le recomendamos repasar esa seccion ahora. Vimos que
la componente tangencial de aceleracion a,,, la componente paralela a la veloci-
dad instantdnea, actia cambiando la magnitud de la velocidad de la particula (su ra-
pidez) y es igual a la razén de cambio de la rapidez. Derivando la ecuacién (9.13),
obtenemos

_ _ _ (aceleracion tangencial de un
Q= =r—_-=ra . (9.14)
dt dt punto en un cuerpo en rotacion)

9.9 Cuerpo rigido que gira sobre un eje
fijo que pasa por el punto O.

La distancia que recorre el punto P del
cuerpo (el dngulo 6 estd en radianes).

La rapidez lineal del punto P :
(rapidez angular w estd en rud/s)
y K H

4
,/ Circulo seguido
7 por el punto P

9.10 Cuerpo rigido cuya rotacion esta
acelerando. La aceleracién del punto P
tiene una componente a,,4 hacia el eje
de rotacién (perpendicular a ¥) y una
componente a,,, a lo largo del circulo

. N
que sigue el punto P (paralela a U).

Componentes de aceleracion radial y tangencial:

® g = w?res la aceleracién centripeta del punto P.
* ay,, = rasignifica que la rotacion de P estd
acelerando (el cuerpo tiene aceleracién angular).

y =
Ay = Tt
“ —t==x7 v =rw
~ - =
Pt PN
// // a AN,
’ — ™ %] P
7/ Aceleracién| "\
. N
/ lineal del S Qg = 71
1 punto P
1 r s
1 0
! x
- -
\ o 1
\ /
\ /
\
\ /
\ ,
N ,
N
N e
~ -
\\ -
~< - 7
i )
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9.11 Al relacionar cantidades lineales
y angulares, utilice siempre radianes.

y

En cualquier ecuacion que relacione
cantidades lineales con cantidades
angulares, los dngulos se deberdn
expresar en radianes ...
iCORRECTO!»> s = (7[3)r
... nunca en grados ni revoluciones.
. 2
INCORRECTO > s = 60r

Esta componente de la aceleracion de una particula siempre es tangente a la trayecto-
ria circular de la particula.

La cantidad a = dw/dt de la ecuacioén (9.14) es la razén de cambio de la rapidez
angular. No es idéntica a @, = do,/dt, que es la razén de cambio de la velocidad an-
gular. Por ejemplo, consideremos un cuerpo que gira de modo que su vector de velo-
cidad angular apunta en la direccion —z (figura 9.5b). Si la rapidez angular del
cuerpo estd aumentando a razén de 10 rad/s por segundo, entonces & = 10 rad/s”.
Sin embargo, w, es negativa y se estd volviendo mds negativa a medida que la rota-
cion se acelera, asi que a. = —10 rad/s”. La regla para la rotacién en torno a un eje
fijo es que « es igual a «, si w, es positiva e igual a —a, si w, es negativa.

La componente de la aceleracion de la particula que esta dirigida hacia el eje ?
de rotacién, la componente centripeta de aceleracion a,,,, estd asociada conel *
cambio de direccion de la velocidad de la particula. En la seccion 3.4 dedujimos la re-
lacién a,,q = v*/r. Podemos expresar esto en términos de w usando la ecuacién (9.13):

v 2 (aceleracion centripeta de un

punto de un cuerpo en rotacion) &)

Esto se cumple en todo instante aun si w y v no son constantes. La componente cen-
tripeta siempre apunta hacia el eje de rotacion.

La suma vectorial de las componentes centripeta y tangencial de la aceleracion de
una particula en un cuerpo en rotacién es la aceleracién lineal @ (figura 9.10).

CUIDADO Utilice angulos en radianes en todas las ecuaciones Es importante recor-
dar que la ecuacion (9.1), s = r0, es viélida sdlo si 6 se mide en radianes. Lo mismo sucede
con todas las ecuaciones derivadas de ella, incluidas las ecuaciones (9.13), (9.14) y (9.15).
Al usar estas ecuaciones, debemos expresar los angulos en radianes, no revoluciones ni grados
(figura 9.11).

Las ecuaciones (9.1), (9.13) y (9.14) también son vdlidas para cualquier particu-
la que tenga la misma velocidad tangencial que un punto de un cuerpo rigido en
rotacién. Por ejemplo, si una cuerda enrollada en un cilindro se desenrolla sin
estirarse ni deslizarse, su rapidez y aceleracion en cualquier instante son iguales
a la rapidez y aceleracion tangencial del punto en el cual es tangente al cilindro.
El mismo principio se aplica a las cadenas y ruedas dentadas de una bicicleta, a
correas y poleas que giran sin deslizarse, etcétera. Mds adelante en este capitulo y
en el capitulo 10, tendremos varias oportunidades de usar estas relaciones. Cabe
seflalar que la ecuacién (9.15) para la componente centripeta a,,4 es aplicable a la
cuerda o cadena sdlo en los puntos de contacto con el cilindro o la rueda. Los de-
mas puntos no tienen la misma aceleracién hacia el centro del circulo que tienen
los puntos del cilindro o la rueda.

HEUDVER S Lanzamiento del disco

Un lanzador de disco gira el disco en un circulo con radio de 80.0 cm.
En cierto instante, el lanzador gira con rapidez angular de 10.0 rad/s y
la rapidez angular estd aumentando a 50 rad/s”. Calcule las componen-
tes de aceleracion tangencial y centripeta del disco en ese instante, as{
como la magnitud de esa aceleracion.

IDENTIFICAR: Modelamos el disco como una particula que sigue una
trayectoria circular (figura 9.12a), asi que podemos usar las ideas que
desarrollamos en esta seccion.

PLANTEAR: Nos dan el radio » = 0.800 m, la rapidez angular @ =
10.0 rad/s y la razén de cambio de la rapidez angular & = 50.0 rad/s’
(figura 9.12b). Las primeras dos incégnitas son las componentes de

aceleracion a,, Yy a4, que obtendremos con las ecuaciones (9.14) y
(9.15), respectivamente. Una vez que tengamos esas componentes
del vector de aceleracion, obtendremos la magnitud de a (la tercera
incégnita) aplicando el teorema de Pitdgoras.

EJECUTAR: De las ecuaciones (9.14) y (9.15):

Ay = ra = (0.800 m) (50.0 rad/s?) = 40.0 m/s
Qg = 0’r = (10.0 rad/s)?(0.800 m) = 80.0 m/s’

La magnitud del vector de aceleracion es

a=Vay>+ a,¢ = 89.4 m[s?
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9.12 a) Lanzamiento de disco con giro circular. b) Nuestro diagrama muestra las componentes de la aceleracion para el disco.

a)

EVALUAR: Observe que omitimos la unidad “radidn” de nuestros re-
sultados para ay,,, d,,q y a. Podemos hacerlo porque el “radidn” es una
cantidad adimensional.

La magnitud @ es unas nueve veces g, la aceleracién debida a la
gravedad. ;Puede usted demostrar que, si la rapidez angular se duplica

SN Disefio de una hélice

Imagine que le piden disefiar una hélice de avién que gire a
2400 rpm. La rapidez de avance del avion en el aire debe ser de
75.0 m/s (270 km/h o unas 168 mi/h), y la rapidez de las puntas
de las aspas de la hélice en el aire no debe exceder de 270 m/s
(figura 9.13a). (Esto es cerca de 0.80 veces la rapidez del sonido
en aire. Si tales puntas se movieran con una rapidez cercana a la del
sonido, producirian un ruido enorme.) a) ;{Qué radio maximo puede
tener la hélice? b) Con este radio, ;qué aceleracién tiene la punta
de la hélice?

IDENTIFICAR: EI objeto de interés en este ejemplo es una particu-
la en la punta de la hélice; las incdgnitas son la distancia entre esa
particula y el eje, y su aceleracién. Observe que la rapidez de es-
ta particula con respecto al aire (la cual no puede exceder de 270 m/s)
se debe ranto a la rotacion de la hélice como al movimiento hacia
adelante del avion.

b)

Trayectoria

= =50.0 rad /s? del disco
0 =10.0 rad/s f
L r=0800m
Disco ¢ °
aTah

a 20.0 rad/s pero @ no cambia, la magnitud de la aceleracién, a, au-
menta a 322 m/s” (casi 33g)?

PLANTEAR: Como indica la figura 9.13b, la velocidad ,,,, de una
particula en la punta de la hélice es la suma vectorial de su velocidad
tangencial debida a la rotacion de la hélice (magnitud v,,,, dada por
la ecuacién (9.13)) y la velocidad hacia adelante del avién (magnitud
Uaion = 75.0 m/s). El plano de rotacién de la hélice es perpendicular a
la direccion del vuelo, asi que los dos vectores mencionados son per-
pendiculares y podemos usar el teorema de Pitdgoras para relacionar
Utan Y Uayion CON Uy, Entonces, igualaremos v, a 270 m/s y despeja-
remos el radio r. Observe que la rapidez angular de la hélice es cons-
tante, de manera que la aceleracién de la punta de la hélice sélo tiene
una componente radial, la cual obtendremos con la ecuacién (9.15).

EJECUTAR: Primero convertimos w a rad/s (véase la figura 9.11):

rev |[ 2 rad\[ 1 min
o = 2400 rpm = {2400 ——
min/\ 1rev 60 s

= 251 rad/[s

9.13 a) Avién impulsado por hélice en el aire. b) Nuestro esquema presenta las componentes de la velocidad para la punta de la hélice.

a)

" Vavien = 75.0mfs

2400 rev/min

b)
72> VAvidn =750 YTN/S
e 7 7 Av}én// ‘
i
i
= l
Vign | ©0=2400 rev/min vy, Vpunta
/__
Vista frontal Vista lateral

contintia
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a) Segun la figura 9.13b y la ecuacion (9.13), la magnitud de la ve-
locidad vy, estd dada por

Upunlaz = Ugion T Van = Ugyin + 17@”  asi que
2 vpuntz2 - Uavién2 v Upuma2 - Uavi()n2
= =

(1)2 y w

Si Upuna = 270 m/s, el radio de la hélice es

V(270 mfs)? = (75.0 m/s)?
r= =1.03m
251 rad/s

NGOG Engranes de bicicleta

(Qué relacién hay entre las rapideces angulares de las dos ruedas den-
tadas de bicicleta de la figura 9.14 y el nimero de dientes en cada una?

La cadena no se desliza ni se estira, asi que se mueve con la misma ra-
pidez tangencial v en ambas ruedas dentadas. Por la ecuacién (9.13),
. @irasera Tfrontal
U = Trontal@frontal — !trasera®irasera asl que =
Wfrongal Tirasera
La rapidez angular es inversamente proporcional al radio. Esto se cum-
ple también para poleas conectadas mediante una correa, siempre que
ésta no se deslice. En el caso de las ruedas dentadas, los dientes deben
estar equidistantes en sus circunferencias para que la cadena embone
correctamente. Sean Ny ona Y Niasera 108 nimeros de dientes; la condi-
cién de que el espaciado de los dientes sea igual en ambas ruedas es

2arr, frontal 2arr, trasera Tfrontal _ N frontal

= asf que
N frontal N, trasera Firasera N, trasera

Combinando esto con la otra ecuacidn, tenemos

Wyasera _ Nfrumal

Ofrontal Mrasera

b) La aceleracion centripeta es
Argq = (1)27'
= (251 rad[s)*(1.03m) = 6.5 X 10* m/s’

La aceleracién tangencial es cero porque la rapidez angular es cons-
tante.

EVALUAR: De SF = md, ila hélice debe ejercer una fuerza de 6.5 X
10* N sobre cada kilogramo de material en la punta! Por ello, las héli-
ces se fabrican con materiales resistentes (por lo general, una aleacién
de aluminio).

9.14 Las ruedas dentadas y la cadena de una bicicleta.

Wtrasera

Ofrontal
Rueda dentada frontal

La rapidez angular de cada rueda dentada es inversamente proporcio-
nal al nimero de dientes. En una bicicleta de varias velocidades, obte-
nemos la mdxima rapidez angular w,., de la rueda trasera para un
pedaleo dado wyoy,, cuando el cociente Nionia/Niasera €8 MAXimMo; esto
implica usar la rueda dentada delantera de mayor radio (Nena maxi-
mo) y la rueda dentada trasera de menor radio (N, minimo).

Evaliie su comprension de la seccion 9.3 Enlos CD y los DVD (véase la (MP)
figura 9.8), la informacién se almacena en un patrén codificado de agujeros diminutos,
los cuales estan dispuestos en una pista que forma una espiral del centro al borde del disco.

7.7

Adly
Physics

Inercia rotacional

Cuando el disco gira dentro de un reproductor, la pista se escanea con rapidez lineal constante.
(Como debe cambiar la rapidez de rotacién del disco mientras la cabeza lectora del reproductor
sigue la pista? i) La rapidez de rotacién debe aumentar. ii) La rapidez de rotacién debe disminuir.
iii) La rapidez de rotacion debe permanecer igual. 1

9.4 Energia en el movimiento rotacional

Un cuerpo rigido en rotacién es una masa en movimiento, asi que tiene energia ciné-
tica que podemos expresar en términos de la rapidez angular del cuerpo y una nueva
cantidad llamada momento de inercia, que depende de la masa del cuerpo y de la for-
ma en que se distribuye tal masa.

Para deducir esta relacién, consideramos que el cuerpo estd formado por un gran
nimero de particulas, con masas my, m,, ..., a distancias ry, r,, ... del eje de rotacion.
Rotulamos las particulas con el subindice i: 1a masa de la i-€sima particula es m; y su
distancia con respecto al eje de rotacion es r;. Las particulas no tienen que estar todas
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en el mismo plano, asi que especificamos que r; es la distancia perpendicular de la
particula i-ésima al eje.

Cuando un cuerpo rigido gira sobre un eje fijo, la rapidez v, de la i-ésima particula
esta dada por la ecuacién (9.13), v; = rw, donde w es la rapidez angular del cuerpo.
Diferentes particulas tienen distintos valores de r, pero w es igual para todas (si no, el
cuerpo no seria rigido). La energia cinética de la i-ésima particula es

1
—mU; m.r;

21125111‘0

La energia cinética total del cuerpo es la suma de las energias cinéticas de todas sus
particulas:

1 1 1
K = —mriw* + —myrtw* + - = *m,-riza)z
y™n oMl zi, >
Sacando el factor comiin w’/2 de esta expresion:
1 1
K= E(mlrl2 + myry + ) ? = 5( E mir,z)wz

La cantidad entre paréntesis, que se obtiene multiplicando la masa de cada particula
por el cuadrado de su distancia al eje de rotacién y sumando los productos, se denota
con /'y es el momento de inercia del cuerpo para este eje de rotacion:

I=mrt+mrt+ = E mr 2 (deﬁnlcl.on de momento (9.16)
i de inercia)

La palabra “momento” implica que / depende de la distribucién espacial de la masa
del cuerpo; nada tiene que ver con el tiempo. Para un cuerpo con un eje de rotacién
dado y una masa total dada, cuanto mayor sea la distancia del eje a las particulas que

297

9.15 Aparato que gira libremente en torno

constituyen el cuerpo, mayor serd el momento de inercia. En un cuerpo rigido, las  , eje vertical. El momento de inercia se
distancias r; son constantes, en tanto que / es independiente de como gira el cuerpo en  puede variar fijando los dos cilindros de
torno al eje dado. La unidad del momento de inercia en el SI es el kilogramo-metro  igual masa en diferentes posiciones en la

cuadrado (kg - m?). varilla horizontal.
En términos del momento de inercia /, la energia cinética rotacional K de un

L. * Masa cercana al eje.
cuerpo rigido es

* Momento de inercia pequefio.
* Es facil poner a girar el aparato.

1
K = Elw2 (energia cinética rotacional de un cuerpo rigido) (9.17)

La energia cinética dada por la ecuacién (9.17) no es una nueva forma de energia; es —Eje d?,
simplemente la suma de las energias cinéticas de las particulas que constituyen el . . rotacion,
cuerpo rigido en rotacion. Al usar la ecuacion (9.17), w debe medirse en radianes por
segundo, no revoluciones ni grados por segundo, con la finalidad de obtener K en jou-
les; la raz6n es que usamos v; = r;w en la deduccion. « Masa mds lejos del eje.

La ecuacion (9.17) ofrece una interpretacion fisica sencilla del momento de iner- « Mayor momento de inercia.

cia: cuanto mayor sea el momento de inercia, mayor serd la energia cinética de un * Es mds dificil poner a girar el aparato.

cuerpo rigido que gira con una rapidez angular w. En el capitulo 6 vimos que la
energia cinética de un cuerpo es igual al trabajo efectuado para acelerar ese cuerpo
desde el reposo. De esta manera, cuanto mayor sea el momento de inercia de un cuer-
po, mds dificil serd ponerlo a girar si estd en reposo, y mds dificil serd detener su rota-
cién si ya estd girando (figura 9.15). Por esta razén, / también se denomina inercia
rotacional.

El siguiente ejemplo muestra cémo el cambio del eje de rotacién afecta el valor
de /.

Eje de
rotacién
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EEuLVENEE Momentos de inercia para diferentes ejes de rotacion

Un ingeniero estd disefiando una pieza mecdnica formada por tres co-
nectores circulares gruesos unidos por puntales ligeros moldeados (fi-
gura 9.16). a) {Qué momento de inercia tiene este cuerpo alrededor de
un eje que pasa por el centro del disco A y es perpendicular al plano
del diagrama? b) ;Qué momento de inercia tiene alrededor de un eje
que pasa por el centro de los discos By C? ¢) Si el cuerpo gira sobre el
eje que pasa por A y es perpendicular al plano del diagrama, con rapi-
dez angular @ = 4.0 rad/s, ;qué energia cinética tiene?

IDENTIFICAR: Consideraremos los conectores circulares como par-
ticulas masivas; y los puntales ligeros, como varillas sin masa. Asi,

9.16 Pieza mecdnica de forma inusual.

Eje que pasa por los —
conectores By C

0.50 m
Eje que pasa por 030 m

el conector A

podremos usar las ideas de esta seccion para calcular el momento de
inercia de este conjunto de tres particulas.

PLANTEAR: En los incisos a) y b), usaremos la ecuacién (9.16) para
obtener el momento de inercia con cada uno de los dos ejes. Dado el
momento de inercia para el eje A, usaremos la ecuacién (9.17) en el in-
ciso c¢) para calcular la energia cinética de rotacion.

EJECUTAR: @) La particula en el punto A estd sobre el eje; su distan-
cia r con respecto al eje es cero, asi que no contribuye al momento de
inercia. La ecuacién (9.16) da
1= Em,-r,2 = (0.10kg) (0.50m)? + (0.20 kg) (0.40 m)?
= 0.057 kg - m?
b) Las particulas en B y C estan sobre el eje, asi que para ellas

r =0, y ninguna contribuye al momento de inercia. S6lo A contribuye,
y tenemos

I= Y mr?=(030kg) (040 m)* = 0.048 kg - m’

¢) Por la ecuacién (9.17),
Lo,_1 2 2
K= Elw = 5(0.057 kg-m?)(4.0radfs)? = 0.46J

EVALUAR: Nuestros resultados indican que el momento de inercia
para el eje que pasa por A es mayor que para el eje que pasa por By C.
Por lo tanto, de los dos ejes, es mds fécil hacer girar la pieza sobre
elejeBy C.

CUIDADO El momento de inercia depende de la eleccion del eje Los resultados de
los incisos @) y b) del ejemplo 9.7 muestran que el momento de inercia de un cuerpo depen-
de de la ubicacion y orientacién del eje. No basta con decir “el momento de inercia de este

cuerpo es de 0.048 kg + m

>”. Debemos ser especificos y decir “el momento de inercia de es-

23

te cuerpo alrededor del eje BC es de 0.048 kg - m™.

En el ejemplo 9.7, representamos el cuerpo como varias masas puntuales, y eva-
luamos la sumatoria directamente de la ecuacion (9.16). Si el cuerpo es una distribu-
cién continua de materia, como un cilindro sélido o una placa, la sumatoria se
convertird en una integral y necesitaremos usar cdlculo para determinar el momento
de inercia. Daremos varios ejemplos de estos cdlculos en la seccién 9.6; mientras tan-
to, en la tabla 9.2 se dan los momentos de inercia de varias formas comunes, en térmi-
nos de las masas y dimensiones. Todos los cuerpos mostrados en la tabla 9.2 son
uniformes; es decir, la densidad tiene el mismo valor en todos los puntos dentro de las
partes sélidas del cuerpo.

CUIDADO calculo del momento de inercia Es posible que el lector se sienta tentado a
calcular el momento de inercia de un cuerpo suponiendo que toda la masa esta concentrada en
el centro de masa, multiplicando después la masa total por el cuadrado de la distancia del centro
de masa al eje. Resista la tentacion, jseria un error hacerlo! Por ejemplo, si una varilla delgada
uniforme de longitud L y masa M pivotea sobre un eje que pasa por un extremo, perpendicular a
la varilla, el momento de inercia es [ = ML2/3 (caso (b) en la tabla 9.2). Si tomdramos la masa
como si estuviera concentrada en el centro, a una distancia L/2 del eje, obtendriamos el resulta-
do incorrecto I = M(L/2)* = ML*/4.

Ahora que sabemos calcular la energia cinética de un cuerpo rigido en rotacion,
podemos aplicar los principios de energia del capitulo 7 al movimiento rotacional.
Veamos la estrategia y algunos ejemplos.



Tabla 9.2 Momentos de inercia de diversos cuerpos

a) Varilla delgada,
eje por el centro

b) Varilla delgada,
eje por un extremo
1 1

_ 1 _1la
1 12ML 1 3ML

¢) Placa rectangular,
eje por el centro
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d) Placa rectangular delgada,
eje en un borde
1

1
_ 4 2 2 _ 4 2
= M@+ b?) 1= 3Ma

e) Cilindro hueco f) Cilindro sélido

1= %M(Rlz +RY) 1= %MRz

DY

EEHEREIEREI GG CNEARE Energia rotacional

IDENTIFICAR los conceptos importantes: Podemos usar relaciones
del trabajo, energia y la conservacion de la energfa, para obtener rela-
ciones entre la posicién y el movimiento de un cuerpo rigido que gira
en torno a un eje fijo. Como vimos en el capitulo 7, el método de ener-
gia generalmente no resulta til para resolver problemas en los que in-
terviene el tiempo. En el capitulo 10 veremos cémo abordar problemas
de rotacién de ese tipo.

PLANTEAR el problema siguiendo los mismos pasos de la Estrategia

para resolver problemas de la seccion 7.1, con la adicién siguiente:

5. Muchos problemas implican una cuerda o un cable enrollado en un
cuerpo rigido giratorio que funciona como polea. En estos casos,
recuerde que el punto de la polea que toca la cuerda tiene la misma
rapidez lineal que la cuerda, siempre que ésta no resbale sobre la
polea. Asi, podemos aprovechar las ecuaciones (9.13) y (9.14), que
relacionan la rapidez lineal y la aceleracién tangencial de un punto
de un cuerpo rigido con la velocidad y la aceleracién angulares del
cuerpo. Los ejemplos 9.8 y 9.9 ilustran esto.

g) Cilindro hueco de
pared delgada

I = MR? 1= ZMR?

h) Esfera s6lida i) Esfera hueca de

pared delgada
1= 2mR

) @

@
EJECUTAR Ila solucion: Al igual que en el capitulo 7, escribimos ex-
presiones para las energfas cinética y potencial iniciales y finales (K|,
K,,U, y U,) y para el trabajo no conservativo W, (si lo hay). La no-
vedad es la energia cinética rotacional, que se expresa en términos del
momento de inercia / del cuerpo con respecto al eje dado y la rapidez
angular w (K = %Iwz), en vez de su masa m y su rapidez v. Sustituya
estas expresiones en K, + U; + W, = K, + U, (si se efectiia trabajo
no conservativo), o bien, en K, + U, = K, + U, (si solo se efectia
trabajo conservativo), y despeje la(s) incognita(s). Al igual que en el
capitulo 7, resulta ttil dibujar graficas de barras que muestren los valo-
res iniciales y finalesde K, Uy E = K + U.

2
5

EVALUAR la respuesta: Como siempre, verifique que su respuesta sea
l6gica fisicamente.
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FRuLVEE I Cable que se desenrolla |

Un cable ligero, flexible y que no se estira estd enrollado varias vueltas
en el tambor de un malacate, un cilindro sélido con masa de 50 kg y
0.120 m de didmetro, que gira sobre un eje fijo horizontal montado en
cojinetes sin friccion (figura 9.17). Una fuerza constante de magnitud
de 9.0 N tira del extremo libre del cable a lo largo de una distancia de
2.0 m. El cable no resbala y hace girar el cilindro cuando desenrolla. Si
el cilindro estaba inicialmente en reposo, calcule su rapidez angular fi-
nal y la rapidez final del cable.

IDENTIFICAR: Resolveremos este problema empleando métodos de
energia. El punto 1 es donde el cilindro comienza a moverse y el pun-
to 2 es donde el cable se ha desenrollado 2.0 m. Puesto que el cable es
ligero, supondremos que no tiene masa y que sélo el cilindro tiene
energia cinética. La posicién vertical del cilindro no cambia, asi que
no hay cambios en la energfa potencial gravitacional. Hay friccion en-
tre el cable y el cilindro; esto es lo que hace girar al cilindro cuando se
tira del cable. Sin embargo, como el cable no resbala, no hay movi-
miento del cable relativo al cilindro y no se pierde energia mecédnica
por la friccién. Dado que el cable no tiene masa, la fuerza que el cable
ejerce sobre el borde del cilindro es igual a la fuerza aplicada F.

9.17 Un cable se desenrolla de un cilindro (vista lateral).
2.0m
4%

9.0N

50 kg 0.120 m

EEULVEEEE Cable que se desenrolla Il

Enrollamos un cable ligero y flexible en un cilindro sélido de masa
M y radio R. El cilindro gira con friccién despreciable sobre un eje
horizontal estacionario. Atamos el extremo libre del cable a un blo-
que de masa m y soltamos el objeto sin velocidad inicial a una distan-
cia h sobre el piso. Conforme el bloque cae, el cable se desenrolla
sin estirarse ni resbalar, haciendo girar al cilindro. Calcule la rapidez
del bloque que cae y la rapidez angular del cilindro, justo cuando el
bloque golpea el piso.

IDENTIFICAR: Al igual que en el ejemplo 9.8, el cable no resbala y la
friccién no efectia trabajo. El cable no efectda trabajo neto; en su ex-
tremo superior, la fuerza y el desplazamiento tienen la misma direc-
cién; mientras que en su extremo inferior tienen direcciones opuestas.
Por lo tanto, el trabajo total efectuado por ambos extremos del cable es
cero. El unico trabajo efectuado es el de la gravedad, asi que se conser-
va la energia mecdnica.

PLANTEAR: La figura 9.18a muestra la situacion justo antes de que
el bloque empiece a caer. En este punto, el sistema no tiene energia

PLANTEAR: El cilindro inicialmente estd en reposo, asi que la energia
cinética inicial es K; = 0. Entre los puntos 1 y 2, la fuerza F efectia
trabajo sobre el cilindro a lo largo de una distancia s = 2.0 m. El resul-
tado es que la energia cinética en el punto 2 es K, = 11w”. Una de las
incégnitas es w; la otra es la rapidez del cable en el punto 2, que
es igual a la rapidez tangencial v del cilindro en ese punto. Obtendre-
mos v a partir de w con la ecuacién (9.13).

EJECUTAR: El trabajo efectuado sobre el cilindro es W, = Fs =
(9.0N) (2.0 m) = 181J. Segtn la tabla 9.2, el momento de inercia es

1 1
I= EmR2 = E(SO kg) (0.060 m)? = 0.090 kg - m*

(El radio R es la mitad del didmetro del cilindro.) La relaciéon K, + U,
+ Woras = Ky + Uy da

1
0+ 0+ Wy = Elmz +0
\/2Wolras \/ 2( 18 J)
0= -
I 0.090 kg - m?
= 20 rad/s

La rapidez tangencial final del cilindro y, por ende, la rapidez final del
cable es

v = Row = (0.060m) (20 radfs) = 1.2 m/[s

EVALUAR: Si no podemos despreciar esa masa, una parte del trabajo
efectuado se convertird en energia cinética del cable. De manera que
el cilindro adquirirfa menos energia cinética y tendria menor rapidez
angular que las calculadas aqui.

I
9.18 Nuestro esquema para este problema.
a) b)
w
L~
[Re
M M
/ 2 / /
| “ “aR%
/| “ ZuR%
/| “ “aR%
/| “ Z“ER%
pd /| / /)
E=K+U =K+U
h

El cilindro y el bloque
en reposo

El blogue a punto de
golpear el suelo



cinética, asi que K; = 0. El piso es nuestro nivel de energia potencial
cero; asi, U; = mgh y U, = 0. (Podemos ignorar la energia poten-
cial gravitacional del cilindro que gira, ya que su altura no cambia.)
Justo antes de que el bloque golpee el piso (figura 9.18b), tanto el
bloque como el cilindro tienen energia cinética. En ese momento, la
energfa cinética total K, es

1 1
K2 = Eml)2 + Elwz

El momento de inercia del cilindro (tabla 9.2) es [ = %MRZ‘ Ademds,
v y w estdn relacionadas por v = Rw, ya que la rapidez del bloque
que cae debe ser igual a la rapidez tangencial en la superficie del cilin-
dro. Usaremos estas relaciones para despejar las incdgnitas v y o que
se muestran en la figura 9.18b.
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EJECUTAR: Utilizando nuestras expresiones para K,, U,, K, y U,
y la relacién w = v/R en la ecuacién de conservacién de la energia,
K, + U, = K, + U,, despejamos v:

1 1(1 ’
0 + mgh = Emv2 + - EMRZ)(%

2
2gh

N
1+ M/[2m

La rapidez angular final del cilindro w se obtiene de = v/R.

+0,l + a2
o\

EVALUAR: Veamos algunos casos particulares. Si M es mucho mayor
que m, v es muy pequefia, como esperarfamos. Si M es mucho me-
nor que m, v es casi igual a V2gh, que es la rapidez de un cuerpo en
caida libre desde una altura 4. ;Le sorprende a usted que v no dependa
del radio del cilindro?

Energia potencial gravitacional de un cuerpo extendido

En el ejemplo 9.9, el cable tenia masa despreciable y podiamos ignorar su energia ci-
nética y la energia potencial gravitacional asociada a €l. Si la masa no es desprecia-
ble, necesitamos saber como calcular la energia potencial gravitacional asociada a tal
cuerpo extendido. Si la aceleracion de la gravedad g es la misma en todos los puntos
del cuerpo, la energia potencial gravitacional seria la misma si toda la masa estuviera
concentrada en el centro de masa del cuerpo. Tomemos el eje y hacia arriba. Para un
cuerpo de masa total M, la energia potencial gravitacional U es simplemente

U= Mgy

donde y,,, es la coordenada y del centro de masa. Esta expresion es vdlida para cual-
quier cuerpo extendido, sea rigido o no (figura 9.19).

Para demostrar la ecuacion (9.18), representamos otra vez el cuerpo como un con-
junto de elementos de masa m;. La energia potencial del elemento m; es m;gy;, y la
energia potencial total es

(energia potencial gravitacional de un cuerpo extendido) (9.18)

U=mgy, +mgy, +- = (ml)’1 + myy, + - ")g

Sin embargo, por la ecuacion (8.28), que define las coordenadas del centro de masa,

myy +m2y2+ = (ml +m2 + ”')ycm:Mycm

donde M = m, + m, + ... es la masa total. Al combinar esto con la expresion anterior
para U, tenemos U = Mgy,,.,, que coincide con la ecuacién (9.18).

Aplicaremos la ecuacion (9.18) en los problemas. Usaremos esta relacion en el ca-
pitulo 10 al analizar problemas de cuerpo rigido con eje de rotacion movil.

Evaltie su comprension de la seccion 9.4 Suponga que el cilindro y el

bloque del ejemplo 9.9 tienen la misma masa, de modo que m = M. Justo antes de que
el objeto golpee el piso, ;qué enunciado es correcto acerca de la relacion entre la energia
cinética del bloque que cae y la energfa cinética rotacional del cilindro? i) El bloque tiene
mds energia cinética que el cilindro. ii) El bloque tiene menos energia cinética que el cilindro.
iii) El bloque y el cilindro tienen cantidades iguales de energfa cinética.

)

9.5 Teorema de los ejes paralelos

En la seccién 9.4 apuntamos que un cuerpo no tiene un solo momento de inercia.
De hecho, tiene un nimero infinito, porque el nimero de ejes sobre los que podria
girar es infinito. No obstante, hay una relacién simple entre el momento de inercia
1., de un cuerpo de masa M alrededor de un eje que pasa por el centro de masa y

712

7.13

Actlv
PRSI
Mujeres y elevador de volante:
enfoque de energfa
Rotojuego: enfoque de energia

9.19 En la técnica de salto de altura
ideada por Richard Fosbury, el atleta
arquea el cuerpo al pasar sobre la barra.
Como resultado, su centro de masa
realmente pasa bajo la barra. Esta técnica
requiere de un menor aumento en la
energia potencial gravitacional [ecuacién
(9.18)], que el método antiguo de saltar

a horcajadas sobre la barra.
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9.20 El elemento de masa m;, tiene
coordenadas (x;, y;) con respecto a un

eje de rotacion que pasa por el centro de
masa (cm), y coordenadas (x; — a, y; — b)
con respecto al eje paralelo que pasa

por el punto P.

Eje de rotacion que pasa por el cm y es
perpendicular al plano de la figura.

y Elemento de masa m;.
I i
i 4\ ‘mi
yi—b I
<—a X~ a>
Pl'
d b

s
<—o

0 cm ::: v
Segundo eje de rotacion
paralelo al que pasa

por el cm.

Rebanada de un cuerpo de masa M

CAPITULO 9 Rotacién de cuerpos rigidos

el momento de inercia /, alrededor de cualquier otro eje paralelo al original pero
desplazado una distancia d. Esta relacion, llamada teorema de los ejes paralelos,
dice que

Ip = I, + Md®

(teorema de los ejes paralelos) (9.19)

Para demostrarlo, consideramos dos ejes paralelos al eje z; uno pasa por el cen-
tro de masa; y el otro, por un punto P (figura 9.20). Primero tomamos una rebanada
muy delgada del cuerpo, paralela al plano xy y perpendicular al eje z. Tomamos el
origen de nuestro sistema de coordenadas en el centro de masa del cuerpo; asi, las
coordenadas del centro de masa son X.,, = yem = Zem = 0. El eje que pasa por el
centro de masa atraviesa esta rebanada delgada en el punto O, y el eje paralelo la
atraviesa en el punto P, cuyas coordenadas x y y son (a, b). La distancia entre este
eje y el que pasa por el centro de masa es d, donde d* = a*> + b°.

Podemos escribir una expresién para el momento de inercia I, alrededor del eje
que pasa por P. Sea m; un elemento de masa de nuestra rebanada, con coordenadas
(x;, ¥i» z;)- El momento de inercia I, de la rebanada alrededor del eje que pasa por el

centro de masa (en O) es
Im = 2mi(x} + ¥7)
i

El momento de inercia de la rebanada alrededor del eje que pasa por P es
Ip = zmi[(xi —a)’*+ (yi—b)?]
i

En estas expresiones no intervienen las coordenadas z;, medidas perpendicularmente
a las rebanadas, asi que podemos extender las sumatorias para incluir todas las particu-
las de todas las rebanadas. Asi, I, serd el momento de inercia de todo el cuerpo para
un eje que pasa por P. Expandiendo los cuadrados y reagrupando:

I, = Em,-(x,»2 +y?) — ZaEm,»xi - ZbEmiy, + (a® + bz)Em,-
7 7 : :

La primera sumatoria es I,,,. Por la definicién de centro de masa [ecuacion (8.28)], la
segunda y la tercera sumatorias son proporcionales a X.,, ¥ Yem, qUE SON Cero porque
tomamos el origen en el centro de masa. El tltimo término es d* multiplicada por la
masa total, es decir, Md*. Queda demostrado que I, = I, + Md>.

Como muestra la ecuacién (9.19), un cuerpo rigido tiene menor momento de iner-
cia alrededor de un eje que pasa por el centro de masa que alrededor de cualquier otro
eje paralelo. Por ello, es mas facil poner a girar un cuerpo si el eje de rotaciéon pasa
por el centro de masa. Esto sugiere que, de algiin modo, es mas natural que un cuerpo
en rotacion gire sobre un eje que pasa por su centro de masa; haremos mas cuantitati-
va esta idea en el capitulo 10.

SLVEAINE Uso del teorema de ejes paralelos

Una pieza de un acoplamiento mecénico (figura 9.21) tiene una masa
de 3.6 kg. Medimos su momento de inercia alrededor de un eje que
pasa a 0.15 m de su centro de masa y obtenemos /7, = 0.132 kg - m’.
Calcule el momento de inercia [, alrededor de un eje paralelo que
pasa por el centro de masa.

9.21 Cilculo de I, a partir de una medicion de 7.

\

Eje que m

el centro de masa

Eje que pasa por P

IDENTIFICAR: El teorema de ejes paralelos nos permite relacionar los
momentos de inercia I, e I a través de los dos ejes paralelos.

PLANTEAR: Usaremos la ecuacién (9.19) para determinar la inc6gni-
ta: I,

EJECUTAR: Reacomodamos la ecuacion y sustituimos los valores:
Iy, =1, — Md® = 0.132kg-m*> — (3.6kg)(0.15m)>
=0.051 kg - m?

EVALUAR: Nuestro resultado indica que I, es menor que /p, como
debe ser: ya vimos que el momento de inercia para un eje que pasa
por el centro de masa es menor que para cualquier otro eje paralelo.



Evaliie su comprension de la seccion 9.5 Un taco de billar es una varilla de madera
con una composicién uniforme y que se estrecha de un didmetro grande en un extremo, hacia
uno pequefio en el otro extremo. Utilice el teorema de los ejes paralelos para decidir si un taco
tiene un momento de inercia mayor i) para un eje que pasa por el extremo mds grueso de la
varilla y es perpendicular a la longitud de ésta, o ii) para un eje que pasa por el extremo mas
delgado de la varilla y es perpendicular a la longitud de ésta.

*9.6 Calculos de momento de inercia

NOTA: esta seccion opcional es para estudiantes que estdn familiarizados con el
cdlculo integral.

Si un cuerpo rigido es una distribucion continua de masa —como un cilindro o una es-
fera sélidos— no puede representarse con unas cuantas masas puntuales. En este caso,
la sumatoria de masas y distancias que define el momento de inercia [ecuacién (9.16)]
se vuelve una integral. Imagine que divide el cuerpo en elementos muy pequeiios de
masa dm, de modo que todos los puntos de un elemento estén practicamente a la
misma distancia perpendicular del eje de rotacion. Llamamos r a esta distancia, como
antes. El momento de inercia es, entonces,

I= J,z dm (9.20)

Para evaluar la integral, debemos representar » y dm en términos de la misma va-
riable de integracién. Si tenemos un objeto practicamente unidimensional, como las
varillas delgadas a) y b) de la tabla 9.2, podemos usar una coordenada x a lo largo y
relacionar dm con un incremento dx. Si el objeto es tridimensional, suele ser mas fécil
expresar dm en términos de un elemento de volumen dV'y la densidad p del cuerpo.
La densidad es masa por unidad de volumen, p = dm/dV, asi que podemos escribir la
ecuacion (9.20) como

I= JrzpdV

Esta expresion nos dice que el momento de inercia de un cuerpo depende de la forma
en que su densidad varia dentro de su volumen (figura 9.22). Si la densidad del cuer-
po es uniforme, podemos sacar p de la integral:

= pjrz dv (9.21)

Para usar esta ecuacion, debemos expresar el elemento de volumen dV en términos de
diferenciales de las variables de integracion, como dV = dx dy dz. Siempre debemos
elegir dV de modo que todos sus puntos estén casi a la misma distancia del eje de
rotacién. Los limites de la integral estan determinados por la forma y las dimensiones
del cuerpo. En el caso de cuerpos regulares, la integracion suele ser muy sencilla.
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9.22 Al medir las pequeiias variaciones
en las 6rbitas de los satélites, los geofisicos
pueden calcular el momento de inercia

de la Tierra. Esto nos dice como estd
distribuida la masa de nuestro planeta
dentro de su interior. Los datos indican
que la Tierra es mucho mds densa en el
centro que en sus capas exteriores.

Varilla delgada uniforme, eje perpendicular a la longitud

La figura 9.23 muestra una varilla uniforme con masa M y longitud L. 9.23 Cilculo del momento de inercia de una varilla delgada alre-
Podria ser el bastén (sin las tapas de hule) de una bastonera que mar-  dedor de un eje que pasa por O.

cha al frente a una banda de musicos. Calcule su momento de inercia
alrededor de un eje que pasa por O, a una distancia arbitraria # de un Eje
extremo. |

IDENTIFICAR: La varilla es una distribucién continua de masa, por
lo que debemos emplear la integracion para calcular el momento de
inercia. Elegimos como elemento de masa una seccién corta de la
varilla con longitud dx, a una distancia x del punto O.

El elemento de masa es un segmento

de la vaililla con_longitud dx.
X {
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PLANTEAR: El cociente de la masa dm del elemento entre la masa to-
tal M es igual al cociente de su longitud dx entre la longitud total L:

d dx M
M= asi que dm = —dx
M L L

Determinaremos [ a partir de la ecuacion (9.20), sustituyendo r por x
(véase la figura 9.23).

EJECUTAR: La figura 9.23 indica que los limites de integracién de x
son —h'y (L — h). Por lo tanto, obtenemos

M (e
I:J'dem:*J x> dx
L,

M x’& L—h 1
—\5 = M(L* = 3Lh + 317
L(3)L 3M( )

EVALUAR: Con esta expresion general podemos calcular el momento
de inercia alrededor de un eje que pasa por cualquier punto de la vari-
1la. Por ejemplo, si el eje estd en el extremo izquierdo, h = 0y

1

1= _ML?

3
Si el eje estd en el extremo derecho, deberemos obtener el mismo re-
sultado. Haciendo & = L, obtenemos

1

I=—MIL*
3

Si el eje pasa por el centro, lo usual al girar un bastén, h = L/2'y

1= LML2
12

Esto concuerda con las expresiones de la tabla 9.2.

FulIEAVEE Cilindro hueco o sélido que gira sobre el eje de simetria

La figura 9.24 muestra un cilindro hueco uniforme de longitud L, radio
interior R, y radio exterior R,. Podria ser un cilindro de una imprenta o
una laminadora. Calcule el momento de inercia alrededor del eje de si-
metria del cilindro.

IDENTIFICAR: Otra vez debemos usar la integracién para calcular el
momento de inercia, pero ahora elegimos como elemento de volumen
una capa cilindrica delgada de radio r, espesor dr y longitud L; todas
sus partes estdn practicamente a la misma distancia del eje.

PLANTEAR: El volumen del elemento es casi igual al de una lamina
plana de espesor dr, longitud L y anchura 27rr (la circunferencia de la
capa). Entonces,

dm = pdV = p(2mrL dr)

Usaremos esta expresion en la ecuacién (9.20) e integraremos de
r=R ar=R,.

EJECUTAR: El momento de inercia estd dado por

I= Jrz dm = J:rzp(Zﬂ'rL dr)
R

= ZWPLJ rdr

R,

2mpL
= T(Rz4 - R14)

wpL
) (R = R?) (R + RY)

Suele ser mas conveniente expresar el momento de inercia en términos
de la masa total M del cuerpo, que es su densidad p multiplicada por el
volumen total V, dado por

V = aL(R? — R?)
asi que la masa total M es

M= pV=mLp(R} — R{)

9.24 Cailculo del momento de inercia de un cilindro hueco
alrededor de su eje de simetria.

El elemento de
masaesun .
caparazén
cilindrico de
radio ry
espesor dr.

Y el momento de inercia es

1
1= EM(R,Z +R})

EVALUAR: Esto concuerda con el caso ¢) de la tabla 9.2. Si el cilindro
es solido (digamos, una aplanadora), R, = 0. Llamemos al radio exte-
rior R, simplemente R. El momento de inercia de un cilindro sélido de
radio R es

1

I =—MR*

2
Si la pared del cilindro es muy delgada (como un conducto), R; y R,
son casi iguales; si R representa este radio comun,

1= MR*

Podriamos haber predicho este resultado; en un cilindro de pared
delgada, toda la masa estd a la misma distancia r = R del eje, por
loquel = [r*dm = R* [ dn = MR



*9.6 Célculos de momento de inercia 305

FUVERKE Esfera uniforme de radio R, eje por el centro

Calcule el momento de inercia de una esfera sélida uniforme (como
una bola de billar o una bola de acero de un cojinete) alrededor de un
eje que pasa por el centro de tal esfera.

IDENTIFICAR: Para calcular el momento de inercia, dividimos la es-
fera en discos delgados de espesor dx (figura 9.25), cuyo momento
de inercia conocemos por el ejemplo 9.12. Integraremos en ellos para
calcular el momento de inercia total. La tnica cuestién complicada
es que el radio y la masa de un disco dependen de su distancia x con
respecto al centro de la esfera.

PLANTEAR: El radio r del disco que se muestra en la figura 9.25 es
r=VR — ¥
Su volumen es

dvV = 7 dx = w(R* — x*) dx

9.25 Cilculo del momento de inercia de una esfera alrededor de
un eje que pasa por su centro.

El elemento de masa es un disco

de radio ry espesor dx
i localizado a una
distancia x del
centro de
la esfera.

y su masa es
dm = pdV = mp(R* — ¥*) dx

EJECUTAR: Del ejemplo 9.12, el momento de inercia de un disco de
radio r y masa dm es

1

dl = 5?2 dm = 5(\/ R* — x2)2377p(R2 — x*) dx4
= ?(R2 — x*)%dx

Integrando esta expresion de x = 0 ax = R, obtenemos el momento de
inercia del hemisferio derecho. Por simetria, el / total para la esfera es
el doble:

= (z)?L (R — %) dx

Integrando:

_ SWPRS

1
15

La masa M de la esfera de volumen V = 477R*[3 es

47pR?
M= pV=—

Comparando las expresiones para I y para M, vemos que

2 2
I1=<MR
5

EVALUAR: Este resultado concuerda con la expresién de la tabla 9.2,
caso h). Observe que el momento de inercia de una esfera sélida de
masa M y radio R es menor que el de un cilindro sélido con los mismos
valores de masa y radio, I = 3 MR®. La explicacién es que una propor-
cién mayor de la masa de la esfera estd cerca del eje.

Evaliie su comprension de la seccion 9.6 Dos cilindros huecos tienen los mismos
radios interno y externo, asi como la misma masa; sin embargo, tienen longitudes diferentes.
Uno esta hecho de madera de baja densidad y el otro de plomo de alta densidad. ;Cual cilindro
tiene el mayor momento de inercia alrededor de su eje de simetria? i) El cilindro de madera;

ii) el cilindro de plomo; iii) los dos momentos de inercia son iguales.



CAPITULO 9 RESUMEN

Cinematica rotacional: Cuando un cuerpo rigido gira sobre
un eje fijo (que por lo general se llama eje z), su posicién
esta descrita por una coordenada angular 6. La velocidad
angular w, es la derivada con respecto al tiempo de 6.

La aceleracion angular «, es la derivada con respecto

al tiempo de w, o la segunda derivada de 0. (Véanse los
ejemplos 9.1y 9.2.) Si la aceleracién angular es constante,
entonces 6, w. y a estdn relacionadas por ecuaciones
sencillas de cinematica andlogas a las del movimiento
rectilineo con aceleracion lineal constante.

(Véase el ejemplo 9.3.)

Relacion entre cinematica angular y lineal: La rapidez
angular w de un cuerpo rigido es la magnitud de su
velocidad angular. La razén de cambio de w es a = dw/dt.
En el caso de una particula de un cuerpo que estd a

una distancia r del eje de rotacion, la rapidez v y

las componentes de la aceleracién @ estdn relacionadas
con wy a. (Véanse los ejemplos 9.4 2 9.6.)

Momento de inercia y energia cinética rotacional:

El momento de inercia / de un cuerpo alrededor de un

eje dado es una medida de su inercia rotacional: cuanto
mayor sea el valor de /, mds dificil serd cambiar el estado
de rotacion del cuerpo. El momento de inercia se puede
expresar como una sumatoria para las particulas m; que
constituyen el cuerpo, cada una de las cuales estd a una
distancia perpendicular r; del eje. La energfa cinética rota-
cional de un cuerpo rigido que gira alrededor de un eje fijo
depende de la rapidez angular w y del momento de inercia /
para ese eje de rotacion. (Véanse los ejemplos 9.7 a 9.9.)

Calculo del momento de inercia: El teorema de los ejes
paralelos relaciona los momentos de inercia de un cuerpo
rigido de masa M alrededor de dos ejes paralelos: un eje
que pasa por el centro de masa (momento de inercia /)
y un eje paralelo que estd a una distancia d del primero
(momento de inercia /). (Véase el ejemplo 9.10.) Si el
cuerpo tiene una distribucion continua de masa, el
momento de inercia se calcula por integracion.

(Véanse los ejemplos 9.11 a 9.13.)
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Términos clave

cuerpo rigido, 285

radian, 286

velocidad angular media, 286
desplazamiento angular, 286
velocidad angular instantdnea, 287

rapidez angular, 293

?

Respuesta a la pregunta de inicio de capitulo !

Ambos segmentos del aspa rigida tienen la misma rapidez angular w.
De las ecuaciones (9.13) y (9.15), al duplicar la distancia r para la
misma w, se duplica la rapidez lineal v = rw y se duplica la acele-
racién radial a,y = w’r.

Respuestas a las preguntas de
Evaliie su comprension

9.1 Respuestas: a) i) y iii), b) ii) La rotacién se estd acelerando cuan-
do la aceleracién y la velocidad angulares tienen el mismo signo, y se
estd frenando cuando tienen signos opuestos. Por lo tanto, acelera para
0 <t<2s(w.ya,son positivas) y parad s <t < 6 s (w, y a. son
negativas); pero se estd frenando para2 s <1 <4 s (w, es positiva y «,
es negativa). Observe que el cuerpo gira en una direccién parat <4 s
(w. es positiva) y en la direccién opuesta para r > 4 s (w, es negativa).
9.2 Respuestas: a) i), b) ii) Cuando el DVD se detiene, w. = 0. De la
ecuacién (9.7), esto sucede en el instante t = (0, — w,,)[a, =
—wy,[a, (éste es un tiempo positivo porque . es negativa). Si duplica-
mos la velocidad angular inicial w,, y duplicamos también la acelera-
cion angular «,, su cociente no cambia y la rotacién se detiene en el
mismo tiempo. El dngulo con el que gira el DVD estd dado por la

PROBLEMAS

Preguntas para analisis

P9.1. ;Cuadl de las siguientes féormulas es vdlida si la aceleracién angu-
lar de un objeto no es constante? En cada caso, explique su razona-
miento. a) v = rw; b) ay, =ra; ¢) w = w, + af; d) ag, = ro’
e)K =310’

P9.2. Una molécula diatémica puede modelarse como dos masas pun-
tuales, m, y m,, ligeramente separadas (figura 9.26). Si la molécula es-

Figura 9.26 Pregunta P9.2.

my

aceleracion angular media, 289
aceleracién angular instantdnea, 289
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momento de inercia, 297
energia cinética rotacional, 297
teorema de los ejes paralelos, 302

componente tangencial de la aceleracién, 293
componente centripeta de la aceleracion, 294

ecuacién (9.10): 0 — 6, = 5 (wy, + w,)t = St (ya que la velocidad
angular final es w. = 0). La velocidad angular inicial w,. se ha duplica-
do, pero el tiempo 7 es el mismo, asi que el desplazamiento angular 6
— 6, (y por ende el nimero de revoluciones) se ha duplicado. Podemos
usar la ecuacion (9.12) para obtener la misma conclusién.

9.3 Respuesta: ii) De la ecuacion (9.13), v = rw. Para mantener una
rapidez lineal v constante, la rapidez angular w debe disminuir a medi-
da que la cabeza lectora se mueve hacia afuera (mayor r).

9.4 Respuesta: i) La energia cinética del objeto que cae es 1mv?,
y la del cilindro que gira, 3/o® = 3(3mR*)(%)* = fmv’. Por lo tanto,
la energia cinética total del sistema es %mvz, de la cual dos tercios
estdn en el bloque y un tercio estd en el cilindro

9.5 Respuesta: ii) Mads de la masa del taco de billar estd concentrada
en el extremo mds grueso, asi que el centro de masa estd mds cercano a
dicho extremo. El momento de inercia en un punto P en cualquiera de
sus extremos es I, = I, + Md?; el extremo mas delgado estd mas ale-
jado del centro de masa, por lo que la distancia d y el momento de iner-
cia I, son mayores para el extremo mas delgado.

9.6 Respuesta: iii) Nuestro resultado del ejemplo 9.12 no depen-
de de la longitud del cilindro L. El momento de inercia depende
s6lo de la distribucién radial de la masa, no de su distribucién a lo
largo del eje.

Para las tareas asignadas por el profesor, visite www.masteringphysics.com ‘MP’

td orientada a lo largo del eje y, tiene energia cinética K cuando gira al-
rededor del eje x. ;Cudl es su energfa cinética (en términos de K) si gi-
ra con la misma rapidez angular alrededor del a) eje z y b) eje y?

P9.3. ;Qué diferencia hay entre aceleracién tangencial y aceleracion
radial para un punto de un cuerpo que gira?

P9.4. En la figura 9.14, todos los puntos de la cadena tienen la misma
rapidez lineal. ;La magnitud de la aceleracién lineal es también igual
para todos esos puntos? ;Qué relacién hay entre las aceleraciones an-
gulares de las dos ruedas dentadas? Explique su respuesta.

P9.5. En la figura 9.14, ;qué relacién hay entre las aceleraciones radia-
les de los puntos en los dientes de las dos ruedas? Justifique su res-
puesta.

P9.6. Un volante gira con velocidad angular constante. ;Un punto en
su borde tiene aceleracion tangencial? (Y aceleracion radial? ;Estas
aceleraciones tienen magnitud constante? ;Y direccion constante? Jus-
tifique sus respuestas.

P9.7. ;Para qué sirve el ciclo de centrifugado de una lavadora? Expli-
que en términos de las componentes de aceleracion.

P9.8. Aunque la velocidad y la aceleracién angulares pueden tratarse
como vectores, no sucede lo mismo con el desplazamiento angular 6,
a pesar de tener magnitud y direccién, porque 6 no obedece la ley
conmutativa de la suma de vectores (ecuacion 1.3). Demuestre esto
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como sigue: coloque este libro sobre un escritorio con la portada hacia
arriba y de modo que pueda leer las palabras. Gire el borde lejano 90°
hacia arriba y hacia usted sobre un eje horizontal. Llame a este despla-
zamiento 6,. Ahora gire el borde izquierdo 90° hacia usted sobre un eje
vertical. Llame a este desplazamiento 6,. El lomo del libro deberd mi-
rar ahora hacia usted con las palabras orientadas de modo que pueda
leerlas. Ahora comience otra vez desde el principio pero realice las ro-
taciones en orden inverso. ;El resultado es diferente? Es decir, /6, + 6,
= 6, + 6,? Ahora repita el experimento pero con un dngulo de 1° en
vez de 90°. ;Cree que el desplazamiento infinitesimal d obedece la
ley conmutativa de la suma y, por lo tanto, puede considerarse un vec-
tor? De ser asi, ;qué relacion hay entre la direccion de do y la direc-
cién de &?

P9.9. ;Puede imaginar un cuerpo que tenga el mismo momento de
inercia para todos los ejes posibles? Si es asi, mencione un ejemplo; si
no, explique por qué no es posible. ;Puede imaginar un cuerpo que
tenga el mismo momento de inercia para todos los ejes que pasan por
cierto punto? Si es asi, mencione un ejemplo e indique dénde estd el
punto.

P9.10. Para maximizar el momento de inercia de un volante mientras
minimizamos su peso, ;jqué forma y distribucién de masa deberia te-
ner? Explique su respuesta.

P9.11. [ Cémo podria usted determinar experimentalmente el momento
de inercia de un cuerpo de forma irregular alrededor de un eje dado?
P9.12. Un cuerpo cilindrico tiene masa M y radio R. ;La masa pue-
de estar distribuida dentro del cuerpo de modo tal que su momento de
inercia alrededor de su eje de simetria sea mayor que MR*? Explique
su respuesta.

P9.13. Describa como podria usar el inciso b) de la tabla 9.2 para de-
ducir el resultado del inciso d).

P9.14. Un caparazon esférico hueco de radio R que gira alrededor de
un eje que pasa por su centro tiene energia cinética rotacional K. Si us-
ted quiere modificar esta esfera de manera que tenga tres veces mds
energia cinética con la misma rapidez angular manteniendo la masa
igual, ;cudl deberia ser el radio en términos de R?

P9.15. Para que sean vilidas las ecuaciones dadas en los incisos a) y b)
de la tabla 9.2 para I, ;la varilla debe tener seccion transversal circu-
lar? ;Hay alguna restriccién sobre el tamafio de tal seccion para que
las ecuaciones sean vélidas? Explique su respuesta.

P9.16. En el inciso d) de la tabla 9.2, el espesor de la placa debe ser
mucho menor que a si se quiere que sea vdlida la expresion para I. En
el inciso ¢), en cambio, la expresion para [ es vdlida sin importar qué
espesor tenga la placa. Explique su respuesta.

P9.17. Dos esferas idénticas A y B estdn unidas a un cordén muy delga-
do, y cada cordén estd enrollado alrededor de una polea sin friccién de
masa M. La tnica diferencia es que la polea para la esfera A es un dis-
co solido, en tanto que la polea para la esfera B es un disco hueco, co-
mo el del inciso e) de la tabla 9.2. Si ambas esferas se liberan desde el
reposo y caen la misma distancia, ;jcudl tendra mayor energia cinética?
(O tendrdn la misma? Explique su razonamiento.

P9.18. Una polea complicada consiste
en cuatro esferas idénticas colocadas en
los extremos de rayos que se prolongan
desde un tambor giratorio (figura 9.27).
Una caja estd unida a una cuerda delga-
da y ligera que se enrolla en el borde
del tambor. Cuando se libera del repo-
50, la caja adquiere una rapidez V des-
pués de caer una distancia d. Ahora las
cuatro esferas se mueven hacia adentro
mads cerca del tambor, y de nuevo la ca-
ja se suelta del reposo. Después de caer
una distancia d, ;su rapidez serd igual
a V, mayor que V, o menor que V?
Demuestre o explique por qué.

Figura 9.27
Pregunta 9.18.

P9.19. Podemos usar cualquier medida angular (radianes, grados o re-
voluciones) en algunas de las ecuaciones del capitulo 9; sin embargo,
en otras s6lo podemos usar radianes. Identifique las ecuaciones en las
que es necesario usar radianes y en las que no es necesario. En cada
caso, justifique sus respuestas.

P9.20. Al calcular el momento de inercia de un objeto, ;podemos tra-
tar toda su masa como si estuviera concentrada en el centro de masa
del objeto? Justifique su respuesta.

P9.21. Una rueda gira en torno a un eje perpendicular al plano de la
rueda y que pasa por el centro de la rueda. La rapidez angular de
la rueda estd aumentando con razén constante. El punto A estd en el
borde de la rueda; y el punto B, a la mitad de la distancia entre el bor-
de y el centro. Para cada una de las cantidades siguientes, indique si
su magnitud es mayor en el punto A, en el punto B o es igual en ambos
puntos: a) rapidez angular, b) rapidez tangencial, ¢) aceleracion an-
gular, d) aceleracion tangencial y e) aceleracién radial. Justifique sus
respuestas.

Ejercicios

Seccion 9.1 Velocidad y aceleracion angulares

9.1. a) ;(Qué dngulo en radianes es subtendido por un arco de 1.50 m
en la circunferencia de un circulo con 2.50 m de radio? ;Cuanto es es-
to en grados? b) Un arco de 14.0 cm de longitud en la circunferencia
de un circulo subtiende un dngulo de 128°. ;Qué radio tiene el circulo?
¢) El dangulo entre dos radios de un circulo con 1.50 m de radio es
0.700 rad. ;Qué longitud tiene el arco delimitado en la circunferen-
cia por estos dos radios?

9.2. Una hélice de avién gira a 1900 rpm (rev/min). a) Calcule su ve-
locidad angular en rad/s. b) {Cuantos segundos tarda la hélice en girar
357

9.3. La velocidad angular de un volante obedece la ecuacién
o.(t) = A + B, donde f estd en segundos y A y B son constantes
cuyos valores numéricos son 2.75 y 1.50, respectivamente. a) ;Cudles
son las unidades de A y B si w estd en rad/s? b) (Cudl es la acelera-
cién angular del volante en i) r = 0.00 y ii) t = 5.00 s? ¢) ;Con qué
angulo gira el volante durante los primeros 2.00 s? (Sugerencia: véase
la seccion 2.6.)

9.4. Una aspa de ventilador gira con velocidad angular dada por
w,(1) =y — B, donde y = 5.00 rad/s y B = 0.800 rad/s>. @) Calcu-
le la aceleracién angular en funcién del tiempo. b) Calcule la acelera-
cién angular instantdnea a, en ¢ = 3.00 s y la aceleracién angular
media a,,.q, para el intervalo de t = 0 a t = 3.00 s. ;Qué diferencia
hay entre ambas cantidades? Si son diferentes, ;por qué lo son?

9.5. Un nifo estd empujando un carrusel (tiovivo). El dngulo que des-
cribe el carrusel al girar varfa con el tiempo segtin 6(t) = yt + B,
donde y = 0.400 rad/s y B = 0.0120 rad/s*. a) Calcule la velocidad
angular del carrusel en funcién del tiempo. b) ;Qué valor inicial tiene
la velocidad angular? ¢) Calcule el valor instantdneo de la velocidad
angular w_ en t = 5.00 s y la velocidad angular media w,,.q_. en el in-
tervalo de r = 0.00 a + = 5.00 s. Demuestre que w,,,.. no es igual
al promedio de las velocidades angulares instantaneas en t = 0 y
t = 5.00 s, y explique por qué.

9.6. Ent = 0, se invierte la corriente de un motor eléctrico de corrien-
te continua, causando un desplazamiento angular del eje del motor
dado por 6(r) = (250rad/s)r — (20.0 rad[s*) — (1.50 rad/s*)7.
a) (En qué instante la velocidad angular del eje del motor es cero?
b) Calcule la aceleracion angular en ese instante. ¢) ;Cudntas revolu-
ciones gira el eje del motor entre el momento en que se invierte la



corriente y el instante en el que la velocidad angular es cero? d) (Con
qué rapidez estaba girando el eje en t = 0, cuando se invirti la co-
rriente? e) Calcule la velocidad angular media para el periodo entre
t = 0y el instante calculado en el inciso a).

9.7. El dngulo 6 que describe una unidad de disco al girar estd dado
por 6(t) = a + bt — ¢, donde a, b y ¢ son constantes positivas, ¢ estd
en segundos y 6 estd en radianes. Cuando t = 0, § = 7/4 rad y la velo-
cidad angular es 2.00 rad/s, y cuando ¢ = 1.50 s, la aceleracion angular
es 1.25 rad/s”. a) Calcule a, b y ¢ con sus unidades. b) ;Cudl es la
aceleracién angular cuando 6 = /4 rad? ¢) (Cuales son 6 y la velo-
cidad angular cuando la aceleracién angular es 3.50 rad/s*?

9.8. Una rueda gira en torno a un eje que estd en la direccién z.
La velocidad angular . es de —6.00 rad/s en = 0.00, aumenta li-
nealmente con el tiempo y es de +8.00 m/s en = 7.00 s. Se consi-
dera positiva la rotacién antihoraria. a) ;La aceleracién angular
durante este intervalo de tiempo es positiva o negativa? b) ;Durante
qué intervalo estd aumentando la rapidez de la rueda? (Y dismi-
nuyendo? ¢) Determine el desplazamiento angular de la rueda en
t=7.00s.

Seccion 9.2 Rotacidn con aceleracion

angular constante

9.9. Una rueda de bicicleta tiene una velocidad angular inicial de 1.50
rad/s. a) Si su aceleracién angular es constante e igual a 0.300 rad/s’,
;qué velocidad angular tiene en 7 = 2.50 s? b) ;Qué dngulo gira la rue-
daentrer =0yt =250s?

9.10. Un ventilador eléctrico se apaga, y su velocidad angular dismi-
nuye uniformemente de 500 rev/min a 200 rev/min en 4.00 s. a) Calcu-
le la aceleracion angular en rev/s” y el nimero de revoluciones que el
motor gir6 en el intervalo de 4.00 s. b) ;Cudntos segundos mds tardard
el motor en parar, si la aceleracién angular se mantiene constante en el
valor calculado en el inciso a)?

9.11. Las aspas de una licuadora giran con aceleracién angular cons-
tante de 1.50 rad/s”. @) {Cudnto tiempo tarda en alcanzar una veloci-
dad angular de 36.00 rad/s, partiendo del reposo? b) (Cudntas
revoluciones giran las aspas en este tiempo?

9.12. a) Deduzca la ecuacién (9.12) combinando las ecuaciones (9.7) y
(9.11) para eliminar ¢. b) La velocidad angular de la hélice de un avién
aumenta de 12.0 rad/s a 16.0 rad/s mientras gira 7.00 rad. Calcule su
aceleracion angular en rad/s’.

9.13. Una tornamesa gira con aceleraciéon angular constante de 2.25
rad/s”. Después de 4.00 s gira con un dngulo de 60.00 rad. ;Cul era la
velocidad angular de la rueda al empezar el intervalo de 4.00 s?

9.14. Una hoja de sierra circular de 0.200 m de didmetro parte del re-
poso y acelera con aceleracion angular constante hasta una velocidad
angular de 140 rad/s en 6.00 s. Calcule la aceleracién angular y el 4n-
gulo que ha girado la hoja.

9.15. El volante de un motor de alta rapidez giraba a 500 rpm cuando
se interrumpid la alimentacién eléctrica. El volante tiene una masa de
40.0 kg y un diametro de 75.0 cm. El motor no recibe electricidad du-
rante 30.0 s y, durante ese lapso, el volante pierde rapidez por la fric-
cién con los cojinetes de su eje, describiendo 200 revoluciones
completas. a) ;Con qué rapidez estd girando el volante cuando se res-
tablece la alimentacion eléctrica? b) ;En cudnto tiempo después de la
interrupcién del suministro se habria parado el volante, si el suministro
no se hubiera restablecido, y cudntas revoluciones habria girado la rue-
da en ese tiempo?

9.16. Una unidad de disco de computadora se enciende partiendo del
reposo y tiene aceleracién angular constante. Si a la unidad le lleva
0.750 s realizar su segunda revolucion completa, a) jcudnto tiempo le
tom6 efectuar su primera revolucién completa?, y b) ;cudl es su acele-
racién angular en rad/s*?
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9.17. Un dispositivo de seguridad detiene la hoja de una podadora
eléctrica, que tenfa una rapidez angular inicial w,, en 1.00 revolu-
cién. Con la misma aceleraciéon constante, ;cudntas revoluciones
tardarfa la hoja en parar, si la rapidez angular inicial w; fuera el
triple: w; = 3w,?

9.18. Un trozo recto de cinta reflejante se extiende del centro de una
rueda a su borde. Imagine que oscurece el cuarto y usa una cdmara y
una ldmpara estroboscdpica con destellos cada 0.050 s para fotogra-
fiar la rueda que gira en sentido antihorario. Se acciona la ldmpara de
modo que el primer destello (t = 0) se da cuando la cinta estd hori-
zontal a la derecha con un desplazamiento angular de cero. Para las si-
guientes situaciones, dibuje la fotografia que obtendria después de
cinco destellos (en t = 0, 0.050 s, 0.100 s, 0.150 s y 0.200 s) y grafi-
que 6 contra t y w contra ¢ para el intervalo entre t = 0y # = 0.200 s.
a) La velocidad angular es de 10.0 rev/s (constante). b) La rueda
parte del reposo con aceleracién angular constante de 25.0 rev/s’.
¢)La rueda gira a 10.0 rev/s en 1 = 0 y cambia su velocidad angular
a una razén constante de —50.0 rev/s”.

9.19. En ¢t = 0, la velocidad angular de una rueda de afilar era de
24.0 rad/s, y tuvo una aceleracién angular constante de 30.0 rad/s’,
hasta que un interruptor de circuito se abrié en r = 2.00 s. A partir de
ese momento, la rueda giré 432 rad con aceleracién angular constan-
te hasta parar. a) ;Qué angulo total giré la rueda entre r = 0 y el ins-
tante en que se detuvo? b) (En qué tiempo se detuvo? ¢) ;Qué
aceleracion tenfa al irse frenando?

Seccion 9.3 Relacion entre cinematica lineal
y angular

9.20. En un encantador hotel del
siglo x1x, un elevador antiguo
estd conectado a un contrapeso
mediante un cable que pasa por
un disco giratorio con 2.50 m de
didmetro (figura 9.28). El eleva-
dor sube y baja al girar el disco,
y el cable no se desliza en el borde
del disco, mas bien gira con €l.
a) (Con cuantas rpm debe girar
el disco para subir 25.0 cm/s el
elevador? b) Para empezar a mo-
ver el elevador, éste debe acele-
rarse a 3g. (Cudl debe ser la
aceleracion angular del disco en
rad/s*? ¢) (Con qué dngulo (en ra-
dianes y grados) el disco gira
cuando éste sube el elevador
3.25 m entre pisos?

9.21. Con los datos astronémicos
del Apéndice F, junto con el he-
cho de que la Tierra gira sobre su propio eje una vez al dia, calcule
a) la rapidez angular orbital de la Tierra (en rad/s) debida a su movi-
miento alrededor del Sol, b) su rapidez angular (en rad/s) debida a
su giro axial, c¢) la rapidez tangencial de la Tierra alrededor del Sol
(suponiendo una érbita circular), d) la rapidez tangencial de un punto
en el ecuador terrestre debido al giro, y e) las componentes de la
aceleracion radial y tangencial del punto del inciso d).

9.22. Disco compacto. Un disco compacto (CD) almacena misica
en un patrén codificado de hoyos diminutos de 10" m de profundidad,
dispuestos en una pista espiral que va desde el centro hasta el borde del
disco. Los radios interior y exterior de la espiral son de 25.0 mm y 58.0
mm, respectivamente. Dentro del reproductor de CD, mientras el disco

Figura 9.28 Ejercicio 9.20.
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gira la pista es barrida con rapidez lineal constante de 1.25 m/s.
a) (Qué rapidez angular tiene el CD cuando se barre la parte interior
de la pista? ;Y la parte exterior? b) La duracién maxima de un CD
es de 74.0 min. ;Qué longitud tendria la pista de tal CD si se estirara
en linea recta? ¢) {Qué aceleracién angular media tiene un CD de ma-
xima duracién durante los 74.0 min? Tome la direccién de rotacién
del disco como positiva.

9.23. Una rueda con didmetro de 40.0 cm parte del reposo y gira con
una aceleracion angular constante de 3.00 rad/s>. En el instante en que
la rueda ha completado su segunda revolucion, calcule la aceleracién
radial de un punto en el borde de dos maneras: a) usando la rela-
cioén a,,q = w’ry b) a partir de la relacién a,,q = Uz/r.

9.24. Ultracentrifuga. Calcule la rapidez angular (en rpm) que debe
tener una ultracentrifuga para que la aceleracion radial en un punto a
2.50 cm del eje sea de 400,000 g (es decir, 400,000 veces la acelera-
cion debida a la gravedad).

9.25. Un volante con radio de 0.300 m parte del reposo y acelera con
aceleracion angular constante de 0.600 rad/s®. Calcule la magnitud de
las aceleraciones tangencial y radial, asi como de la aceleracién resul-
tante de un punto en su borde a) al principio; b) después de girar 60.0%
¢) después de girar 120.0°.

9.26. Un ventilador eléctrico de 0.750 m de didmetro, instalado en
el techo, gira sobre un eje fijo con velocidad angular inicial de
0.250 rev/s. La aceleracion angular es constante de 0.900 rev/s’.
a) Calcule la velocidad angular del ventilador después de 0.200 s.
b) (Cudntas revoluciones giré una aspa en este tiempo? c¢) ;Qué
rapidez tangencial tiene un punto en la punta del aspa en r = 0.200 s?
d) (Qué magnitud tiene la aceleracién resultante de un punto en la
punta del aspa en t = 0.200 s?

9.27. Centrifuga. En un anuncio se asegura que una centrifuga s6lo
ocupa 0.127 m de espacio en una mesa, pero puede producir una ace-
leracién radial de 3000 g a 5000 rpm. Calcule el radio que debe tener
la centrifuga. (Es verosimil la afirmacién del anuncio?

9.28. a) Deduzca una ecuacion para la aceleracion radial que incluya v
y w pero no r. b) Imagine que estd disefiando un carrusel, donde un
punto en el borde tendrd una aceleracién radial de 0.500 m/s* cuando
la velocidad tangencial en ese punto sea de 2.00 m/s. ;Qué velocidad
angular se necesita para lograr estos valores?

9.29. Perforacién eléctrica. Segiin el manual del usuario, para ha-
cer un agujero de 12.7 mm de didmetro en madera, pldstico o aluminio,
se recomienda una rapidez del taladro de 1250 rev/min. Para una broca
de 12.7 mm de didmetro que gira a 1250 rev/min (constantes), calcule
a) la rapidez lineal maxima de cualquier punto de la broca; b) la ace-
leracién radial médxima de cualquier punto de la broca.

9.30. En + = 3.00 s, un punto en el borde de una rueda con radio de
0.200 m tiene una rapidez tangencial de 50.0 m/s, mientras la rueda se
frena con aceleracién tangencial de magnitud constante de 10.0 m/s’.
a) Calcule la aceleracion angular constante de la rueda. b) Calcule las
velocidades angulares en t = 3.00 s y t = 0. ¢) (Qué dngulo giré la
ruedaentre t = 0y r = 3.00 s? d) ;En qué instante la aceleracion radial
esigual a g?

9.31. Los ciclos de centrifugado de una lavadora tienen dos rapideces
angulares, 423 rev/min y 640 rev/min. El didmetro interno del tam-
bor es de 0.470 m. a) ;Qué relacién hay entre la fuerza radial méxi-
ma sobre la ropa para las dos rapideces angulares? b) ;Y entre las
rapideces tangenciales maximas de la ropa? ¢) Calcule la rapidez
tangencial mdxima de la ropa y la aceleracién radial maxima en tér-
minos de g.

9.32. Imagine que usted debe disefiar un eje cilindrico giratorio para
levantar cubetas de cemento con un peso de 800 N, desde el suelo
hasta una azotea a 78.0 m sobre el suelo. Las cubetas se colgardn de
un gancho en el extremo libre de un cable que se enrolla en el eje;
al girar este eje, las cubetas ascienden. a) {Qué didmetro debe tener

el eje para levantar las cubetas con rapidez constante de 2.00 cm/s
mientras gira a 7.5 rpm? b) Si el eje debe impartir a las cubetas una
aceleracién hacia arriba de 0.400 m/s®, ;qué aceleracién angular
debera tener el eje?

9.33. Al montar una bicicleta de varias velocidades, el ciclista puede
seleccionar el radio de la rueda dentada trasera, que est4 fija al eje tra-
sero. La rueda dentada delantera tiene 12.0 cm de radio. Si la rapidez
angular de la rueda dentada delantera es de 0.600 rev/s, ;qué radio tie-
ne la rueda dentada trasera con la que la rapidez tangencial de un pun-
to en el borde del neumdtico trasero es de 5.00 m/s? El neumdtico
tiene 0.330 m de radio.

Seccion 9.4 Energia en el movimiento rotacional

9.34. Cuatro esfe.ras pequeiias, Figura 9.29 Ejercicio 9.34.
que pueden considerarse como
puntos con masa de 0.200 kg cada
una, estdn dispuestas en un cua-
drado de 0.400 m de lado, conec-
tadas por varillas muy ligeras 4
(figura 9.29). Calcule el momento

de inercia del sistema alrededor de

un eje a) que pasa por el centro

del cuadrado, perpendicular a su

plano (que pasa por O en la figura); b) que biseca el cuadrado (pasa
por la linea AB en la figura); ¢) que pasa por los centros de las esferas
superior izquierda e inferior derecha y por el punto O.

9.35. Calcule el momento de inercia de cada uno de los siguientes
objetos uniformes en torno a los ejes indicados. Consulte la tabla 9.2
si lo requiere. a) Una varilla delgada de 2.50 kg con longitud de
75.0 cm, alrededor de un eje perpendicular a ella y que pasa por i) un
extremo, ii) su centro y iii) alrededor de un eje paralelo a la varilla y
que pasa por ella. b) Una esfera de 3.00 kg con didmetro de 38.0 cm,
alrededor de un eje que pasa por su centro, si la esfera i) es sélida y
ii) es un caparazoén hueco de pared delgada. ¢) Un cilindro de 8.00 kg
con longitud de 19.5 cm y didmetro de 12.0 cm, alrededor del eje
central de un cilindro, si el cilindro es i) hueco de pared delgada y
ii) sélido.

9.36. Bloques pequefios de masa m estdn sujetos en los extremos y el
centro de una varilla ligera de longitud L y masa despreciable. Calcule
el momento de inercia del sistema alrededor de un eje perpendicular a
la varilla y que pasa por a) el centro y b) un punto a un cuarto de su
longitud.

9.37. Dos esferas pequeflas estdn pegadas a los extremos de una barra
uniforme de 2.00 m de longitud y masa de 4.00 kg. Las esferas tienen
masa de 0.500 kg cada una y se pueden tratar como masas puntuales.
Calcule el momento de inercia de esta combinacién en torno a cada
uno de los ejes siguientes: a) un eje perpendicular a la barra que pasa
por su centro; b) un eje perpendicular a la barra que pasa por una de las
esferas; c) un eje paralelo a la barra que pasa por ambas esferas; d) un
eje paralelo a la barra que estd a 0.500 m
de ella.

9.38. El bastén de una bastonera es
un cilindro metélico delgado de masa
M y longitud L. Cada extremo tiene
una tapa de hule de masa m, que pue-
de tratarse como particula en este pro-
blema. Calcule el momento de inercia
total del bastén alrededor del eje de
giro usual (perpendicular al bastén y
por su centro).

9.39. Una rueda de carreta (figura
9.30) tiene un radio de 0.300 m y la
masa de su borde es de 1.40 kg. Cada
rayo, que estd sobre un didmetro y tie-

0.400 m

- - !
B

Figura9.30 Ejercicio
9.39.




ne 0.300 m de longitud, tiene una masa de 0.280 kg. ; Qué momento de
inercia tiene la rueda alrededor de un eje que pasa por su centro y es
perpendicular a su plano? (Use las férmulas de la tabla 9.2.)

9.40. Un disco uniforme con radio R se corta a Figura 9.31

la mitad de manera que la mitad que queda tiene Ejercicio 9.40.
masa M (figura 9.31a). a) ;Cudl es el momento

de inercia de esta mitad alrededor de un eje per- a)
pendicular a su plano por el punto A? b) ;Por

qué su respuesta al inciso a) resulté igual que

si se tratara de un disco completo de masa M? R
c) (Cudl serfa el momento de inercia de un
cuarto del disco de masa M y radio R alrededor
de un eje perpendicular a su plano que pasa A6
por el punto B (figura 9.31b)?

9.41. Un disco compuesto con didmetro exterior

de 140.0 cm estd hecho de un material sélido y
uniforme de 50.0 cm de radio, con densidad de

drea de 3.00 g/cm’ rodeada por un anillo con-
céntrico, cuyo radio interior es de 50.0 cm y ra-

dio exterior de 70.0 cm con densidad de drea de b)
2.00 g/cm’. Calcule el momento de inercia

de este objeto alrededor de un eje perpendicu-

lar al plano del objeto y que pasa por su centro. M
9.42. Una hélice de avién tiene un didmetro de

2.08 m (de punta a punta) y masa de 117 kg, y

gira a 2400 rpm (rev/min) alrededor de un eje B

que pasa por su centro. Trate 1a hélice como va- R

rilla delgada. a) ;Qué energia cinética rotacio-

nal tiene? b) Suponga que, debido a restricciones de peso, usted
tuviera que reducir la masa de la hélice a 75.0% de su masa original,
pero siguiera requiriendo los mismos tamafio y energia cinética. ;Cudl
tendria que ser su rapidez angular en rpm?

9.43. ;Energia proveniente de la Luna? Suponga que en algin
momento en el futuro decidimos aprovechar la energia rotacional de
la Luna para su uso en la Tierra. Ademds de los datos astrondmicos
del Apéndice F, tal vez usted necesite saber que la Luna gira sobre su
eje una vez cada 27.3 dias. Suponga que la Luna es completamente
homogénea. a) ;Cudnta energia total podriamos obtener de la rotacién
lunar? b) En la actualidad nuestro planeta utiliza aproximadamente
4.0 X 107 J de energia anualmente. Si en el futuro la Tierra usara cin-
co veces mds energia cada afio, ;cudntos afios de rotacién lunar nos
abastecerian de energia? De acuerdo con su respuesta, ;se trataria de
una fuente de energia atractiva para invertir seguin la relacién costo-
beneficio?

9.44. Usted necesita disefiar una tornamesa industrial de 60.0 cm de
didmetro con energia cinética de 0.250 J cuando gira a 45.0 rpm
(rev/min). a) ;Cudl debe ser el momento de inercia de la tornamesa al-
rededor de su eje de rotacion? b) Si su taller elabora dicha tornamesa
con la forma de un disco uniforme sélido, ;cudl debe ser su masa?
9.45. El volante de un motor de gasolina debe ceder 500 J de ener-
gia cinética, cuando su velocidad angular se reduce de 650 rev/min a
520 rev/min. ;Qué momento de inercia se requiere?

9.46. Una cuerda ligera y flexible se enrolla varias veces en un ci-
lindro hueco con peso de 40.0 N y radio de 0.25 m, que gira sin
friccién sobre un eje horizontal fijo. El cilindro estd unido al eje
mediante rayos cuyo momento de inercia es despreciable, e inicial-
mente estd en reposo. Se tira del extremo libre de la cuerda con fuer-
za constante P una distancia de 5.00 m, punto en el cual la cuerda
se estd moviendo a 6.00 m/s. Si la cuerda no resbala sobre el cilin-
dro, ;cudnto vale P?

9.47. Se almacenard energia en un volante con forma de disco sélido
uniforme con radio R = 1.20 m y masa de 70.0 kg. Para evitar que fa-
lle estructuralmente el volante, la aceleracién radial mdxima permitida
de un punto en su borde es de 3500 m/s> ;Qué energia cinética maxi-
ma puede almacenarse en el volante?
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9.48. Suponga que el cilindro sélido del aparato del ejemplo 9.9 (sec-
cién 9.4) se sustituye por un cilindro hueco de paredes delgadas, con la
misma masa M y radio R. El cilindro estd unido al eje mediante rayos
cuyo momento de inercia es despreciable. a) Calcule la rapidez de la
masa colgante m justo antes de golpear el piso. b) Utilice los conceptos
de energia para explicar por qué la respuesta al inciso a) es diferente de
la rapidez calculada en el ejemplo 9.9.
9.49. Una polea sin friccion tiene la
forma de un disco sélido uniforme
de masa 2.50 kg y radio 20.0 cm.
Una piedra de 1.50 kg se une a un
alambre muy delgado que se enrolla
alrededor del borde de la polea (fi-
gura 9.32), y el sistema se libera del
reposo. a) (Qué tan lejos debe caer
la piedra para que la polea tenga
4.50 J de energia cinética? b? {Qué
porcentaje de la energia cinética
total tiene la polea?

9.50. Una cubeta de masa m se ata a
un cable sin masa que se enrolla al-
rededor del borde exterior de una po-
lea uniforme sin friccion de radio R,
similar al sistema que se presenta en la figura 9.32. En términos de las
variables indicadas, ;cudl debe ser el momento de inercia de la polea, de
forma que siempre tenga la mitad de la energia cinética de la cubeta?
9.51. Cambio de escala de I. Si multiplicamos todas las dimensio-
nes de disefio de un objeto por un factor de escala f, su volumen y ma-
sa se multiplicardn por f*. a) ;Por qué factor se multiplicard su
momento de inercia? b) Si un modelo a escala 75 tiene una energfa
cinética rotacional de 2.5 J, ;cudnto valdra la del objeto a escala nor-
mal hecho con el mismo material y girando con la misma velocidad
angular?

9.52. Una escalera uniforme de 2.00 m de longitud y masa de 9.00 kg
estd apoyada contra un muro vertical formando un dngulo de 53° con
el piso. Un trabajador empuja la escalera contra la pared hasta que que-
da vertical. ;Cuanto trabajo realiz6 esa persona contra la gravedad?
9.53. Una cuerda uniforme de 3.00 kg y 24.0 m de longitud estd en el
suelo en la cima de un risco vertical. En la cima un alpinista desciende
hasta la mitad de la cuerda, para ayudar a su compafero a subir el
acantilado. ;Cudl fue el cambio en la energia potencial de la cuerda
durante esta maniobra?

Figura 9.32 Ejercicio 9.49.

2.50-kg
polea

Seccion 9.5 Teorema de los ejes paralelos

9.54. Calcule el momento de inercia de un aro (anillo hueco de pare-
des delgadas) con masa M y radio R, alrededor de un eje perpendicular
al plano del aro y que pasa por un borde.

9.55. ;Alrededor de qué eje tendrd una esfera uniforme de madera, el
mismo momento de inercia que tiene una esfera hueca de plomo con
los mismos valores de masa y radio alrededor de un eje que pasa por su
didgmetro?

9.56. Use el teorema de los ejes paralelos para demostrar que los mo-
mentos de inercia dados en los incisos a) y b) de la tabla 9.2 son con-
gruentes.

9.57. Una ldmina de acero rectangular delgada tiene lados que miden a
y by una masa de M. Use el teorema de los ejes paralelos para calcular
el momento de inercia de la ldmina alrededor de un eje perpendicu-
lar al plano de la lamina y que pasa por una esquina de ésta.

9.58. ) Para la lamina rectangular delgada que se muestra en el inciso
d) de la tabla 9.2, calcule el momento de inercia en torno a un eje que
estd en el plano de la placa, pasa por el centro de la placa y es paralelo
al eje que se muestra en la figura. b) Calcule el momento de inercia de
la placa en torno a un eje que estd en el plano de la placa, pasa por el
centro de la placa y es perpendicular al eje del inciso a).
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9.59. Una varilla delgada uniforme de masa M y longitud L se dobla
por su centro de manera que los dos segmentos son ahora perpendicu-
lares entre si. Encuentre el momento de inercia alrededor de un eje per-
pendicular a su plano y que pasa por a) el punto donde se cruzan los
dos segmentos y b) el punto medio de la recta que conecta los dos ex-
tremos.

*Seccion 9.6 Calculos de momento de inercia

*9.60. Utilizando la informacion de la tabla 9.2 y el teorema de los
ejes paralelos, calcule el momento de inercia de la varilla delgada de
masa M y longitud L de la figura 9.23 alrededor de un eje que pasa
por O, a una distancia arbitraria & de un extremo. Compare su resulta-
do con el obtenido por integracién en el ejemplo 9.11 (seccién 9.6).
*9,61. Use la ecuacién (9.20) para calcular el momento de inercia de
un disco sé6lido uniforme de masa M y radio R alrededor de un eje per-
pendicular al plano del disco y que pasa por el centro.

*9.62. Use la ecuacion (9.20) para calcular el momento de inercia de
una varilla delgada uniforme con masa M y longitud L alrededor de un
eje en un extremo, perpendicular a la varilla.

*9.63. La masa por unidad de longitud de una varilla delgada de longi-
tud L varia con la distancia al extremo izquierdo, donde x = 0, segtin
dm/dx = vyx, donde vy tiene unidades de kg/m’. @) Calcule la masa total
de la varilla en términos de y y L. b) Use la ecuacién (9.20) para calcu-
lar el momento de inercia de la varilla para un eje en el extremo iz-
quierdo, perpendicular a la varilla. Use la expresién que dedujo en el
inciso a) para expresar / en términos de M y L. Compare su resultado
con el de una varilla uniforme y explique las diferencias. ¢) Repita el
inciso b) para un eje en el extremo derecho de la varilla y compare los
resultados de los incisos b) y ¢). Explique las diferencias.

Problemas

9.64. Dibuje una rueda que yace en el plano del papel y gira en sentido
antihorario. Elija un punto en el borde y dibuje un vector 7 del centro
de la rueda a ese punto. a) ;Qué direccion tiene @w? b) Demuestre que
la velocidad del punto es U = @ X F. ¢) Demuestre que la acelera-
cién radial del punto es @,y = @ X U =@ X (& X F) (véase el
ejercicio 9.28).

9.65. Viaje a Marte. Imagine que trabaja en un proyecto de la NA-
SA para enviar un cohete a Marte. El cohete despegard de la Tierra
cuando ésta y Marte estén alineados con el Sol. Si en este momento
Marte estd 60° adelante de la Tierra en su érbita alrededor del Sol,
(cudndo deberia lanzarse el cohete? (Nota: todos los planetas giran en
torno al Sol en la misma direccion, y 1 aflo marciano equivale a 1.9
afios terrestres; suponga que los dos planetas tienen 6rbita circular.)
9.66. Un rodillo de una imprenta gira un dngulo dado por
6(tr) = y# — B, donde 7y =3.20rad[s> y B = 0.500rad/s’.
a) Calcule la velocidad angular del rodillo en funcién del tiempo.
b) Calcule la aceleracién angular del rodillo en funcién del tiempo.
¢) (Cudl es la maxima velocidad angular positiva que alcanza, y en
qué instante 7 ocurre esto?

*9.67. Un disco con radio de 25.0 cm tiene libertad para girar en torno
a un eje perpendicular a €l que pasa por su centro. Tiene un cordel
delgado pero fuerte enrollado alrededor de su borde, y el cordel estd
unido a una pelota de la que se tira tangencialmente para alejarla del
borde del disco (figura 9.33). El tirén aumenta en magnitud y produce
una aceleracion de la pelota que obedece la ecuacion a(t) = At, donde
t estd en segundos y A es constante. El cilindro parte del reposo y al
final del tercer segundo, la aceleracién de la pelota es de 1.80 m/s”.
a) Calcule A. b) Exprese la aceleracién angular del disco en funcién
del tiempo. ¢) ;Cudnto tiempo después de que el disco comenzo a gi-
rar alcanzard una rapidez angular de 15.0 rad/s? d) (Con qué dngulo
ha girado el disco justo cuando alcanza 15.0 rad/s? (Sugerencia: véa-
se la seccion 2.6.)

Figura 9.33 Problema 9.67.
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9.68. Cuando un coche de juguete de 0.180 kg y 15.0 cm de longitud
es empujado rdpidamente por el piso, almacena energia en su volante
que tiene un momento de inercia de 4.00 X 107> kg - m?. La publici-
dad asegura que el cochecito se puede hacer viajar con una rapidez a
escala de hasta 700 km/h. La rapidez a escala es la rapidez del coche
de juguete multiplicada por el cociente de la longitud de un automévil
real entre la longitud del juguete. Suponga que un automévil real mide
3.0 m. a) Con una rapidez a escala de 700 km/h, ;qué rapidez trasla-
cional real tiene el coche? b) Si toda la energfa cinética que estd ini-
cialmente en el volante se convierte en energia cinética traslacional del
juguete, ;cudnta energia se almaceno en el volante? ¢) ;Qué velocidad
angular inicial del volante se necesit6 para almacenar la energia calcu-
lada en el inciso b)?

9.69. Un automdvil Chevrolet Corvette clasico modelo 1957, con
masa de 1240 kg, parte del reposo y tiene una aceleracion tangencial
constante de 3.00 m/s> en una pista circular de prueba con radio de
60.0 m. Trate el auto como particula. a) {Qué aceleraciéon angular
tiene? b) (Qué rapidez angular tiene 6.00 s después de arrancar?
¢) (Qué aceleracion radial tiene en este instante? d) Dibuje una vista
superior de la pista circular, el auto, el vector de velocidad y las com-
ponentes del vector de la aceleracién a los 6.00 s. e) ;Qué magnitu-
des tienen la aceleracion total y la fuerza neta del auto en este
instante? f) (Qué angulo forman estos vectores con la velocidad del
auto a los 6.00 s?

9.70. Unos ingenieros estdn disenan-
do un sistema en el que una masa m,
al caer, imparte energia cinética a
un tambor uniforme giratorio, al
cual estd unida con un alambre del-
gado y muy ligero que estd enrolla-
do alrededor del borde del tambor
(figura 9.34). No hay friccién consi-
derable en el eje del tambor y todo el
sistema parte del reposo. Este siste-
ma se probé en la Tierra, pero debe
utilizarse en Marte, donde la acele-
racién debida a la gravedad es de
3.71 m/s>. En las pruebas en la Tie-
rra, cuando m es de 15.0 kg y se Qm

le permite caer una distancia de

5.00 m, imparte 250.0 J de energia

cinética al tambor. a) Si el sistema se opera en Marte, ;qué distancia
tendria que caer la masa de 15.0 kg para impartir la misma cantidad
de energia cinética al tambor? b) ;Con qué rapidez se movera la
masa de 15.0 kg en Marte justo cuando el tambor gane 250.0 J de
energfa cinética?

9.71. La banda de una aspiradora pasa por un eje con 0.45 cm de ra-
dio y una rueda con 2.00 cm de radio. La disposicién de estas piezas
es similar a la de la cadena y las ruedas dentadas de la figura 9.14.
El motor gira el eje a 60.0 rev/s, y la banda gira la rueda, que se
conecta mediante otro eje al rodillo que saca el polvo de la alfombra
que se estd limpiando. Suponga que la banda no resbala ni en el

Figura 9.34 Problema
9.70.
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eje ni en la rueda. a) ;Qué rapidez tiene un punto en la banda?
b) (Qué velocidad angular tiene la rueda en rad/s?

9.72. El motor de una sierra circular gira a 3450 rev/min. Una polea
conectada al eje del motor impulsa una segunda polea con la mitad del
didmetro mediante una correa en “V”. Una hoja de 0.208 m de didme-
tro estd montada en el mismo eje giratorio que la segunda polea. a) El
operador se descuida y la hoja atrapa y lanza hacia atrds un trocito de
madera, el cual se mueve con rapidez lineal igual a la rapidez tangen-
cial del borde de la hoja. Calcule dicha rapidez. b) Calcule la acelera-
cién radial de un punto en el borde exterior de la hoja para saber por
qué el aserrin no se adhiere a los dientes.

9.73. Una rueda cambia su velocidad angular con una aceleracién
angular constante, al girar sobre un eje fijo que pasa por su centro.
a) Demuestre que el cambio de magnitud de la aceleracién radial
de un punto de la rueda, durante cualquier lapso, es el doble del
producto de la aceleracion angular, el desplazamiento angular y la
distancia perpendicular del punto al eje. b) La aceleracion radial
de un punto de la rueda a 0.250 m del eje cambia de 25.0 m/s* a
85.0 m/s” mientras la rueda gira 15.0 rad. Calcule la aceleracién
tangencial de este punto. ¢) Demuestre que el cambio de energia
cinética de la rueda durante cualquier lapso es el producto del mo-
mento de inercia alrededor del eje, la aceleracién angular y el despla-
zamiento angular. d) Durante el desplazamiento angular de 15.0 rad
del inciso b), la energia cinética de la rueda aumenta de 20.0 J a
45.0 J. ;Qué momento de inercia tiene la rueda en torno al eje de
rotacién?

9.74. Una esfera consiste en un centro esférico sélido de madera con
densidad de 800 kg/m’ y radio de 0.20 m, cubierto por una capa del-
gada de plomo con densidad por drea de 20 kg/m”. Calcule el mo-
mento de inercia de esta esfera en torno a un eje que pasa por su
centro.

9.75. Estime el momento de inercia de usted en torno a un eje verti-
cal que pasa por el centro de la parte superior de la cabeza, estando
parado en posicién erguida y con los brazos extendidos a los lados.
Haga aproximaciones razonables, y mida o estime las cantidades ne-
cesarias.

9.76. Una varilla uniforme de 50.0 cm de longitud y masa de 0.320 kg
se dobla en su centro para darle forma de V, con un dngulo de 70.0° en
su vértice. Calcule el momento de inercia de este objeto en torno a un
eje perpendicular al plano de la V' y que pasa por su vértice.

9.77. Se ha sugerido que las plantas eléctricas deberfan aprovechar
las horas de bajo consumo (por ejemplo, después de media noche)
para generar energia mecdnica y almacenarla hasta que se necesite
durante los periodos de carga maxima, como a medio dia. Una pro-
puesta consiste en almacenar la energia en enormes volantes que gi-
ren sobre cojinetes casi sin friccién. Considere un volante de hierro
(con densidad de 7800 kg/m’) con forma de disco uniforme de 10.0
cm de espesor. a) ;Qué didmetro deberia tener semejante disco para
almacenar 10.0 megajoules de energia cinética al girar a 90.0 rpm
en torno a un eje perpendicular al disco y que pasa por su centro?
b) (Qué aceleracion centripeta tendria un punto en su borde al girar
con esta rapidez?

9.78. Al disefiar el motor para un cohete, usted desea reducir su peso
remplazando una pieza esférica sélida con una coraza esférica hueca
del mismo tamafio. Las piezas giran alrededor de un eje que pasa por
su centro. Usted necesita asegurarse de que la pieza nueva siempre ten-
ga la misma energia cinética de rotacién que la pieza original tenfa a
cualquier tasa de rotacién dada. Si la pieza original tenia una masa M,
(cudl debe ser la masa de la pieza nueva?

9.79. La Tierra, que no es una esfera uniforme, tiene un momento
de inercia de 0.3308MR” alrededor de un eje que pasa por sus polos.
La Tierra tarda 86,164 s en dar una revolucion. Use el Apéndice F
para calcular a) la energia cinética de la Tierra debida a esta rota-
cién y b) la energia cinética de la Tierra debida a su movimiento
orbital en torno al Sol. ¢) Explique como sabemos, por el valor
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el momento de inercia de la Tierra, que su masa esta concentrada
en su centro.

9.80. Un disco sélido uniforme de masa m y radio R pivotea sobre un
eje horizontal que pasa por su centro, y un objeto pequefio con la mis-
ma masa m se sujeta al borde del disco. Si el disco se suelta del reposo
con el objeto en el extremo de un radio horizontal, calcule la rapidez
angular cuando el objeto esté directamente abajo del eje.

9.81. Un anuncio metdlico de una concesionaria automotriz es un
triangulo rectdngulo delgado y uniforme con base de longitud b y
altura 4. La masa del anuncio es M. a) Calcule su momento de inercia
para la rotacién en torno al cateto de longitud A? b) Si M = 5.40 kg,
b =1.60my h = 1.20 m, ;qué energia cinética tiene el letrero cuan-
do estd girando a 2.00 rev/s en torno a un eje que coincide con el ca-
teto de 1.20 m?

9.82. Mediciéon de I. Imagine que trabaja como pasante en una em-
presa de ingenieros y le piden que mida el momento de inercia de una
rueda grande, que gire en torno a un eje que pasa por su centro. Dado
que usted fue buen estudiante de fisica, sabe lo que debe hacer. Mide
la rueda y determina que su didmetro es de 0.740 m y que tiene un
peso de 280 N. Luego monta la rueda, empleando cojinetes sin fric-
cion, en un eje horizontal que pasa por el centro de la rueda. Enrolla
una cuerda ligera en el borde de la rueda y cuelga una masa de 8.00 kg
del extremo libre, como se muestra en la figura 9.18. Ahora suelta la
masa desde el reposo; la masa desciende y la rueda gira mientras
la cuerda se desenrolla. Usted determina que la masa tiene una rapi-
dez de 5.00 m/s después de haber descendido 2.00 m. a) ;Qué mo-
mento de inercia tiene la rueda para un eje perpendicular que pasa
por su centro? b) Su jefe le dice que se requiere un / mds grande y
le pide disefiar una rueda con la misma masa y radio que tenga
I =19.0 kg - m*. ;Qué le contesta usted?

9.83. Un metro de 0.160 kg pivotea sobre un extremo, de manera que
puede girar sin friccion alrededor de un eje horizontal. El metro se sos-
tiene en posicion horizontal y se suelta. Al pasar por la vertical, calcu-
le a) el cambio de energia potencial gravitacional que haya ocurrido;
b) la rapidez angular del metro; c) la rapidez lineal del extremo opues-
to al eje. d) Compare la respuesta del inciso c) con la rapidez de una
particula que ha caido 1.00 m desde el reposo.

9.84. Exactamente una vuelta de una cuerda flexible de masa m estd
enrollada en un cilindro uniforme de masa M y radio R, que gira sin
friccién sobre un eje horizontal a lo largo del eje del cilindro. Un extre-
mo de la cuerda estd sujeto al cilindro, el cual inicia con rapidez angu-
lar w,. Después de una revolucion, la cuerda se ha desenrollado y
cuelga verticalmente, tangente al cilindro. Calcule la rapidez angular
del cilindro y la rapidez lineal del extremo inferior de la cuerda en este
instante. Puede ignorar el espesor de la cuerda. (Sugerencia: use la
ecuacion (9.18).)

9.85. La polea de la figura 9.35 tiene radio R y momento de inercia /.
La cuerda no resbala sobre la polea y ésta gira sobre un eje sin friccion.
El coeficiente de friccion cinética entre el bloque A y la mesa es w,. El
sistema se suelta del reposo y el bloque B desciende. La masa de A es
my; y la de B, mp. Use métodos de energia para calcular la rapidez de B
en funcién de la distancia d que ha descendido.

Figura 9.35 Problema 9.85.
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9.86. La polea de la figura 9.36 tie-
ne 0.160 m de radio y su momento
de inercia es de 0.480 kg - m% La
cuerda no resbala en la polea. Use
métodos de energia para calcular la
rapidez del bloque de 4.00 kg justo
antes de golpear el piso.

9.87. Se cuelga un aro delgado de
radio R de un clavo. El aro se des-
plaza lateralmente (dentro de su
plano) un dngulo B con respecto a
su posicion de equilibrio y se suelta.
(Qué rapidez angular tiene al volver
a su posicién de equilibrio? (Suge-
rencia: use la ecuacion (9.18).)
9.88. Un autobus en Zurich, Suiza, obtenifa su potencia motriz de la
energia almacenada en un volante grande, cuya rapidez se aumentaba
periddicamente, cuando el autobis hacfa una parada, con un motor
eléctrico que entonces podia conectarse a las lineas eléctricas. El vo-
lante era un cilindro sélido con masa de 1000 kg y 1.80 m de didmetro;
su rapidez angular maxima era de 3000 rev/min. a) Con esta rapidez
angular, ;qué energia cinética tiene el volante? b) Si la potencia media
que requerfa el autobis era de 1.86 X 10* W, ;cudnto tiempo podia
operar entre paradas?

9.89. Dos discos metalicos, con radios R, = Figura 9.37

2.50 cmy R, = 5.00 cm, y masas M; = 0.80  Problema 9.89.

kg y M, = 1.60 kg, se sueldan juntos y se o

Figura 9.36 Problema 9.86.

4.00 kg

2.00 kg

montan en un eje sin friccién que pasa por T
su centro comun (figura 9.37). a) {Qué mo- o R,
mento de inercia total tienen los discos? A

b) Un cordén ligero se enrolla en el disco
mas chico y se cuelga de €l un bloque de
1.50 kg. Si el bloque se suelta del reposo a
una altura de 2.00 m sobre el piso, ;qué ra-
pidez tiene justo antes de golpear el piso?
¢) Repita el inciso b) pero ahora con el cor-
don enrollado en el disco grande. (En qué
caso el bloque alcanza mayor rapidez?
Explique su respuesta.

9.90. En el sistema de cilindro y masa del
ejemplo 9.9 (seccién 9.4), suponga que la
masa m que cae estd hecha de hule ideal, de
modo que no pierde energia mecanica al golpear el piso. a) Si el ci-
lindro no gira inicialmente y la masa m se suelta del reposo desde una
altura i, ;ja qué altura rebotard la masa si lo hace verticalmente?
b) Explique, en términos de energia, por qué la respuesta a a) es
menor que h.

9.91. En el sistema que se muestra en la figura 9.18, una masa de 12.0
kg se suelta desde el reposo y cae, haciendo que el cilindro uniforme
con masa de 10.0 kg y didmetro de 30.0 cm gire en torno a un eje sin
friccién que pasa por su centro. ;Qué distancia deberd descender la
masa para impartir al cilindro 250 J de energfa cinética?

9.92. En la figura 9.38, el cilindro y
la polea giran sin friccién en torno a
ejes horizontales estacionarios que
pasan por su respectivo centro. Se
enrolla una cuerda ligera en el cilin-
dro, la cual pasa por la polea y tiene
una caja de 3.00 kg suspendida de
su extremo libre. No hay desliza-

Rl L
i = S—)

1.50 kg

Figura 9.38 Problema 9.92.
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miento entre la cuerda y la superficie de la polea. El cilindro uniforme
tiene masa de 5.00 kg y radio de 40.0 cm. La polea es un disco unifor-
me con masa de 2.00 kg y radio de 20.0 cm. La caja se suelta desde
el reposo y desciende mientras la cuerda se desenrolla del cilindro.
Calcule la rapidez que tiene la caja cuando ha caido 1.50 m.

9.93. Un disco plano uniforme tiene masa M y radio R. Se perfora en ¢l
un agujero circular de radio R/4, centrado en un punto a R/2 del centro
del disco. a) Calcule el momento de inercia del disco alrededor de un
eje que pasa por su centro, perpendicular al plano del disco. (Sugeren-
cia: calcule el momento de inercia de la pieza que se quité al disco.)
b) Calcule el momento de inercia del disco agujerado en torno a un eje
que pasa por el centro del agujero, perpendicular al plano del disco.
9.94. Se hace un péndulo con una esfera sélida uniforme de masa M y
radio R suspendida del extremo de una varilla ligera. La distancia del
pivote en el extremo superior de la varilla al centro de la esfera es L. El
momento de inercia /, del péndulo para la rotacién alrededor del pivo-
te suele aproximarse con ML>. a) Use el teorema de los ejes paralelos
para demostrar que si R es el 5% de Ly se desprecia la masa de la vari-
lla, 1, es s6lo 0.1% mayor que ML’ . b) Si la masa de la varilla es el 1%
de M y R es mucho menor que L, ;qué relacién hay entre /., para un
eje en el pivote, y ML*?

9.95. Teorema de los ejes perpendiculares. Considere un cuerpo
rigido que es una lamina delgada plana de forma arbitraria en el plano
xy, con el origen de coordenadas O situado en cualquier punto dentro o
fuera del cuerpo. Sean I, e /, los momentos de inercia alrededor de los
ejes x y y, y sea I, el momento de inercia alrededor de un eje que pasa
por O, perpendicular al plano. a) Considerando elementos de masa m;
con coordenadas (x;, y;), demuestre que I, + I, = I, Este es el teorema
de los ejes perpendiculares. Observe que el punto O no tiene que ser el
centro de masa. b) Para una arandela delgada con masa M y radios in-
terior y exterior R, y R, use el teorema de los ejes perpendiculares pa-
ra calcular el momento de inercia alrededor de un eje que estd en el
plano de la arandela y que pasa por su centro. Puede usar la informa-
cién de la tabla 9.2. ¢) Use el teorema de los ejes perpendiculares para
demostrar que, en el caso de una ldmina delgada cuadrada con masa M
y longitud de lado L, el momento de inercia en torno a cualquier eje en
el plano de la lamina que pase por el centro de la lamina es 5ML?.
Puede usar la informacion de la tabla 9.2.

9.96. Una varilla uniforme delgada se dobla formando un cuadrado de
lado a. Si la masa total es M, calcule el momento de inercia alrededor
de un eje que pasa por el centro y es perpendicular al plano del cuadra-
do. (Sugerencia: use el teorema de los ejes paralelos.)

*9.97. La densidad de un cilindro de radio R y masa M aumenta li-
nealmente con la distancia r al eje del cilindro, p = ar, donde « es
una constante positiva. a) Calcule el
momento de inercia del cilindro al-
rededor de un eje longitudinal que
pasa por su centro, en términos de M
y R. b) ;Su respuesta es mayor o me-
nor que el momento de inercia de un
cilindro con la misma masa y radio
pero densidad uniforme? Explique
por qué este resultado es 16gico cua-
litativamente.

9.98. Estrellas de neutrones y res-
tos de supernovas. La Nebulosa
del Cangrejo es una nube de gas bri-
llante de unos 10 afos luz de didme-
tro, a una distancia aproximada de
6500 afios luz de la Tierra (figura

Figura 9.39 Problema 9.98.




9.39). Es el residuo de una estrella que sufri6 una explosion supernova
vista en la Tierra en 1054 p.c. Esta nebulosa libera energia a razén de
aproximadamente 5 X 10*' W, unas 10° veces la energfa radiada por el
Sol. El origen de esa energia es la rotacion rapida de una estrella de
neutrones en el centro de la nebulosa. Este objeto gira una vez cada
0.0331 s, y este periodo aumenta 4.22 X 10" s cada segundo que pa-
sa. a) Si la rapidez con que la estrella de neutrones pierde energia es
igual a la rapidez con que la nebulosa libera energfa, calcule el mo-
mento de inercia de tal estrella. b) Las teorias sobre supernovas predi-
cen que la estrella de neutrones de la Nebulosa del Cangrejo tiene una
masa aproximadamente 1.4 veces mayor que la del Sol. Modelando la
estrella de neutrones como esfera uniforme sélida, calcule su radio en
kilémetros. ¢) (Qué rapidez lineal tiene un punto en el ecuador de esa
estrella? Compare esto con la rapidez de la luz. d) Suponga que la es-
trella de neutrones es uniforme y calcule su densidad, comparandola
con la de una roca ordinaria (3000 kg/m’) y la densidad de un nicleo
atémico (aproximadamente 10'7 kg/m?). Justifique la afirmacién de
que una estrella de neutrones es en esencia un nicleo atémico grande.

Problemas de desafio

9.99. El momento de inercia de una esfera con densidad uniforme al-
rededor de un eje que pasa por su centro es 2MR*> = 0.400MR?. Obser-
vaciones de satélite muestran que el momento de inercia de la Tierra es
de 0.3308MR> Datos geofisicos sugieren que la Tierra tiene 5 regiones
principales: el nicleo interior (r = 0 a r = 1220 km) con densidad me-
dia de 12,900 kg/m’, el nicleo exterior (r = 1220 km a r = 3480 km)
con densidad media de 10,900 kg/m3, el manto inferior (r = 3480 km
ar = 5700 km) con densidad media de 4900 kg/m’, el manto superior
(r = 5700 km a r = 6350 km) con densidad media de 3600 kg/m’ y la
corteza exterior y los océanos (r = 6350 km a r = 6370 km) con den-
sidad media de 2400 kg/m3‘ a) Demuestre que el momento de inercia
alrededor de un didmetro de una coraza esférica uniforme con radio in-
terior R,, radio exterior R, y densidad p es I = p(87[15) (RS — R?).
(Sugerencia: forme la coraza superponiendo una esfera de densidad p
y una esfera menor de densidad —p.) b) Verifique los datos dados
usdndolos para calcular la masa de la Tierra. ¢) Use los datos dados pa-
ra calcular el momento de inercia de la Tierra en términos de MR”.
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*9.100. Calcule el momento de inercia
de un cono sélido uniforme de masa M
y altura A alrededor de un eje que pasa
por su centro (figura 9.40). El radio de
la base circular es R.

9.101. En un disco compacto (CD), la
musica se codifica en un patrén de agu-
jeros diminutos dispuestos en una pista
que corre en espiral hacia el borde del
disco. Al girar el disco dentro del repro-
ductor, la pista es barrida con una rapi-
dez lineal constante de v = 1.25 m/s.
Puesto que el radio de la pista varfa al
irse alejando del centro, la rapidez an- Eje

gular del disco debe cambiar al repro-

ducirse el CD. (Véase el ejercicio 9.22.) Veamos qué aceleracion
angular se necesita para mantener v constante. La ecuacién de una
espiral es () = r, + 86, donde r, es el radio de la espiral en 6 = 0
y B es una constante. En un CD, r, es el radio interior de la pista.
Si tomamos la direccién de rotacién del CD como positiva, 3 debe ser
positiva para que r aumente al girar el disco y aumentar 6. a) Al girar
el disco un dngulo pequefio df, la distancia barrida sobre la pista es
ds = rdf. Usando la expresion anterior para r(6), integre ds para obte-
ner la distancia total s barrida sobre la pista en funcién de dngulo total
6 que ha girado el disco. b) Dado que la pista se barre con rapidez
lineal constante v, la distancia s obtenida en el inciso a) es igual a vz.
Use esto para obtener 6 en funcién del tiempo. Habra dos soluciones
para 0; elija la positiva y explique por qué es la adecuada. ¢) Con su
expresion para 6(7), calcule la velocidad angular w_ y la aceleracion
angular «, en funcion del tiempo. ;«a, es constante? d) En un CD, el ra-
dio interior de la pista es de 25.0 mm, el radio aumenta 1.55 um cada
revolucion y la duracién del CD es de 74.0 min. Calcule r, y By deter-
mine el nimero total de revoluciones del disco durante su reproduc-
cién. ¢) Con sus resultados de ¢) y d), grafique w, (en rad/s) contra 7
y a, (en rad/s?) contra r entre £ = 0y ¢t = 74.0 min.

Figura 9.40 Problema de
desafio 9.100.
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