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SISTEMA DE UNIDADES

En Mecanica existen cuatro magnitudiesdamentales a saber: longitud, masa, tiemp@széu
(para el Sistema Técnico). Las unidades en queidennestas magnitudes no pueden elegirse
arbitrariamente y deben estar en concordanciaaoleyes que rigen la fisica.

Si bien existen varios sistemas de unidades, @meskente curso se utilizaran tanto el Sistema
Internacional (SI) como el Sistema Técnico (ST)isteétha Terrestre debido a que en muchos
paises aun es utilizado.

Con respecto al Sl, este posee tres unidades fierdal®s a saber: longitud, masa y tiempo. Se
define al metro como la distancia recorrida polulaen el vacio en un intervalo de tiempo de
1/299.792.458s.

El kilogramo se define como la masa de un cilifdlicado con una aleacion de platino e iridio
gue se conserva en la oficina internacional deggsoedidas, en Svres, Francia.

Finalmente se define el segundo como el tiempo rggeiere un atomo de cesio 133 para
realizar 9.192.631.770 vibraciones correspondieatkstransicion entre dos niveles hiperfinos
de su estado fundamental.

La tabla muestra las unidades fundamentales delnsasinternacional:

Sistema Internacional (SI)
Magnitud Dimension Unidad Simbolo

n .

u Longitud L metro m
s
az
< '-'§J Masa M kilogramo kg
Z <

a
= .

E Tiempo T segundo S

Para el Sistema Técnico en cambio, las magnitudetafmentales son las que se indican en la
siguiente tabla. En este sistema la unidad de dueszl kilogramo-fuerza o kilopondio, y no se
utilizard en este curso.

Sistema Técnico (ST)
Magnitud Dimension Unidad Simbolo
n .
u Longitud L metro m
kilogramo

< uw
a <§( Fuerza F fuerza kgf
z

a
= .

E Tiempo T segundo s

Para el Sl, la fuerza posee una unidad derivadasdindamentales que para determinarla se
necesita conocer la 2° Ley de Newtgne establece:

F=ma
Siendo “m” la masa y “a” la aceleracién con la @gta se mueve al aplicarsele la fuerza.

! Magnitud es todo aquello que puede ser medido.
2 Esta ley se estudiara detalladamente mas adegamtahora solo es necesario conocer su expresion.

7



De acuerdo a ello, se define la unidad de fuerza Newton (1N) como aquella necesaria para
otorgarle a la unidad de masa de 1kg, una aceferdei 1m/a

a=1m/¢

F=1IN_[ m=1kg

A

Del mismo modo, la Unidad Técnica de Masa (UTMilstine como aquella que, si se le aplica
una fuerza dékgf, se acelera con una aceleraciério®s de acuerdo a la 2° Ley de Newton.

a=1m/¢

F=1kgf | y=10Tm

Por lo tanto para determinar la equivalencia qustexentre las unidades de fuerza de los
sistemas de unidades se procede de la siguienteranan
En el Sl se tiene:

10N = 1,0kg.1,0m/s?

En el ST, la definicién de fuerza es:
1,0kgf = 1,0kg.98m/ s?

Algebraicamente se pueden agrupar los valores mcmsgvor un lado y las unidades por el otro
guedando:
1,0kgf = 98kg.m/ s

Finalmente la equivalencia entre unidades de fuema@ los dos sistemas es:

10kgf = 98.N
O como factor de conversion:
98.N
1=
10kgf

Para determinar la equivalencia entre UTM y kgesamplaza el equivalente de la unidad de
fuerza en la ecuacion precedente quedando:

98kgm/s* =10UTM.Im/s* = 10kg= %UTM

O como factor de conversion:



_1UTM
98kg

Desgraciadamente la confusion entre peso y masaugscomun y para evitar confusiones
cuando se utilice la palabra “kilogramos” se esta@endo referencia a la masa de un cuerpo y
cuando se hable de “peso” a la fuerza con que asa gsta siendo atraida por la gravedad.

Por lo tanto el peso de la masa patrérikigmedida en el Sl val@,8 Ny el siguiente esquema

trata de aclarar esta diferencia.

Fuerza necesaria
para soportar T 1,0kgfsm)

el peso

Nivel sobre la
superficie m = 1,0kg g= 9,8m/$
terrestre

Peso = 1,0kgér) = 9,8Ns)

Para mayor informacién en el ANEXO | se presenta tabla de unidades de otras magnitudes
utilizadas en Fisica.

CONVERSION DE UNIDADES — FACTOR DE CONVERSION

Para determinar la equivalencia entre diferenteislades se aconseja utilizar factores de
conversién para lo cual se desarrolla el siguiejgmplo

Si se desea determinar a cuantos kilometros pardguivalen 35m/s, se procede de la
siguiente manera:

5_ 10km 600m|nD6OOs
10000m  10h 1,0min

Analizando el paréntesis, se puede observar totsrés, cada uno de ellos es equivalente|a la
unidad. Si se reagrupan los términos numéricos Jitkrales entre si, queda:

3504i 1 600 GOOjdﬂﬁh—dﬂ—-G——

10000 1 1 min

Realizando las operaciones numeéricas y las siroatiibnes de unidades se obtiene:

saodaeﬁiﬁ?=1zao%?




De esta manera se obtiene un factor de conversiérdgtermina el equivalente en kildbmetros
por hora de la velocidad dada en metros por segomel@olo multiplicar esta ultima por 3,6. El
factor de conversion seré:

1= 36km/h
10m/s

ANALISIS DIMENSIONAL

La dimension denota una cantidad que es indepdeddm las unidades que se utilicen para
medirla. Si se mide en metros, pulgadas o milagule se mide es una distancia, la dimension
es la longitud y la unidad de medida: metros, pldgao millas, segun corresponda.

Algunas de las magnitudes que se derivan de lakfoentales se muestran a continuacion.

Magnitud a medir Unidad de medida del SI Simbolo déa unidad Sirr:j?;lgg;?ége la
Superficie Metros cuadrados ’m [L]*
Volumen Metros clbicos n [’
Velocidad Metros sobre segundo m/s [L]/[T]
Aceleracion Metros sobre segundo al cuadragio 2 mls M]/[L]?
Densidad Kilogramos sobre metro ctbico kd./m M/ [L°
Fuerza Newton N [M] .[L)/ [T] 2

Realizar el andlisis dimensional ayuda en muchessca comprobar si la expresion final a la
gue se arribd es consistente con la dimensiondaatga que en Fisica las cantidades se
encuentran siempre relacionadas con las unidadeguense expresan. Por lo tanto las
dimensiones pueden trabajarse como expresionds ailcges.

Una de las leyes de la cinematica indica que easpecorrido por un cuerpo que cae debido a
la atraccion de la gravedad y despreciando el rerdgmdel aire, cumple con la ecuacion:

1 .
e=—.gt
29

donde:

e - espacio recorrido

g - aceleracion de la gravedad (g = 9,8in/s

t = tiempo transcurrido medido en segundos.

Realizando un andlisis dimensional se determina lquéimensiéon del espacio recorrido es
consistente con las magnitudes intervinientes expaesion analizada.

g (M e
U= 7 =1

También es util para determinar las unidades dellguconstantes que poseen dimensiones
como la constante del resorte 0 la constante deitgcan universal “G” incluida en la
expresion:

F :G.”‘af‘z
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donde:

F-> fuerza de atraccion gravitatoria

m; y mp = masas de cada particula

G- constante de gravitacion universal

d - distancia de separacion de cada particula.

Para determinar las dimensiones de la constante @ slespeja de la expresion anterior
guedando:

d2

G=F.
m,.m,

Cuyo andlisis dimensional correspondiente es:

)=}

[T M }{m]

I
=g

El valor de la constante G expresada en unidade3l és 6,67.10" m*/kg.<.

REGLAS DE REDONDEO

A fin de utilizar correctamente las cifras decinsales necesario tener en cuenta algunas reglas
gue rigen el redondeo de numeros.
A continuacion se presentan cuatro reglas que rgjeredondeo de cifras con un ejemplo
ilustrativo.
1.Si el digito a eliminar es > 5 el digito que sntrene se aumenta en uno. Por ejemplo si
se debe redondear a dos decimales el numero 32&,t&sultado debe informarse 325,18
ya que el digito a eliminar 6 >5.
2.Si el digito a eliminar es < 5 el digito retens® mantiene tal cual. Por ejemplo si se
debe redondear a dos decimales el nimero 132, #24dtado debe informarse 132,72 ya
que el digito a eliminar 4 <5.
3.Si el digito a eliminar es 5 y el digito retenidagpar el retenido aumenta en uno. Por
ejemplo si se debe redondear a dos decimales ekruib5,175 el resultado debe
informarse 155,18, ya que el digito a retener g&l/lque se debe eliminar es 5.
4.Si el digito a eliminar es 5 y el retenido pare¢enido se mantiene. Redondeando a dos
decimales el numero 20,165 queda 20,16.

ORDEN DE MAGNITUD

En los célculos aproximados y en descripciones rgégse como cuando decimos “la carga de
ese camion pesa tantas toneladas”, se suele exfaesmtidad por su orden de magnitud, para
lo cual se toma por redondeo la potencia de digmfda notacion cientifica que es lo mismo)
mas proxima al numero a estimar su orden de mainitu

Por ejemplo, un peso de.250,3Nposee un orden de magnitud dado por la notac&mtifica

del nimero previamente redondeado, es de8ir 1¢ tiene un orden de magnitud de 4.

Si el nimero fuerd7,6 . 106, el orden de magnitud se28 . 10 =2 . 1¢ y su orden de magnitud
sera 8.
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Una longitud de8 .10 ® m decimos que es del orden de magnitudl@e® m dado que al
redondear el 8 quedtd .10, dando como resultadb .10 y su correspondiente orden de
magnitud serd entonces

En la siguiente tabla se indican algunos ejemptosdano determinar el orden de magnitud:

Numero Redondeo Notacion cientifica Orden de magnit
0,0012 10 x 18 1x10° -3
0,0079 100 x 16 1x10° -2
950 1.000 x 16 1x10 3
26 1x18 1x10 1
8,5 x 16 10 x 16 1x1d 7
9,52 x10° 10 x 10° 1x10° -5
1.534,34 x10 1.000 x 16 1x10 6
14,56 x10' 10 x 10* 1x10° -3

CIFRAS SIGNIFICATIVAS

Se define como numero de cifras significativas d& mnedicion a todos los valores observados
mas uno apreciado, por lo tanto, si se informa ejuesultado de la medicion es 34,56m, la

décima, la unidad y la decena son correctas pareni@na es incierta.

Si se tiene un instrumento de medida como el quesestra a continuacion con el cual de

realizaran mediciones, los valores observados desarentimetros y el apreciado sera segun la
experiencia del operadota décima de centimetro.

‘ cm

Los resultados de las mediciones de longitud queaien con este instrumento se informaran
en unidades enteras en centimetros, que correspoladedivisiones observadas, mas la cifra
apreciada en décimas de centimetro. Finalmentesaltado numérico de la medicion debera
contener una sola cifra decimal.

Cuando se realizan cambios de unidades, la man&sasagura de presentar el guarismo sin
cometer un error en la cantidad de cifras sigrtifiea es utilizar notacion cientifica.

Por ejemplo, si se quiere expresar el valor 7,5onmdimetros, el resultado del cambio de
unidades quedard 75mm, manteniendo las cifrasfisigiivas. Pero si se quiere expresar en
metros la expresion debera presentar la mismadeahtile cifras significativas. Utilizando
notacién cientifica la expresioén correcta quedadicada como 7,5 x 0m.

En la siguiente tabla se indican algunos ejemplsc@no determinar el nUmero de cifras
significativas:

% Se hace referencia a que algunas personas pudigitir” el espacio en blanco entre graduacionepreciar la
medida en base a ello.
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Nimero Notacién cientifica Cifras significativas
0,0012 1,2 x 18 2
0,00079 7,9 x 16 2
0,001456 14,56 x10 4
26 2,6 x 16 2
952.000 9,52 x 10 6
1.534.340 1,53434 x%0 7
950 9,50 x 18 3

Se debe observar que las potencias de diez deédeido cientifica no tienen absolutamente nada
que ver con las cifras significativas.

OPERACIONES CON CIFRAS SIGNIFICATIVAS

Suma y Resta

El sumando que tenga menos decimales determinacankiddad de decimales que tendra el
resultado final, en otras palabras la suma depdabdsumando de menos decimales. Esta regla
debe ser aplicada tanto para la suma como pagatk r

5515+ 209367= 5515+ 2094 = 7609
7213-17,03987= 7213—- 1704 = 5509

Multiplicacion y Division

El ndmero de cifras significativas en el resultadfinal es el mismo numero de cifras
significativas que la menos precisa, donde “memesiga significa la que tiene el nimero menor
de cifras significativas”.

(110).(934750) = 1028225=1,02822510° = 10310’

293758 _ 8446=84
703

Otro procedimiento que dara el mismo resultado ledeetrabajar con todas las cifras y al
resultado de la operacion se le aplica la regleedendeo respetando aquella de menor cantidad
de cifras decimales.

PRECISION Y EXACTITUD

Con relacion a los aparatos de medicion es necegdeafinir dos conceptos totalmente diferentes
a saber: la precision y la exactitud.

La precision esta asociada a la mayor o menor digpeque un instrumento o método puede
detectar de una magnitud medida. Se encuentraaalsoaila sensibilidad para detectar menores
variaciones de la magnitud que se desea deterntioaejemplo un cronédmetro cuya escala esta
graduada en 10ms es mas preciso que un reloj coamisegundero.

La exactitud de un instrumento o método est4 adacda calidad de la calibracion del mismo.
Para ilustrar estos conceptos se muestra en l@esigufigura una serie de cuatro disparos
indicando las caracteristicas de cada uno de ellos:
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No son tiros exactos pero si Tiros exactos y precisos, porque

precisos, porque no dieron en el dieron en el centro y ademas se
centro pero se encuentran encuentran agrupados.
agrupados.
Ni exactos ni precisos porque no Tiros exactos pero no precisos, porque
dieron en el centro ni se encuentran dieron en el centro pero se encuentran
agrupados. dispersos.

MAGNITUD Y MEDIDA

Si magnitud es todo aquello que puede ser medidmeldicion es la técnica que se utiliza para
determinar el valor de esa magnitud fisica medidmteomparaciéon con otra definida como
unidad patron. Al medir una cantidad cualquieraemeinamos la relacion que existe entre la
cantidad medida y la unidad elegida como patrén.

Se debe tener cuidado de no producir perturbaciemest sistema en estudio, por ejemplo, no es
lo mismo medir con un termometro de mercurio lageratura de un litro de agua que la de una
gota, ya que en el primer caso la temperaturaittel de agua no experimentara variacion
apreciable al “calentar el termOmetro” mientras tugota de agua “se enfriara” al ponerse en
contacto con una masa relativamente mucho mayor.

Una magnitud fisica es un atributo de un cuerpofemdmeno o sustancia, susceptible de ser
medido y al ser la Fisica una ciencia experimewsighifica que los fendmenos bajo andlisis
deben observarse y medirse y todo lo que se dggeecto a ellos (0 a sus consecuencias logicas)
carece de sentido si no se pueden comprobar ex@@aimente.

Para determinar cualquier magnitud fisica es neicesaguir un proceso de medicion que es
fundamental para la Fisica. Este proceso es una@pe experimental en la que intervienen
necesariamente tres sistemas:

v" Objeto cuya magnitud queremos determinar.

v'Instrumento o aparato a utilizar.
v" Unidad de medida

14



El proceso de medicion de la longitud de un objetusiste en:

v Hacer coincidir un extremo del objeto a medir aprimera division del instrumento,
(el cero de la regla graduada).

v' Determinar la cantidad de divisiones que existestehel otro extremo del objeto
medido (numero de unidades).

v' Realizar el mismo procedimiento con el objeto quédefini6 como unidad de medida
(calibracion de la regla graduada con el patrén).

En definitiva el proceso de medicion es el quengefa la magnitud fisica del objeto y el

resultado de este proceso en un numero real qllansa valor de la magnitud en cuestion y
representa el nimero de veces que la unidad esignada en la magnitud medida.

Una magnitud fisica es genuina cuando el valoradeagnitud final coincide con la suma de
cada una de las magnitudes originales, caso cmnf@artiene una magnitud no genuina. En la
figura se observan dos magnitudes, una genuinatydano genuina.

A . 2
hi+ hp litros
hy Tiito | ,[ Thtro | #| . 2@
+ 1 hy |~ ‘ ‘ a90°C | | a20°C 110°C

La longitud es una magnitud fisica genuina. La temperatura es una magnitud fisica no genuina,

MEDICIONES Y ERRORES EN LA MEDICION

Si se desea determinar el valor de la longitudbtgto de la figura se compara este Ultimo con
el instrumento de medida, que en este caso esagia graduada en centimetros segun se
muestra.

cm

Objeto a medir

Como resultado de la medicidn se obtienen dos eslextremos o cotas, uno maximo y otro
minimo. A estos numeros se los conoce como valsigrsficativos o cifras significativas
pudiendo ser expresados por medio de un intenela giguiente manera:

(X min; X max)
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Dentro de este intervalo, denominado intervalortketerminacion, se encuentra la verdadera
longitud del objeto y esto nos dice que nunca seaera exactamente el valor real pero tal vez
Nno sea necesario o no sea posible medirlo.

Este intervalo no expresa la medida buscada, gepodria definir al valor medialel intervalo
como el valor que mejor representa la magnitudidae@s decir:

X min+ X max
2

X =

Si tenemos que decir cual es el valor de la lodgiiuscada, el valor promedio es el que tiene
mas probabilidades de ser el correcto ya que, tsinugs por el valor maximo y resulta que el
valor verdadero coincide con el minimo, el erroe e cometera serd el mayor de todos y
viceversa.

Aqui el significado de la palabra error en un sEntamplio, puede considerarse como una
estimacién o cuantificacién de la incertiduntode una medida. Cuanto mas incierta sea una
medida, tanto mayor sera el error que lleva apdoeja

Tomando como centro del intervalo al valor promediovalor verdadero se encontrara dentro
de un intervalo cuyo radio estara dado por la esipne

_ Xmax- Xmin
2

AX

Por lo tanto, se define como el resultado de laici@dde la longitud del objeto como:

X = X + AX

Para el caso de la medicion del objeto del ejerdplmas arriba sera:

AX =——=05cm
2
Y = E =75cm
2
X =75+ 05cm

Para tener una idea del grado de significaciénadiedertidumbre de la medicion respecto al
valor medido, se define el error relativo comoaiente:

AX
E=——
X

med
O en forma porcentual como:

e, =2 100
X

med

Para ejemplificar el concepto supongamos que teseaque determinar la distancia que existe
entre dos esquinas de una cuadra de 100 metrostanoos para ello con dos tipos de
instrumentos de medicion, el “cuentakildmetros’useautomovil (odometro) y una regla de un

* Se utilizara generalmente la raya sobre una madypira simbolizar el valor medio de la misma.
® Segun el diccionario se interpreta como la fagt@ahocimiento seguro y claro de algo, en este @elseerdadero
valor de la medida del objeto.
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metro sin graduaciones intermedias. Como el cudéama&tros mide cada 100 metros el
resultado de la medicion con este “instrumentod:ser

Medida realizada con
Automoévil Metro
Resultado de la medicion La=(50+50) m [k=(99,5+0,5 m
Error absoluto 50m 0,5m
50 05
Error relativo ga=—=1 £ =——= 0005
50 995
50 05
Error relativo porcentual E,=—=100% En=——=05%
50 995

El error relativo (o relativo porcentual) es masatiptivo que el error absoluto cometido en
cuanto a la calidad de la medicion.

Para pensar

¢, Qué pasaria si la Gnica medicion realizada coggla utilizada en las mediciones anteriores ca&tdj en, por
ejemplo, 7cm? ¢ Se cometeria algun tipo de errondl g8ra la expresion del resultado de la medicién?

ERRORES ESTADISTICOS

Si un operario realiza la medicién de un objeto Unia vez, el valor que se obtiene es, por
supuesto el mejor valor y la incertidumbre estaci@da con los siguientes factores:

v Incertidumbre nominal que presenta el instrumertibzado. Por ejemplo, si se
utiliza una regla graduada en milimetros para med& longitud, la incertidumbre
asociada sera d@®;65mm.

v" Metodologia de la medicion. Por ejemplo, al meditdmperatura de un objeto con
un termometro de mercurio al ponerse en contactboancuerpos el termdémetro, si
inicialmente se encuentra a menor temperaturageesu temperatura mientras que la
del objeto descendera impidiendo obtener la tenyrarénicial deseada.

Supongamos ahora que un operario debe reahkzamediciones del mismo objeto, no
necesariamente resultaran todas exactamente iguaesiue apareceran fluctuaciones del
instrumento (por calentamiento u otros motivosplgeto puede modificarse por el proceso de
medicion en si.

Por todo lo dicho al realiz& mediciones se obtendran resultados tales como:

Xy Xyt X
Como es logico, el objeto medido posee solo unrvalmnérico real y como resultado de las
mediciones realizadas, probablemente ninguno dél Iessultados obtenidos coincida con ella

pero entonces, ¢como se puede determinar el msditel de la medicion basandose en todos
los resultados obtenidos?
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Por el momento se adopta como el valor mas repesenal valor medio (o0 promedio) de INs
valores medidos dados por la expresion:

N
Xi
X, + X, +o 4 Xy 21:

N N

X =

Cada uno de los valores obtenidos individualmertdrd discrepar (en mas o en menos)
respecto del valor promedio siendo esas difereme@esentadas por la expresion:

& :(Y_Xi)

Estas diferencias se denominaran “desviacion de caddicion” respecto del promedio y
gréficamente se muestran en la figura siguiente:

X

X|

o

N—

v

=
N
=z

Para cada una de |Bsmediciones obtenidas se puede observar que lamdeses pueden ser
tanto por exceso (medicidn como por defecto (medicion2sy N.

Si se realiza el promedio de todas las desviaciob&snidas, se puede obtener un valor positivo,
negativo o incluso cero y no tendra mucho significisico.

Si por el contrario se eleva al cuadrado cada enlasidesviaciones cuadraticas, se logra tener
todas las desviaciones positivas y la suma de iss&s dara una idea de la fluctuacion de los
valores medidos respecto del valor promedio.

Es evidente que cuantas mas mediciones se reatimyur sera el resultado de la suma de las
desviaciones cuadraticas y para independizarseltheéro de mediciones se promedian estas a
fin de tener una idea mas correcta del grado gedigdin de los datos. Esta expresion se define

como varianzdy su expresion es:
N

Z(Xi _Y)z
V= i=1
N

Como puede observarse, las unidades de la varigauzala medicion de una longitud son
unidades cuadradas. Si se mide en cm, la vari@nerpsesara en ém

® Matematicamente se define a la varianza comooehedio de lasN-1) mediciones, pero como en los
experimentos de fisichl>>1, el resultado aceptable.

18



Finalmente y con el objeto de tener las mismas waes que la magnitud medida, se define la
dispersién o error estandar o error cuadratico smeéeicada medicidon respecto del promedio a la
raiz cuadrada de la varianza, dada por la expresion

Como se observ&’ posee las mismas unidades de la magnitud médidaara determinar la
calidad de la medicién se la puede comparar meslgrdociente:

S
X

Ahora se analizara el caso en que se realicensvaedes de mediciones de una misma
magnitud. Si se obtiene el correspondiente proméelicada una de las series, es de esperar que
cada uno de ellos, tomados como datos individugdeshién presente fluctuaciones, pero con
una menor dispersion respecto a la que presergatatos individuales dentro da cada serie.
Puede demostrarse que, a medida que se aumenta&iande mediciones, la distribucion de los
promedios de cada serie presentara una distribucignaf con una desviacién dada por:

Esta expresion se conoce como desviacion estamtiggramedio y en un experimento es la
medida de la incertidumbre estadistica asociadealalr medio en el proceso de realizar la
medicion de una magnitud veces.

Finalmente, el resultado de una serie de medicisa@sdica como:

X=Xz%o,,

El problema siguiente ejemplifica la utilizacion des conceptos dados y la forma de
presentarlos para su mejor interpretacion.

Para un estudio de la salud de la poblacion irfaetiun barrio, se consultaron los pesos de
cincuenta nifios dando por resultado los siguierdses:

41 40 41 41 42 43 40 40 41 42
38 41 36 39 37 41 40 39 38 40
39 42 40 40 40 46 42 43 40 44
41 44 40 45 43 38 39 41 41 39
42 38 38 39 39 42 43 44 42 37

Se pide realizar un gréafico de barras con los ealoelevados y determinar el promedio, el rango
de variaciéon de los pesos y el desvio estandar.

" Se resalta la diferencia en la simbologia utilized estadistica, utilizan®para el caso redeterminar la dispersién
de una muestra. Si se midietadoslos datos de la poblacion, se tendria la dispesital definida comw.

8 La distribucién normal, también denominada disizibn de Gauss tiene forma de campana y se estoimnas
detalle en los cursos de estadistica. Ademas skemugoner que la muestra y la poblacién presemtaste tipo de
distribuciéon la misma dispersion.
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Con losN=100 valores obtenidos se determina el valor promediaalierdo a la expresion:
o DX
X ==
N

Para este caso el peso promedio resBltaed = 40,62kg.
Con los valores madximo y minimo se obtiene el rdRge variacion de los valores mediante:
R = X max - X min

En este caso el valor resulta R = 10kg
Dependiendo de la cantidad de mediciones realizadageneran intervalos iguales dados por:

AX = B

n

Aqui, n representa la cantidad de intervalos euéase desea dividir el rango.
Si se desean 10 intervalos para realizar la gréc@ndra como amplitud de cada intervalo 1kg
generandose asi 10 intervalos que comenzararXom; Xmin+4X), hasta terminar con el
altimo intervalo dado pdX; Xmax].
Se hace notar que los intervalos poseen un extcemado y el otro abierto para que el intervalo
siguiente comience tomando el valor “dejado” porederior permitiendo asi la inclusion de
todos los valores.
La siguiente tabla presenta los intervalos y laidad de datos que este involucra, denominada
frecuencia.

Intervalo frecuencia
[36; 37)
[37; 38)
[38; 39)
[39; 40)
[40; 41)
[41; 42)
[42; 43)
[43; 44)
[44; 45)
[45; 46)

o

NIW A NOIR(NO N~

El grafico de la frecuencia en funcion de los wédws de valores presentados en la tabla se
denomina histograma, que se muestra a continuacion:
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frecuencia (n°)
A

12

10

37 38 39 40 41 423

Rango = Peso max — Peso min

» Pesos (k
42 (kg)

[
)

Para calcular la varianza se promedian las desviesi cuadraticas

hallado. Los resultados se presentan en la siguiabta

respecto del valor medio

DISTRUBUCION DE GAUSS

Pi Pmed Pmed - Pi (Pmed - Pi) frecuencia (Pmed - Pi)frec
36 40,62 4,62 21,34 1 21,34
37 40,62 3,62 13,10 2 26,21
38 40,62 2,62 6,86 5 34,32
39 40,62 1,62 2,62 7 18,37
40 40,62 0,62 0,38 10 3,84
41 40,62 -0,38 0,14 9 1,30
42 40,62 -1,38 1,90 7 13,33
43 40,62 -2,38 5,66 4 22,66
44 40,62 -3,38 11,42 3 34,27
45 40,62 -4,38 19,18 1 19,18
46 40,62 -5,38 28,94 1 28,94

Suma total 223,78%g
Varianza 4,48 kg
Desviacion estandar 2,12 kg

Para los casos de errores casuales en la toma dgaonniumero de datos estadisticos, el
histograma que se obtiene puede ser aproximadonaofuncion continua cuya forma es similar
a una campana (de alli el nombre de campana des)3dada por la expresion:

Siendo:

An = frecuencia de datos.
N - ndmero de datos.

X > valor medio.

(X-x)?
MM———e 29°

O~ 27T
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X = intervalo.
o = desviacion estandar.

El histograma que se obtiene de realizar el progediio descrito en el ejemplo anterior, esta
indicado por el diagrama de barras que se muestatauacion.

A A
P4 N
/ \
1 \
I \
I \
] |
I \
/ \
{ \
/ \
/|
4 N\
)? X

La linea de puntos es una campana de Gauss, yaomata, donde se puede apreciar la
ubicacién del promedio de los valores, que coincareel valor maximo de la curva.

El intervalo definido porXiU, 0 expresado como intervalg(_a; X+ 0) se interpreta como
aquel en el cual existe la probabilidad de hall®8&6 de los valores totales.
De igual manera, existe la probabilidad de un 95¢df# los valores medidos caigan dentro del

intervalo definido por & —20 : X £20),
Finalmente, con una probabilidad de un 99,9%, lakwsl se ubicardn dentro del intervalo

definido por ®, es decir por el intervaloX —30 ; X £30),

NUMERO OPTIMO DE MEDICIONES

Recordando qué& mide la dispersion promedio de cada medicion denlestra y que no
depende del numero de mediciones sino de la calidalhs mismas y que si depende del
namero de mediciones resultando menor cuanto mégimees se realicen.

Por lo tanto, pareceria que cuantas mas medicgme=alicen, menor sera la incidencia del error
estadistico en el resultado final de la medicion.

Desde el punto de vista fisico, no tiene sentidducklo hasta valores menores que el
determinado por el instrumento y el método de n@alic

Para realizar la determinacion del nimero Optimaneeliciones de una magnitud y dejando la
demostracion correspondiente para los cursos ddissita, se utiliza la expresion:

2
o)
g

El protocolo de la medicién es el siguiente:

1) Se realizan no mas de diez mediciones preliminasesdetermin&.
2) Se estima la incertidumbre nomiral
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3) Se determina el nimero éptimo de mediciones. & esulta menor a los realizados se
contintan las mediciones hasta el valor obtenidso contrario se utilizan las realizadas.

4) Se calcula el promedio de las mediciones vy la titzanbre.

5) Se evalla la incertidumbre absoldPé combinando todas las incertidumbres involucradas.

6) Se expresa el resultado de la medicion cafnd X £ AX | Puede agregarse la incertidumbre
relativa para tener una idea de la calidad de @icida.

COMPARACION DE MEDIDAS

El objetivo final de una medicién es compararla obia medicidn para reconocer si son iguales

o diferentes. Si la medicion de una magnitud pred@upn namero, tal como los empleados en la
aritmética, la comparacion seria trivial como ermado de comparar la cantidad de estudiantes
de dos aulas diferentes. Pero la medida de unaimddfsica produce dos niumeros como cota

de un intervalo y, mas grave aun, puede, debidasafllctuaciones, generar dos intervalos

diferentes para la misma magnitud. De ahi que datain de igualdad o desigualdad de medidas
sea un problema que no pueda resolverse tan fadtgme

Un criterio que se aplica frecuentemente para ohtar si la discrepancia entre dos medidas

que presentan una distribucion normal es signifiaai no, es el siguiente:

Dadas dos mediciones realizadas independientertad@secomo:

I+

AX,

X1:Y1
X, = X2 +AX,

Se define:
AX =AX,” +AX
Se acordara que con un 68% de certeza que lasioregdicson diferentes si se cumple que
X, = X,|=AX
Y con un 96% de certeza si se cumple que:
X, = X,| = 2AX

Por ejemplo, se desea determinar si los resultabtsnidos al medir una longitud por dos
operarios son diferentes o no. Los valores infomsgmbr ambos operarios son:

L, = 982+ 003) m L, = (980+ 003) m
Utilizando las expresiones anteriores se tiene:
AX = 004m
Con una certeza del 68% se puede afirmar que ldimees son iguales ya que:

1982- 980 < 004m
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Si se grafican los valores obtenidos de cada m@ds® observa que los valores medios en cada
una de las mediciones caen dentro de los intenddosdeterminacion del otro. Cuando esto
ocurre se aceptan como iguales ambas mediciones:

m a

9’86_ ............................... -
9’84_ .............................. -
9,82-

9,80+

9’78_ ......................... Y [,

v

L1 Lo

En la figura se muestran las tres posibles alteamstl comparar dos mediciones. Para ello se
resalta mediante lineas de puntos los solapamigowmsleterminan los motivos por los cuales se
pueden diferenciar dos mediciones. En el caso adydose necesita determinar si son iguales o
diferentes, se debera mejorar el proceso de mediigminuyendo el ancho del intervalo y asi
tomar una decision al respecto.

v

Iguales Dudosas Diferentes

MEDICIONES INDIRECTAS Y PROPAGACION DE ERRORES

Existen diferentes métodos de medicion y los ejemphsta aqui desarrollados se remitieron a
la medicién directa. Si por el contrario se desstarthinar el area de una superficie rectangular
se deben realizar dos mediciones en forma diredtancho &” y el largo ‘©”) para luego
multiplicar ambos valores y obtener el valor buscde la superficie.

Los resultados de cada medicion estan dados por:



De las expresiones anteriores se pueden deterncunro combinaciones mostradas a
continuacion:

] Area Ancho Largo

Area 1 (valor maximo) a=a+Aa b=b+Ab
Area 2 (valor intermedio) a=a+Aa b=b-Ab
Area 3 (valor intermedio) a=a-»Aa b=b+Ab
Area 4 (valor minimo) a= 5_ —-Aa b= 6 —-Ab

Es obvio que para determinar el intervalo de inddteacion se deberan utilizar las dos
alternativas extremas dadas por:

Amax= (a+Aa).(b+Ab) = ab+aAb+bAa+AaAb
Amin = (a-Aa).(b - Ab) = ab-aAb-bAa+AaAb

El valor medio del area sera:

Z:wzaEHAaAb

Debido a queda y 4b normalmente son valores pequefios y ademas elgoode dos numeros
pequefios entre si, da como resultado uno mas pequer) es que se puede despreciar este
factor quedando la expresion del valor medio dedh @&omo:

A=ab

Para obtener el valor d#A se realiza la semidiferencia entre los valoresimés y minimos del
area quedando:

AA = aAb+bAa

Utilizando las expresiones anteriores, el erraatied cometido en la obtencion del &rea quedara
como:

EA — =&+eéea

_OA_aAb+bha_Ab  Aa
A ab b a

Lo cual indica que al multiplicar las dos longitadeara obtener el area, el error relativo de esta
se propaga como la suma de los errores relativosada una de las magnitudes medidas
directamente.
Finalmente, el error absoluto del area es:

AA= AlEA

El resultado de la medicion del area estara dado po

A= A+AA
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La generalizacion de la propagacion del error sked utilizando derivadas, herramienta
matematica que se estudiar4 con méas detalle ecutsss de calcufopero para este curso de

fisica se presentaran las formulas sin su demastrgzara determinar las propagaciones de
errores.

Para entender la nomenclatura, las variables Y se miden directamente dando lugar a la
magnitudZ en forma indirecta.

La primera columna indica la operacion que se debblzar entre las mediciones directas para
obtener la medida en forma indirecta de la magniteskada. La segunda columna indica los
correspondientes valores medios de cada medidayriente la expresion del error relativo de
la medicion indirecta.

Medicion indirecta Valor medio Propagacion del errg
Z=X+Y 7Z=X+Y AZ = AX +AY
Z=X-Y Z=X-Y AZ = AX +AY
Z=X.Y Z=XY & =X + &Y
Z=XIY Z=X/Y & =X +&Y
Z=X".y"m 7=x"y" & = neX + meY

Para pensar

Se informa que el peso especifftde un cuerpo eBe = (0,9840,1)kg/m. Las mediciones realizadas parajsu
determinacion fueron: Peg6,75 +0,5) kgy Volumen(5,84 + 0,05) ni. Comprobar si el valor informado és
correcto justificando la respuesta.

REPRESENTACION GRAFICA

Cuando se lleva a cabo un experimento de Fisiacgidose pretende determinar es si existe una
relacion entre las variables analizadas, para |l se presentan y analizan los resultados
presentandolos en forma grafica. Esto permite uépida visualizacion respecto del
comportamiento del fenémenao.

Si se desea conocer como responde la varigbleuando se modifica la variablg, la
representacion grafica se presenta como la méasiadizc

Por ejemplo, si se desea conocer la relacion giséeeantre el esfuerzo aplicado a un resorte y el
estiramiento del mismo, se confecciona un grafiondé se define a la variab¥ como la
longitud de estiramiento y la fuerza que se debkzae para deformarlo como la variaiMe

En otros casos interesa estudiar si entre dosblasi@xiste una correlacién y de ser asi, qué tan
interrelacionadas esta una con otra. Por ejemplajelocidad maxima de una bicicleta y el
rodado de la misma.

Para confeccionar un grafico adecuado es necedatgominar las variables correctas como asi
también la escala para representarlas.

Comportamiento Lineal
El comportamiento de los fendbmenos fisicos respoaddiversas leyes de los cuales el

estiramiento de un tipo de resorte al aplicarsele fuerza en sus extremos responde a una
relacion lineal dada por la expresion:

° Para determinar errores relativos se puede utilizeoncepto de diferenciales.
19 Se define peso especifico a la relacién entresP de un cuerpo y su voluméhdado por la expresidPe =
P/V.
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Y=mX+b

SiendoX la deformaciény el esfuerzo realizado, m y b parametros a detemgune dependeran
del material con qué esta compuesto, su longitid, e

Las deformaciones impuestas y los esfuerzos camesgntes se mediran con sus
correspondientes incertidumbres por lo que el gpajiue resulte, no necesariamente presentara
todos los valores alineados sobre una recta tab@anindica en el caso A de la figura.

Y 4 Y 4
* + +
+
+ +
+ +
+ =+
+ +
+
+ +
, X , X
Caso A Caso B

Para el calculo de los parametnos(pendiente) yb (ordenada al origen) existen criterios
refinados como el de los cuadrados minimos cuypeesiones se estudiardn mas adelante con
mucho mayor detenimiento. Para el presente cursbislea el criterio grafico es el que se
utilizara para determinar la expresion de la regta mejor represente el comportamiento del
fendmeno analizado.
A continuacion, se presentaran algunas reglasipadgbara determinar la recta que mejor ajuste
a la serie de datos relevados.
Con respecto a la ordenada al origen de la recteala, se pueden presentar dos casos:
1.Que pase por el origen de coordenadas. En esbeseautilizara este como pivot hasta
obtener la recta que mejor ajuste.
2.Que no pase por el origen. En este caso seautitio pivot el punto cuyas coordenadas
correspondan respectivamente a los promedios daloses deX e Y.
Obtenida la recta se mide directamente los valdee®s parametros m y b teniendo presente la
escala de dibujo. Este punto es importante pordgieeedtes escalas de los ejes cartesianos
producen una deformacion de la recta y la medid&ia pendiente, directamente del dibujo, no
correspondera a la del fenbmeno analizado.

Comportamiento Exponencial

Si al medir los valores de respuesta de un ciexferanento de laboratorio que sabemos
responde a una ley del tipo:
Y =aXx”’

con a y b constantes siendo este comportamientoaonnin en las ciencias, por ejemplo el
espacio recorrido con un movimiento uniformemextdaaado.

El significado fisico de la constardees el de corresponder al valor de la varidbpara el caso
de que la variable independieitealga la unidad.

A la constante b se la denomina “exponente de&sgalque si se multiplicaé por un factok,

la variableY cambiard< veces.
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En principio siempre es mas cémodo trabajar comesignes lineales que exponenciales y una
manera de transformar estas Ultimas es utilizaaritgos para “rectificar” las funciones

potenciales.
Si se aplica el logaritmo a ambos miembros de faesxon:

Y=aX"’
gueda:
logY = logla.X")
logY =loga+b.log X

Si a los ejes cartesianog’“e “y’ los denominamos respectivamented(X)’ y “log(Y)”, se
tiene la representacion de una recta segun sevabseel caso B de la figura.

»

Y a log(Y)A

log(a)

v

LEY DE VARIACION DE DOS MAGNITUDES

En los parrafos anteriores fueron examinados dasgmas basicos de la Fisica experimental:
v' como obtener el intervalo representativo de unanihadyfisica,
v' cémo decidir, dados los intervalos correspondieateos medidas, si corresponden a
magnitudes iguales o no.
A continuacion se explorara la posible relacioncfanal entre dos magnitudes fisicas utilizando
para ello un ejemplo concreto: considerar la pesiblacion funcional entre la velocidad de un
automovil y el consumo de combustible. Se definiggnsiguientes magnitudes fisicas:

X = velocidad del automovil.
Y = consumo de combustible.

Se puede presumir que el consumo de nafta es mlifese también lo es la velocidad del
vehiculo. Esto significa que podria aceptarse chipétesis inicial la existencia de una relacion
funcional entre ambas variables:

Y = f(X)
Se plantean aqui varias preguntas:
v' ¢ qué tipo de funcion podria ser?

v Propuesta una funcion, ¢cudl de las de su clalsecg®e mejor se ajusta a los hechos
observados?
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v' Planteada la hipotesis de un tipo de funcién yrobéela mejor de ellas, ¢con qué
criterio se ha de aceptar o rechazar la hipétesia teal existencia de esa funcion?
v' En caso de aceptarse la hipotesis, ¢ qué gradonfiarca puede tenerse en el valor de
los parametros de dicha funcién y en las interpofss y extrapolaciones que podrian
hacerse con ella?
Para evitar opiniones subjetivas y justificarlas aogumentos no faciles de desechar se realizara
un analisis inteligente de las observaciones, gqaeepga del “exterior del investigador” como
punto de vista objetivo y no de su “interior”. A@se lo denomina una “respuesta experimental”
y las preguntas formuladas mas arriba no puederdatse mediante recursos matematicos en
los que es recomendable mantener estas notas.nfiargo, serd imprescindible abordar el
problema aunque sea con un tratamiento cuasiivduit
El método consiste en seguir los cuatro pasosesitps:

1. Toma de datos

Se comienza con una consulta netamente experimestigéando las mediciones del consumo
de combustible (Y) a diferentes velocidades (X).

Se supone que el error experimental en la deteoidimale la velocidad es muy pequefio para
ser representado en el grafico respecto a losotsleno de combustible.

El error de fluctuacién en la medida de Y no seocenporque se realiza una sola medicion,
aceptandose que las mismas son iguales para t@slaé inedidas. El conjunto de puntos se
llama “nube de puntos” o “diagrama de dispersi@ygs se muestra:

Y A

v

2. Formulacion de la hipotesis
Se aventura una presuncion acerca del tipo dedarguie podria vincular ambas variables. La
gréfica obtenida parece adaptarse bien a una pectbb que la presuncion mas sencilla de la
relacion funcional seria:

Y=mX+b

3. Ajuste de la funcién de los resultados experimentas
Aceptada la hipotesis de trabajo (hipotesis

heuristica) se parte de ella para encontrar larect

que mejor se ajusta a los resultado¥ A4
experimentales.

Es indudable que el sentido comun lleva a

rechazar la recta A frente a la recta B, ya que esf -} ----------
se “acomoda” mucho mejor a los resultados
experimentales. Para muchas experiencias
sencillas, este método de aproximar la recta es
suficiente, ya que cualquier estimacion es mejor
que nada. ! X
El célculo de los pardmetros pendiente (m) y

ordenada al origen (b).

Recta ¢

»

ecta t

v
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Existen criterios mas refinados como el de los @dms minimos y el de la maxima
verosimilitud pero el criterio gréafico es el quelddizara en este apunte. Se pueden presentar
dos casos:

v' que la recta pase por el origen de coordenadasaBecomo es obvio en este caso)
por lo que se utilizara como pivot el origen hadiener la recta que mejor ajuste, o;

v’ se utiliza como pivot el punto cuyas coordenadasspondan a los promedios de los
valores de X e Y respectivamente (Recta A).

Obtenida la recta, se miden directamente los valdedos parametros my b.

4. Validacion de la hipétesis

Aqui se debe examinar si realmente puede aceptaeséstencia de una relacion lineal entre X e
Y.

Puede suceder que las mediciones presenten désrdrdtribuciones como se esquematiza a
continuacion:

Y Y Y +
A Ar A
+ + +
+ +
+ +
+ +
+
+ +
Caso / X Caso k X Caso ( X

Para elcaso A la nube de puntos se agrupa estrechamente etdéatrazada “a 0jo” por lo que
puede decirse al menos que la experiencia no radadmpotesis.

En el caso B también puede decirse que existe una ley quemdspa una tendencia lineal
segun la recta también trazada “a 0jo” aunqueuetdbcion de los valores es mas grande en
comparacién con el caso anterior.

Para elcaso G la fluctuacién es tan grande entre los datosnidids experimentalmente que
indudablemente no sugiere una tendencia lineallppgue debe aceptarse que la experiencia
rechaza la hipoétesis y esta debe ser descartadeippimente por su incapacidad de predecir el
comportamiento entre las variables en experimainaci

CONCEPTO DE REGRESION LINEAL SIMPLE

Analizando ekaso Bde la figura anterior, si se promedian los valaeX eY por separado, se
obtendran dos rectas que se indican en la siguigoia:
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Si se divide el eje de absisas en intervalos fododranjas verticales y se promedian los valores
gue caen dentro de las mismas, indicAndolos conlaf negros (segun se indica como ejemplo
para una de ellas).

Si se realiza la misma operacidén pero ahora divttbieel eje de ordenadas generando franjas
horizontales, indicando los valores medios de ¢eadga con triangulos negros segun se indica
en la figura como ejemplo solo para una franja.

Si se adapta la recta de mejor ajuste, tanto ®aitoulos como con los triangulos, se obtendra
por ejemplo lo siguiente:

Recta que mejor
Y a ajusta los triéngulos\

.+

ST PSR S s SR .2, \ Recta que mejor
_____ L-l-,.,f-b ajusta los circulos
|

<
I
|
|
|
|
i
|

X]
¥

Cuanto mejor sea la correlacion entre los valoeas @Y, menor sera el angulo que forman estas
dos rectas de regresion.

Esto se puede expresar matematicamente pero realsgara esto dejando la correspondiente
demostracion para los cursos de estadistica, aadaltsolamente que existe un coeficiente de
correlacion simbolizado con la letRaque varia desde una correlacion perfeBta (1) hasta la
ausencia de correlacioR € 0).

En muchos graficos donde se indican tendenciayes lexperimentales, se indica este indice,
siendo una correlacion buena aquella que cumplé&rce®,9 Si el coeficiente de correlacion es
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R > 0,3 se considera que no existe correlaciénnalguntre los valores analizados. La siguiente
gréfica ejemplifica los casos anteriores:
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VECTORES

Una magnitud escalar es la que tiene asociada alaacantidad, por ejemplo: el tiempo, la
temperatura, la densidad, el volumen, la energimdsa.

Una magnitud vectorial es la que, ademés de ladeahttiene asociada otras caracteristicas
como una direccion y un sentido. Son ejemplos tlsesagnitudes la velocidad, la aceleracion,

la fuerza, etc. A su vez las magnitudes fisicagoviedes pueden pertenecer a uno de los tres
tipos siguientes:

Vector Libre

Es aquel cuya accion no se encuentra confinadadaas a una Unica posicion. Por ejemplo, si
un cuerpo se mueve sin rotar, la velocidad de oierlg de sus puntos puede representarse
mediante un vector y este describira igualmenta tdedireccion, el sentido y el mddulo del
desplazamiento de todos los puntos del cuerpouriibpde aplicacion es indistinto.

En geometria se lo define con un par ordenadorgliea el extremo del mismo, siendo el origen
de coordenadas cartesianas ortogonales.

Su i Vector
representacion representativo
es V =(3;0)

vectorialmente
equivalente ¢

V. /

» »
>

Vector Deslizante

Es aquel para el cual se conserva la direcciona(igie accion) cambiando Unicamente el punto
de aplicacion. Por ejemplo la accion de colgar wermpo mediante una cadena (peso

despreciable), ya que la fuerza que se ejerce sblpemer eslabon es la misma que la que esta
actuando directamente sobre el bloque como se ralessta figura.

F= 50kgf

F= 50kgf

50kgf 50kgf
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Vector Aplicado o Fijo

Es aquel que indica un punto concreto desde ueeerefia establecida, por lo tanto ocupa una
posicion fija en el espacio. Por ejemplo, si urbdjador debe llegar a su lugar de trabajo

indicado por el cuadro sombreado desde su vivietelzgra caminar tres cuadras hacia el sur y
cuatro hacia el oeste. Ahora bien, utilizando uctarecomo el que se muestra, se puede definir
perfectamente la ubicacion de su lugar de trabajo.

En definitiva se encuentra a 500m en linea rectsudabjetivo, que resulta la medida o modulo

del vector que denominaremos vector posicion. teste su origen en el lugar de referencia y su
final en el lugar que se quiere posicionar.

uUd. vive
aqui

N

Ud. trabaja |
aqui

OPERACIONES CON VECTORES

Si se tienen dos o mas vectores aplicados sobmismo punto, ellos pueden perfectamente
reemplazarse por uno solo denominado resultantetendra la caracteristica de producir el
mismo efecto que todos ellos.

Para realizar operaciones de suma o resta de gsator forma grafica se pueden utilizar dos
métodos que se muestran a continuacion:
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Fl Fz
R=F+F;
F2
Suma de dos vectors yF, en Suma de dos vectorés yF, en
forma gréfica por el método del forma grafica por el método de la
paralelogramo. poligonal.
-F,
(= Restas de dos vectorés- F,en forma grafica.
_ _ Tener presente que para restar dos vectores
R=F+(F)=Fi-F simplemente se debe sumar el vector opuesto.

Cuando se tienen que realizar operaciones eng@tmneds vectores, el método de la poligonal
resulta el mas apropiado de acuerdo al esquemiarsigu

F1

Fa

Fs
F. R= Fi+ F2+F3+;N

Fs

Para realizar las operaciones en forma analiticaab@ja por separado con cada una de las
correspondientes componentes de acuerdo al sigugedtfico:
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Fiy=|F1|. sermn -~ /!

.. ,R

Fox =|F2 |. cogx

-Foy=|F2|.semn -7 y F2 R«=|R

Analiticamente se expresa la sumd-gg F, como

R, =|F,| cosa, +|F,| cosa,

R, =|F|sem, +|F,|sera,
[R=yR+R/
R

= arctg—~
¢ 97

X

Como el angular, se encuentra en el 4° cuadrante, la componeniealatel vector, resulta
negativa debido al valor del seno de ese angulo.

Las operaciones para determinar la resultante deufaa den vectores se muestran a
continuacion

R, =|F,| cosa, +|F,| cosa, + I3 |F,| cosa,

R, =|F|sem, +|F,|sera, + I |F,|.sem,
R=(R7+R
R

¢ = arctg—>
Fe)<

Se resaltan dos aspectos:

v/ para evitar complicaciones con los signos, se mider@ngulos partiendo de, a fin
de que la funcion trigonométrica le otorgue el espondiente signo de acuerdo al
cuadrante donde se encuentra el vector.

v" Solo se suman las componentes de cada uno delell=ierdo a lo indicado.
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FUERZA

Se define como fuerza a la accién que un cuerpoeegobre otro. Entre los tipos de fuerza
existentes se encuentran las fuerzas de contdasofiyerzas de campo o a distancia.

Las primeras se caracterizan por tener un conf&itm entre los cuerpos interactuantes, como
la tensidn que ejerce una cuerda al arrastrar angaco sostener un peso suspendido y las
reacciones de los cuerpos apoyados y otras.

Las de campo son fuerzas que obran a distancia @merza de gravedad, las eléctricas y las
magnéticas.

La accion de la fuerza se caracteriza por su méauhtensidad, por la direccion y sentido de su
accion y por su punto de aplicacion. Estas propieslaeterminan la caracteristica vectorial de
la fuerza. Debido al principio de transmisibilidasha fuerza puede considerarse aplicada a un
punto cualquiera de su recta soporte (0 de acsi@mjue se alteren sus efectos exteriores sobre
el cuerpo en el que actuan.

Las fuerzas se clasifican en fuerzas de contactel gue existe contacto fisico directo y las
fuerzas a distancia como son las fuerzas magnéti¢tas gravitatorias que se analizaran mas
adelante. Ademas, las fuerzas pueden estar coadasto distribuidas siendo estas acciones
directas sobre cuerpos o reacciones de apoyosolegncomo el caso de un libro apoyado sobre
una mesa o una carga soportada por el gancho dgia

El esquema muestra alguno de los casos mencionados.

Tipo de Fuerza Esquema Caracteristica
Concentrada l Se encuentra aplicada en un solo punto
Se encuentra aplicada uniformemente en| el
Distribuida \l/\l/\l/\l/\l/\l/ elemento sobre el que actla.
[ |
Se encuentra aplicada en mas de un punto y
Paralelas k
paralelas entre si.
v
Todas las fuerzas se encuentran aplicadas en un
Concurrentes - : ; ;
\ punto y con diferentes direcciones.

Reacciona con una fuerza (0 sus compongntes
Reaccién de vinculo fijo horizontal y vertical) cualquiera sea la direccen
intensidad de la fuerza actuante.

Reacciona solo con una fuerza normal g la
superficie vinculante. Si se aplica una fugrza
Reaccion de vinculo mévil diferente a la vertical, el vinculo se movera en la
direccion de la superficie.

Reaccion del
empotramiento

Reacciona con una fuerza (0 sus componentes
horizontal y vertical) y un momento
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PAR O MOMENTO DE FUERZAS

Si se quiere trasladar un cuerpo es necesaricaapli@a fuerza. Pero si se quiere hacerlo girar,
no siempre aplicando una fuerza se logra el olgetiv

Por ejemplo si a un libro apoyado sobre una mesa aglica una fuerza que pase por el centro
de mas#& del libro (ver figura A), este se trasladara deeado al esquema siguiente.

Figura A Figura B

Pero, si se le aplica la misma fuerza en uno desuemos (ver figura B), el libro efectuara un
giro, lo cual se puede comprobar experimentalmente.

Por lo tanto, si se desea hacer girar un cuerpoeessario aplicar lo que se conoce como
momento o torque, magnitud vectorial que se defomo el producto vectorial del vectogue
representa la distancia desde el eje de giro toroanm referencia al punto de aplicacion de la
fuerza por el vector fuer#ade acuerdo a la expresion:

r=FxF

]
oo,
F, F,

X

~
1
o O X

Cada uno de los vectores responde a la configuranastrada en el esquema siguiente, donde
se indica una perspectiva del vector fueFzaplicado en un punto de la placa rectangular
indicada por el vector posician Se indica ademas el momento o torque medianteeator
perpendicular.

1 Se define como centro de masa de un cuerpo ab panél que se puede considerar concentrada todasia del
cuerpo.
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Vista en perspectiva y i Vista “desde arriba”

r 4 44

»

\ 7

Eje de giro Eje de giro coincidente con el eje z usado
como referencia

<y

Estos vectores son llevados a un plano cartesiamelcsistema visto “desde arriba”.
La interpretacion geométrica del torque esta daddapexpresion

7] =|r| 0F| Berw

De aqui se puede deducir que el momento de unaafeera nulo si r = 0, lo que equivale a
decir: no existe brazo de palanca, que la fueraanska o que la direccion de la fuerza y el brazo
de palanca sea la misma, es décir0.

La magnitud vectorial torque se mide en el Sistérternacional efN . my su sentido se puede
identificar utilizando la regla de la mano derecha.

SISTEMA DE FUERZAS EN EQUILIBRIO

Ya se trato el tema relacionado a los vectoressyopgraciones, conceptos que seran aplicados
en la resolucion de sistemas de fuerzas en eqailibr

Si un sistema mecanitose encuentra en reposo se deben cumplir queutiare® de todas las

N fuerzas actuantes sea nula. También se cumplea@udecion en los sistemas que se mueven a
velocidad constante y en forma rectilinea.

Si ademas el sistema mecanico tiene la posibilittadirar la condicién de equilibrio rotacional
es que el momento de las fuerzas respecto a uo puatquiera del plano valga cero. Dichas
condiciones se enuncian a continuacion en formsoriat

ZNllfi =0 y il\ﬁi=0
i=1

i=1

Se resalta el hecho que con solo la sumatoria eleds nula no es suficiente, puesto que el
sistema de fuerzas denominado ctirtample con la primera condicién pero no con lausdg
de acuerdo al siguiente ejemplo:

12 Se define un sistema mecanico como un cuerpogoupo de cuerpos que puede aislarse del restsdketoas
cuerpos.

13 Se denomina cupla a un sistema de dos fuerzaelparee sentido contrario donde el médulo de iasnas es
el mismo.
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y A d1-0

A
v

F1 F2

)

r

Sumando los momentos respecto al origen de coatdsrte cada una de las fuerzas se tendra:

] K| ] K i ]kl ] K
e Ty 0| +r, Fay 0 =1r, My 0| +1r,, Fay 0=
F. F, O |F,, F o |0 F O |0 -F O

r,.Fk-r, Fk=(r,-r,).Fk=d_,.Fk#0

Es fundamental para determinar si un sistema dedsectuando sobre un sistema mecanico se
encuentra en equilibrio la realizacién del diagrateauerpo libre (D.C.L) o diagrama de sélido
libre siendo este un paswy importante en la resolucién de problemas de mecanica.

A continuacion se ejemplifica el caso de un cuegpayado sobre una mesa horizontal

Peso W del

1 I cuerpo

1 Reaccion normal

de la mesa

Para este caso el sistema mecanico aislado panaafisis es el cuerpo apoyado sobre la mesa.
Si se quiere estudiar el sistema mecanico cuerga,neédiagrama de cuerpo libre sera:
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1 1
,/ % ! ' Peso W del
7’ \ 1 1
/ \ i 1 cuerpo
1 \ 1 1
1 1
1 1
1 1

Peso de la mes&.

Reacciones del piso

Aqui la fuerza que realiza el cuerpo sobre la mes&eversa es para este caso una fuerza
interna que se puede entender como la accion @liearaun operario (sin peso) sujetando el
cuerpo y a la vez apoyandose sobre la mesa de angmerambas fuerzas se anulan mutuamente.

Peso del cuerpo

et
o~
v Fuerzas internas de

accion y reaccion
|
V’l Y

il |
Peso de la mesa

<

Reacciones del piso

Algunos ejemplos de diagramas de cuerpo libre:

Reaccion del plano .
Fuerza realizada por

la persona
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T,

Peso del cuerpo

MAQUINAS SIMPLES

Estas se utilizan para facilitar el movimiento degas pesadas, realizando menor esfuerzo por
parte del operario.
A continuacion se analizaran algunas de ellas.

Palanca

Una de las maquinas simples mas utilizadas presifetentes formas como las barretas, “pata
de cabra”, tenazas, etc.

Para determinar los esfuerzos realizados por etadpese aplicaran las condiciones de
equilibrio.

A continuacion se esquematiza el uso de una palsingale donde un operario mantiene una
cargaW realizando un esfuer#a

R R
. a
Reaccion del
apoyo
’,“—_— ------- \“\\ — a b |
/) 1Y, D.CL. _____ » -t
1
1
I ‘\\ v,/ ! O
\\ F ,/,
. L M
-------- ~ Fuerza realizada por
A\ AV el operario 3

Peso de la carga
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Aplicando las condiciones de equilibrio se tiene usumatoria de fuerzas vale:

S =W+ R+F =0

i=1

0 0 0 0
-W |[+|R|[+|-F |=|-W+R-F [=0
0 0 0 0

La sumatoria de momentos, respecto al punto decdioy vale:

N — — — — — —_
D> Mi=axW+0xR+bxF =0

i=1

Realizando las operaciones algebraicas necesaridssgejando la fuerza F que realiza el
operario, se tendra:

i i kI k[ j K (o
-a 0 o0+0 0 o=b 0 o0=|0
0O -w 0 0 RO |0 -F 0o (0
W.ak + O.RKk —F.bk =0
Wa-Fb=0
F=2mw
b

Analizando esta Ultima expresion, se desprendepara, una longitud de palanca (en este caso
a+b) cuanto mas cerca se encuentre la carga dgb gpaonsecuentemente mas distancia del
apoyo al operario) menor sera el esfuerzo a reglama mantener la carga.

Otra alternativa de utilizacion de la palanca pusstda siguiente

Reaccion del
apoyo

AR oR

Fuerza realizada
Fa por el operario

Peso de la carga
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Realizando las mismas operaciones que en el césooanse tendra finalmente la expresion de
la fuerza del operario en funcion de las distang&a esta configuracion:
a

(a+h)
Se desprende que, cuando b = 0 el operario realizaa fuerza exactamente de la misma

magnitud que el peso de la carga y cuanto mas sereacuentre la carga del apoyo, menor sera
el esfuerzo a realizar para mantenerla en esai@osic

Para pensar

Qué configuracion le conviene mas al operario paaatener la carga en equilibrio, ¢ubicar en ladnie la
palanca la carga o el apoyo?

Poleas

Se pueden presentar en dos configuraciones, fijagvles y ademas en forma combinada
dando lugar a los denominados aparejos, los qaraizaran mas adelante.

A continuacion se muestra una polea fija utilizgdaa elevar cargas que, en este caso, se
encuentra en equilibrio estético, es decir, laaz@@mantiene en esa posicion debido al esfuerzo
gue realiza el operario. Ademas se muestra elsoraliente diagrama de cuerpo libre.

Reaccion del
R soporte
-------- >
F
T .
Fuerza realizada por
el operario para
Tension en la sot soportar el peso W

Peso W del " DCL
cuerpo T

\W

Se desea determinar el esfuerzo resultante soleje de la polea debido a la accidén simultanea
de la carga y de la fuerza que realiza el operario.

Aplicando las condiciones de equilibrio a la polglaicando los ejes cartesianos en el centro de
la misma, se tendré:
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R, =|F| cosa, +[T| cosa, =
R, =|50c0s300°+ 50c0s270°= 25N
R, =|F|semy, +(T|sera, =
R, =|50.5er800°+50.ser27(°= -93N

R= R

IR =96N

¢ = arctg %
Rx

$=-79

En el caso de la polea mévil que se muestra ara@tion, el operario sostiene un extremo de la
soga mientras el otro se sujeta al techo pasanddtapmolea que en este caso se movera de
acuerdo a como manipule la soga el operario. idatiene quieta sosteniendo la carga, solo
necesitara realizar un esfuerzo equivalente a tadmdel peso total de la carga y el techo se
encargara de la otra mitad.

Reaccion  Fuerza realizada
del techo por el operario
| R

Peso del
cuerpo

Otra configuracion de poleas, denominada apardgnpil, se utiliza para disminuir el esfuerzo
del operario cuya disposicién es la siguiente:
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' R
D.CL. --——-____
¢ > T.+F=R
y
T4 F T4: F
] T4 Ta
"""" > 2.Th=Ts
T3
T3 T3
CL """ > 2 ] T3 - T2
v,
T2 A T2
““““ > ¢ 2. TL=T
Ty
! Ty Ty
R 2. =W
I Peso W
l Peso W

Junto a cada Diagrama de Cuerpo Libre (D.C.L.) msemtan las equivalencias entre las
tensiones de cada una de las poleas que, conltodoséalgebraicos correspondientes, se tiene:
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W =2[T,
W = 2[2T,

W =222,
W =222,
W=2@R@RRF

W:2“EF:>F:ﬂ4
2

Generalizando se puede decir que, datasleas méviles ubicadas segun se muestra, lagfuerz
F que el operario debe realizar para mantener efibrguuna carga W responde a la expresion:

W
F=2_N

Para pensar

Existe otra configuracion de poleas que se denompaejo exponencial que también utiliza poleas ilegv
¢, Qué configuracidn presenta el menor esfuerzo edaop para mantener la carga en equilibrio comisma
cantidad de poleas moviles?

Plano Inclinado

Son también sistemas mecanicos para facilitar afao elevar cargas mediante esfuerzos
menores a las mismas. Se ejemplifica esta opergcgincorrespondiente diagrama de cuerpo
libre y la aplicacion de las condiciones de eqtiib

+F+N=0

=

N
D Fi=
i=1
0 F [tosp N [€os@C+[)
-W [+| F Berng |+| N 5en@QC+L0) |=0
0 0 0
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Realizando las operaciones trigonométricas correfipotes para esta configuracion particular
gqueda:

0 F [tospB - N e
-W |+| F serB |+| N[tosfs [=0
0 0 0

F [GosB - N sen3=0= N =298 _ gy
se

-W+F e+ N [tosf =0
-W +F BernB+F dg 'S tosB =0
F [(serB + iy ' B [tosp) =W

E=w [ﬁij
sers

De esta Ultima expresion se desprende que, cudndiogalof = 90° el esfuerzo que realiza el operario}es
exactamente el mismo que el peso del cuerpo, Ibesubbgico pues la carga esta “colgada” pero: Syoéde
cuandop = 0°7?

Para pensar

Vigas

Son estructuras rigidas que se utilizan en la noe@dn para soportar tanto cargas puntuales
como distribuidas. Algunos ejemplos se desarrollamdas adelante y, para comenzar, se
desarrollara un ejemplo de una viga sencilla paesentar el método de utilizacion de las

condiciones de equilibrio y la disposicion de lpsyos.

Respecto a estos se debe recordar que para unapagada son necesarios dos vinculos, uno
fijo y otro mévil, esto se justificara en cursosedgatica mas avanzados.

Para comenzar se presenta el siguiente caso dermd@sidera la viga sin peso:
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F .
! Apoyo mévil

Apoyo fijo [¢

__a
AN 4
A B

/

Diagrama de Cuerpo Libre de la viga

F1

Rav

Las ecuaciones de equilibrio son:
Aplicando las condiciones de equilibrio, se tiene tp sumatoria de fuerzas vale:

N

lf F,+R,+R; =0
F, [eosB Ray 0

{ -F, E‘serﬁ + Ry [t] Rey |=0

0 0

Realizando la sumatoria de momentos respecto &b plenapoyo “A” queda:

N — — — — — — —
M,=0xR,+axF +bxF,+l xR, =0

=1

Realizando las operaciones algebraicas necesalespgjando la fuer&sy queda:

P Kk [f ] k P i K [ § kl (o
0 0 O+a 0 O+ b 0 o+l 0 o0=0
0 R, 0 0 -F 0 |[F,[tos@ -F,3erB 0 [0 Ry, 0 (0
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Otra configuracién de viga en forma de “L” segumuagestra sombreada de gris, presenta sobre
el tramo horizontal una carga uniformemente disidé de g N/m cuyo peso total valdra Q = q .
I

F1
i - |
Carga distribuida de q Viga e“rlw_jorma de
kg/m
\ h
a
Apoyo fijo v
A Apoyo movil
A 4
Q=q.l
Diagrama de cuerpo libre de la viga
I:l— -
: 'B =
RAH A |_L _____________________________________________________________________________________________________ j;'i
Rev
Rav
A 4
Q=q.l

Las ecuaciones de equilibrio utilizadas para deteras reacciones de vinculo sobre la viga

son:
N N
Fi=0 y Y M;=0

i=1 i=1
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Aplicando estas condiciones de equilibrio se tiene:

N
D> Fi=0
i=1

L +G+R, +R, =

F, 0 Ray 0
0|+ -Q|+| Ry [*|Rsy |=0
0 0 0 0

De esta expresion, se obtiene analizando la comp®fie que
FL+Ry =0=R,, =-F

Ademas, de la componerifg se tiene:
—Q+R, tRy =0=>Ry, =Q-R,,

Realizando la sumatoria de momentos respecto &b pienapoyo “B”, se tiene:

En su forma matricial, se tiene:

i J k| i k[ J k|7 ] kl (o
- 0O O+-I/2 0 0+0 O O+/a h 0=|0
Ry Ry, 0 | 0 -0 o0 0oR, o |F 00 O

Realizando las operaciones algebraicas necesasabigndo que solo quedan las componentes
en “k” se tiene:

-1 [R,, +|§EQ+0—hEFl:O

|2[Q_hD:1
RAV :I—

Reemplazando esta en la expresion obtenida més guieda:

|

—[@-hlF

R :Q——ZmQ 1:9 hl:Fl
BV 2
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Para pensar

De esta Ultima expresion se desprende que la teneci el apoyd puede tener diferentes signos pero ¢iqué
sucede si vale cero?

INTERACCIONES GRAVITATORIAS

Se estudiarq a continuacion un tipo de interaconny importante denominada interaccion
gravitatoria, que corresponde a las fuerzas de carmo@ caracteristica fundamental es que
siempre esta actuando entre dos cuerpos y no poedificarse desde el exterior, es decir, no se
puede aislar un cuerpo de la atraccion de otros.

Como ejemplo, se puede citar la atraccion queelaatiejerce sobre los cuerpos y viceversa, ya
sea que se trate de una persona parada sobreesticseip de un satélite como la luna a miles

de kilbmetros.
Fzﬁ/@ m2

Fio

m !

La ley que rige esta interaccion se denomina “leygdavitacion universal” y responde a la
expresion:

DondeG representa la constante de gravitacion universal.
Para el caso de un cuerpo sobre la superficie terta, la atraccion gravitatoria se manifiesta
en la fuerza peso que se denominara con laVétcayo valor equivale a:

W =mlg

siendog la aceleracion de la gravedad cuyo valo®,8sn/$ en el Sistema Internacional.
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CINEMATICA DEL PUNTO

La cinematica es la parte de la mecanica que esaldnovimiento, en este caso del punto, sin
analizar las causas que producen ese cambio daduosi

Ahora bien, ¢cémo podemos determinar si ese pgidoea movimiento o en reposo? o ¢cuando
decimos que un objeto se mueve? El concepto denmevio tiene un significado relativo y para
responder las preguntas anteriores es necesainr def cuerpo de referencia respecto del cual
se determinan los movimientos de los otros cuerpos.

A este cuerpo de referencia se lo idealiza comsistama de coordenadas, esto es, una terna de
ejes rigidos no coplanares, respecto de los caalesfieren las coordenadas del punto analizado.
Existen diferentes tipos de coordenadas de lagsusilizaremos las coordenadas cartestdnas
en el espacio segun se indica a continuacion.

»

Eje z1

Vector posiciom =3i +6j +5k + .

T

Eje x

El vector posicionm puede ser expresado de las siguientes maner@se@ s

F=r.+r.j+r.k

r

X

fy

r

z

=i
1

La primera se denomina forma cartesiana, la segeoasponde a la forma matricial.

CONCEPTO VECTORIAL DE VELOCIDAD

Existen movimientos donde la trayectdtime encuentra prefijada de antemano, como por
ejemplo: el movimiento de un cuerpo que cae vdntieate, el movimiento de una rueda, el de
un tren sobre las vias, etc. dando lugar respectage a los movimientos rectilineos, circulares
y curvilineos.

* En honor a René Descartes (1596-1650) mateméa#inods y uno de los fundadores de la geometri#tiaaal
! Se define trayectoria a las sucesivas posicioeemauerpo representado por un punto.
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El movimiento a lo largo de una trayectoria estifinido si se conoce, en principio, la funcion
de la posicion respecto del tiempo.

Dada una trayectoria curvilinea recorrida por untpusi se definen dos posiciones sucesivas del
mismo, para dos instantgsy t, comoP; y P, mediante sus correspondientes vectores posicion:

= X() T+ y(t).J +2(t) K
rp = X(t,) 1+ y(t,)-J + 2(t,) K

En el siguiente grafico se representa, en un sstartesiano ortogonal, la situacion planteada.

A

Y4 P,

Arco 4s

Ar

<

La diferencia vectoriallr = r;, (t) — 1 (t) se denomina vector desplazamiento del punto desde
hastaP, para el intervalo de tiempo establecido.

Se define como velocidad media al cociente entve@br desplazamiento respecto del intervalo
de tiempo correspondiente, que expresada en foersauhcion queda:

— rz(t) B rl(t) _E
m -t A

La velocidad media asi definida no brinda mucharmfcion entre los instantgsy t,, porque si

en un instante intermedio el punto se detienexpaesion no puede brindar esa informacion.

El signo del divisor sera siempre positivo mientyae el del numerador podra ser tanto positivo,
negativo o cero.

Si se toman intervalos de tiempo cada vez mas pegquel puntd®, se aproximara B, y el
vector desplazamiento tiende a confundirse coralgettoria curva. Concretamerde tiende a
confundirse con la distancis recorrida sobre la curva.

Por ultimo, si se tiende al limite cuando el inceato de tiempo tienda a cero, la velocidad
media se transforma en instantanea de acuerdexptasion:

En el siguiente gréfico se puede observar la r@aque existe entre el vector desplazamiento y
el vector velocidad instantanea.
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Ar
P, P, P, P,

M ri

v

W x

El sentido del vector velocidad instantanéaoincide con el sentido del movimiento sobre la

trayectoria. Es correcto por lo tanto considerardimcidad como un ente vectorial, ya que solo

con un numero no basta para describir completanstm@vimiento en el espacio; no se puede

decir que el movil se mueve a poca o mucha veldgids necesario ademas indicar hacia donde
se dirige.

Para el caso de un movimiento rectilineo, el veetocidad se encuentra sobre la recta que
define la trayectoria.

Para pensar

Qué diferencia poseen los vectores desplazamiemdtogidad si el intervalo de tiempo es mayor, mengual a
la unidad de tiempo, por ejemplo, 1 segundo.

CONCEPTO DE ACELERACION MEDIA

Este concepto se relaciona directamente con el adarpiento de la velocidad. Por ejemplo, si
un movil mantiene la misma velocidad a medida gaesturre el tiempo es diferente a que su
velocidad aumente instante a instante, esa raz@ardbio de la velocidad respecto del tiempo
se define como aceleracion media:
_V,—Vv, _Av

md -t At
La aceleracion se tornara instantanea cuando @ivald de tiempo tienda a cero similar al
procedimiento utilizado para la determinacion dedacidad instantanea.
Si el incremento de velocidad es positivo, tambd@rsera la aceleracion y significa que la
velocidad va en aumento a medida que transcutrengbo. Si por el contrario, el incremento de
velocidad resulta negativo significa que la veladidinal es menor que la inicial respecto al
incremento de tiempo considerado, por lo que elimiento sera desacelerado.
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MOVIMIENTO RECTILINEO UNIFORME

Si se considera un punto que se mueve a lo largonderecta, se define como movimiento
rectilineo uniforme a aquel en el cual la velocigemimanece constante sobre la trayectoria
rectilinea.
Por lo tanto la relacion entre desplazamientosrrielos y los tiempos empleados en recorrerlos
tendrd el mismo valor y correspondera a la velatida expresion de la velocidad para este
caso estara dada por:

_AX X —X

Vmed _Kt - t—t
2 1

Siendox, la posicion final del punto conseguido en elangt finalt, respecto de la posicion
inicial x; para su correspondiente instante initial

Dado que la velocidad es una proporcion constsantéy la velocidad media como la instantanea
coinciden exactamente.

A continuacion se grafica la trayectoria, la vetiadl y la posicion respecto del tiempo

Trayectoria
rectiiinea del punto x=0 X0 ! %
en cuestion | : : '
t=0 ty t
V (mis)]
V = cte . .
' .
V =A1(t)
Velocidad en funcion del tiempo. / //%
;%/Xz - X1 %
to = t dt t(s)
X (m)
A
X2
X =1(t)
Posicion en funcion del tiempo X1
(m)
Xo
t(s)
to =0 ty b

Un aspecto importante es la definicion de la refgee respecto del cual se mediran las
posiciones.

Por ejemplo: en la grafica de la posicion en funaél tiempo, el movil para el instarite 0 se
encuentra a una distancia del origerxglanidades de longitud. A partir de esa posicioniahi

16 Notese que los ejes de los tiempos coincidenlpamgraficos de&/ = f(t) y s = f(t).
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se cuentan tanto los tiempos como las posicior@sejPmplo: para el instante de tientpo ty,

el mévil se encuentra a una distangiaespecto de la referencia= 0.

La utilizacion del grafico de la velocidad en furtidel tiempo es una herramienta valiosa a la
hora de resolver ejercicios. Por ejemplo, si s@cena velocida® del movil y los instanteg y

to, el &rea sombreada entre esos dos instantesaresult

X, =% =V [qtz _tl)

Esta diferencia entre las posiciones final e ihictaresponde al desplazamiento del punto para
el intervalo de tiempo considerado.
Analizando el intervalo de tiempo entge= 0 y t = t; se observa una diferencia xeunidades
de longitud que depende de la referencia iniciihtla arbitrariamente.
De esta Ultima expresion se puede determinar leipns< del punto para cualquier instarite
respecto del origen de referencia dada por:

X=X, +V [(t —to)

X=X, +V U

Todo lo anterior puede observarse en el eje derthenadas del grafico de la posicién en funcion
del tiempo, resaltando una caracteristica impagtal® pendiente de la recta representa la
velocidad de la particula

MOVIMIENTO RECTILINEO UNIFORMEMENTE VARIADO

Aqui lo que se mantiene constante es la aceleral@dia particula, es decir, la razén entre el
incremento de velocidad respecto del incrementiiedgo en que se ella se produce y esta dada
por la ecuacion:
_ AV _V, -V,
At t, -t

Este cociente puede ser mayor o menor que ceradiepelo de la variacion de la velocidad, si
esta disminuye a cada instante, la aceleracioritae®ule signo contrario al definido positivo
para la velocidad, segun se analizo al desarmllleoncepto vectorial de esta magnitud.

Dado que la aceleracion es una proporcién constpat@ este tipo de movimiento tanto la
aceleracion media como la instantanea seran exastartas mismas.

Si se grafican la trayectoria rectilinea, la a@a#m, la velocidad y la posicién respecto del
tiempo se tendré:

7 Se debe tener en cuenta las escalas de cada lowajes coordenados para que la tangente delcdngu
corresponda a la velocidad. La ecuacion correata @atener graficamente el valor de la velocidad es

As/ESCs
V=tgg=——7""—
At/ ESC
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Trayectoria
rectilinea del X

punto en cuestion

a=f(t)
Aceleracién en funcion
del tiempo (mA

V = f(t)
Velocidad en funcién
del tiempo (m/s)

X =A1(t)
Posicién en funcion del
tiempo (m)

X (m)a

X | o o __

0 X Xy X2
i i }
=0 t]_ 1:2
a (m/d),
a=cte
JL(s)
»1 ()

»t (S)

ty

t

Analizando el grafico de la aceleracién en funaéhtiempo (el cual da el nombre a este tipo de
movimiento) se tiene que el area sombreada refgeesénambio de velocidad que experimento

el movil entret; y t, y esta dada por la expresion:

Esta misma expresion se obtiene despejaiwide la definicién de aceleracién media.

Vz _Vl = a[ﬂtz _tl)

En forma genérica, la velocidatlen cualquier instanteestara dada por:

V-V, =alft-t,) - V=V, +alt-t,)

Se puede notar ademas en el graficeXdef(t) que, para = 0 se tiene una posicién inicixh
definida arbitrariamente de acuerdo a la referemspecto a la cual se mediran los mismos.
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ECUACION HORARIA DEL MOVIMIENTO RECTILINEO UNIFORME MENTE
VARIADO

Para determinar la ley de variacion del espaciorr@m en funcién del tiempo se analiza el
movimiento a partir del instante= tg instante inicial en el que el mévil posee una ciiad
inicial Vo.

Observando el siguiente gréfico, el area sombrbajtala curva d& = f(t) da como resultado el
desplazamiento para un intervalo de tiempo definido

V (m/s)

A

Ve -

(VA S

L)

El area sombreada se puede separar en dos partestangulo mas un triangulo (indicados con
rayados diferentes). Esto se expresa como:

)+ (V_Vo)-(t _to)

X=X, = V.t 1, 5

Sabiendo que la pendiente de la recta correspoledacaleracion, se tiene:

(V_Vo)
(t_to)

Reemplazando en la primera expresion quedara:

a=

= (v-v,)=alt-t,)

X~ Xo :Vo-(t —t0)+%@.[qt _t0)2
O también como:
X = Xy + V.t —t0)+%®[ﬂt ~t, )

La posicion que tendra el punto en el instangenérico ser& y correspondera al area total
sombreada.
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Para el caso en que el tiempo considerado comialije 0, la expresién se convierte en:

X=X, +v0.t+1&[ﬂ2
2

Se puede presentar otra expresion de la posiciéfuraion del tiempo segln se muestra a
continuacion:

)+ (V_Vol(t _to)

X=X, =V, (t -1,

(-t )+ vt —to) — Vot - t5)

X=Xy = V. 5

Muchas veces es Uutil la expresion en la que nceapda variable tiempo, la cual se deduce de la
definicion de aceleracion de la siguiente manera:

como se sabe que la aceleracidon es constantegde pamar un cociente de incrementos, dado
por:

Av
a=—
At

Multiplicando y dividiendo la expresion por el ieonento de espacio recorrido en ese tiempo y
operando algebraicamente, se tiene:

o= Y

At AX
q= BV X
Ax At
a= & Vmed
AX
= (Vf -Vo) E(Vf +V0)
AX 2
Vf? -Vo?
a=——
2.\x

Vf? -Vo? = 2alx

Si se utiliza el concepto del calculo diferenciahigral se llega al mismo resultado segun se
muestra en el ANEXO II.
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A continuacion se ejemplifica un caso de movimiaetdilineo uniformemente acelerado donde
se tomaron cinco datos de posicion y tiempo medidosin observador ubicado en la posicion
x=0m.

X (m) t(s)
1 0
Posicion del movil i rectili 2 1
osicion del movi Trayectoria rectilinea sobre 5 >
respecto del observador la que se desplaza el movil
al inicio del movimiento 10 3
(t=0syx=1m) 17 4
Posicion
Om 1Im 2m 5m 10m (metros)
l | | | | o
! | ! ! >
Os 1s 2s 3s tiempo
T (segundos)
Posicién del En este lugar de la trayectoria el
observador que realiza movil se encuentra a 10m del
la medicion de los observador luego de viajar
tiempos. durante 3s.

En el esquema de arriba es imposible visualizBnyae variacion de la posicion en funcion del
tiempo. Si por el contrario estos mismos valoregepeesentan en un par de ejes cartesianos se
tendrd la funciéix= f(t) segun se muestra en la siguiente figura.

x (m)
A
0
v AX
dx
0 R —— £ D R . S
2 | , - ™
1 ! ! 5
0 1 2 3 t(s)

Es importante resaltar la forma en que se realieggerimento para determinar esta curva. Para
comenzar, el observador se encuentra ubicado alemonde comenzar a cronometrar los
tiempos, a una distancia @iedel lugar en el que se encuentra detenido el mBsib se detecta
en el grafico mediante la pendiente de la rectgeiate a la curva e Os.
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Entre los instantets= 2 y t = 3, el movil se trasladd con una velocidad, media gexta

La velocidad instantdnea que posee el movil @2 se determina mediante la pendiente de la
recta tangente en dicho instante y se determingamecel cociente de diferenciales:
_dx
dt
Para determinar directamente del grafico la vebtidnstantdnea, es necesario utilizar
exactamente las mismas escalas en ambos ejes madode para que se cumpla:
V =tga
En el caso del esquema de mas arriba, esto nongglecalebido a que una division del eje de
tiempos equivale, aproximadamente, a 5 unidadesjelele los espacios.

ENCUENTRO ENTRE DOS MOVILES

Uno de los problemas de cinemética es el de enmcuentre dos moviles. Para que este se
produzca, es necesario que ambos moviles tenganstaa posicién en el mismo tiempo. A

pesar de que esto parece obvio, existen casoserlquoévil presenta diferentes estados de
movimiento sobre la misma trayectoria, pudiendaarest velocidad constante durante un
determinado intervalo de tiempo, luego detenersszar aceleradamente, regresar, etc.

A continuacion se analizara directamente en forrdfica el encuentro de dos mdviles que se
trasladan de manera que sus trayectorias compktemsma recta, presentando diferentes
situaciones a fin de presentar el caso mas gepesdile.
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X (m)

A

Tramo realizado con Tramo realizado con

x2(0) aceleracion a V, = cte.
Movil 2
D2 < Posicion de
encuentro
Xe > """""""""""""""""""""""" —

Moévil 1

\. : I ! ;
X1(0)™ l I : . >
t t; t! ts! te | t(s)
Aceleracién | Velocidad | Aceleracion ! Movil 1
a; = cte. I Vi=cte. | aj=cte, | detenido
i I V{7 =0 :
V (m/s) :
A : : : E
. , . 1 Movil 1
! i | \ e
te i
| Movil 2

La caracteristica principal de los graficos es gaseen el mismo eje de tiempos, por lo que
pueden compararse los eventos de ambos moviledi&@amente y las lineas verticales
trazadas solo para Bl6vil 1 indican los instantes en que se produjeron lodhbazmren el estado
del movimiento.

Otras caracteristicas se deben tener presentes.
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Para el grafico de la posicidon en funcion del tiemp
v las aceleraciones; & a; corresponden respectivamente a la aceleraciorenadio
realizados en forma constante poMeélvil 1.
v El Mdvil 2 acelera hasta conseguir una velocidad final qugtieTe hasta el momento
del encuentro.
v Ambos moviles parten con velocidad inicial ceroopde diferentes posiciones. Se
evidencia este hecho por tener en ese instantert@niorizontal.

Para el grafico de la velocidad en funcion del pem
v" si no se informa especificamente, con este grafa@se podria determinar si ambos
moviles se encuentran en la misma posicion ersedrnitet = 0.
v Ambos moéviles parten con velocidades diferentesménlulo y sentido ya que la
direccion esta determinada por la recta que ti@amsit
v' Para un determinado intervalo de tiempo, el arga lbacurva determina el espacio
recorrido por el movil y corresponde matematicamenia integral.
v' El Mévil 1 avanza hacia éMévil 2 con una velocidad que se definié arbitrariamente
positiva.
v' El Movil 2 siempre avanza hacia Bovil 1 con una velocidad que se debe tomar
negativa pues ya que definio arbitrariamente eicsign el otro movil y debe respetarse
esta convencion a fin de que matematicamente sd@Tantes las expresiones y se pueda
determinar el lugar y tiempo de encuentro.
v' Para determinar las expresiones de la posiciommriédn del tiempo de cada mévil se
debe tener presente que estos recorren los traonadiferentes tipos de movimiento.

Como ejemplo se determinara la ecuacién hdfssialo para el Movil 1.

TRAMO O -t;

Posicion:
X=Xy +Vo-(t —t0)+%ﬂi[ﬂt _t0)2

x:O+OEﬂt—O)+%mEﬂt—O)2

x=+2 @)
2
La posicion final:
1
X = +§ m[ﬂtl)z
Velocidad:
V-V, =al(t-t,)
V-0=alft-0
V = a[ﬂt)
Velocidad final:
V,=a E(tl)

18 En algunas bibliografias se define asi a la eénadé la posicién en funcion del tiempo.
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TRAMO ;-

Posicion:
X=X, + vt —t1)+%m[ﬂt -t,)?
Posicion final:
1
X, =X +V1-(t2 _t1)+§ @.[ﬂtz _t1)2
Velocidad:

V=V, +alft-t,)

Velocidad final:
V1 =V1 + a[qtz _tl)

TRAMO t- t3
Posicion:
X=X, +v1' .(t —t2)+% (& [ﬂt —t2)2
Posicion final:
X, = %, +V, (t, —t2)+%@; t, —t,)?
Velocidad:

V-V, =g [qt_tz)

Velocidad final:
V1 :V1 +ai [ﬂts _tz): 0

TRAMO t3- te

Posicion:
x =%, +V, |t —t3)+% @ -t,)

Posicion final:
Xg = Xg

Dado que tanto la velocidad como la aceleraciéesertramo valen cero.

Velocidad:
\ :V1 ta, [ﬂt _ts)

Velocidad final:

n

VE =V1 +a:[nt _t3)
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Dado que tanto la velocidad como la aceleraciéesertramo valen cero, queda:

n

Ve =V,

Como se podra observar, la posicion y la velocidaal de un tramo corresponden a la posicion
y velocidad inicial del tramo inmediato siguiente.

Se resalta un aspecto importante, en este ejerhetceentro se produjo en el tramgotz pero,

en general, se debe determinar en qué tramo segarad encuentro analizando las posiciones
sucesivas de cada uno de los tramos de los mamilessinientes y si se produce o0 no el
encuentro. De no producirse, se continuara elsiadel tramo siguiente hasta lograr determinar
la posicion y tiempo de encuentro.

Para pensar
El siguiente grafico muestra las velocidades dendwil policial y un automovilista que pasé un seonéfen rojo.
Con los datos que se muestran, ¢,se puede detersniaboficial de policia logro interceptar al aftor en el
tiempo final que se indica? Confeccionar las cpwadientes gréaficas de la posicién en funciénideipo para los
dos moviles y analizar.
V (km/h) Movil
4 + Policial
+ Movil del
160 L
! ! : infractor
80 |-----mmmmemems j | :
! ! i _t
1 1 ! v hs
t=0 tl to =2. b teinal = 3. 1 ( )

TIRO VERTICAL

Se produce cuando un cuerpo es lanzado verticadmat velocidad inicial en la direccion
vertical (ejey) las expresiones de la posicion, velocidad y aaeién del cuerpo, seran:

1
y:y0+V0[ﬂ—§g[ﬂ2 Vy=V,-g a, =-g

Si el tiro vertical se iniciara con una velocidatia abajo, el signo de esta debera considerarse
negativo de acuerdo a la convencion de signoz aui.

Finalmente, para aclarar el signo de la aceleras®mesquematizan dos situaciones de un mismo
tiro vertical hacia arriba de un objeto tomandone&mo intervalo de tiempat. Para el analisis

se definen como positivos todos aquellos vectanessg encuentren dirigidos hacia arriba.
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Wi

Vi

/ Trayectoria vertical del
: objeto.

AV = Vf-Vi<0
Vi

! Anélisis vectorial
| durante el ascenso.

AV = —Vf — (=Vi) <0

Andlisis vectorial
durante el descenso.

Si se aplica el concepto de aceleracion a estaeléponovimiento, se obtienen los mismos valores
en ambas situaciones coincidiendo con la realidadceleracion de la gravedad es la misma en
todo instante y para el caso analizado, esta repias$a por un vector negativo, de médulo 9,81

y sus unidades en el Sistema Internacional €5 m/s

CAIDA LIBRE

En este caso particular el objeto se deja caedees se lo libera sin imprimirle ninguna
velocidad desde una posicion inicigl € yo) y las expresiones de la posicion, velocidad y

aceleracion del cuerpo, seréan:

1
y=Yo=590

Vy=-glt

Para pensar

Se informa de un accidente donde a un peat6n qumaba por la vereda le cayd un objeto en la cabeza
La pericia policial trata de ubicar el piso desbeual parti6 el objeto para determinar el culpable

Se cuenta con un testigo que vive en el tercerquisovio pasar el objeto. Informa que tard6 0,1isdgs en recorre

los tres metros que mide el ventanal del frente.
Si cada piso posee el mismo ventanal, ¢ podré ieigpdleterminar desde que piso se dejé caer eiofbje
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MOVIMIENTO PLANO DE PROYECTILES

Se refiere al movimiento de proyectiles en las pnidades de la superficie terrestre contenidos
en un plano vertical donde se estudiara el movitnienando se los dispara con angulos de

inclinacién dados por el anguwmsegun muestra la figura.

Plano vertical que contiene el
movimiento

Velocidad inicial del
punto \

Trayectoria parabolica
gue tendra el

/ punto material

Angulo de inclinacion
respecto al plano
horizontal

y X

Los angulosy y S solo son utilizados para posicionar el plano gatti
Analizando cineméaticamente el movimiento del prtilese tendra que las aceleraciones en
cada una de las direcciones de los ejes cartessanas:

a, =0
a, =-g
a,=0

Se deduce entonces que las expresiones de las wentps de la velocidad correspondientes a
cada una de las direcciones seran:

Vx =V, [cosy[cosp = cte
Vy=V, sery-g
Vz=V, [tosy[tosa = cte

De aqui se desprende que la posicion en funcion tieehpo para cada una de las
correspondientes direcciones estaran expresadas por

X =X, +V, [tosy[tosp [
Y=Y +V, [seryld —%g [°
z=12z,+V, [tosy[tosa [T
Cabe resaltar que estas expresiones se refiemsalgeneral de un tiro oblicuo que se efectua

partiendo de una posicién inicial (para 0) dada por el vector posiciory Yo ; Zo). En la figura
anterior el movimiento parte del origen de coordesa
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De esta expresion general se pueden analizar pasiisulares que se analizaran a continuacion
considerando que el plano vertical que contienm@&limiento es el plana-y, quedando las

expresiones:
X=X, +V, [cosy [t

Y=Y, +V, Dsery[ﬂ—%g 12

Vx =V, [cosy = cte
Vy=V, sery-g

a, =0
a, =g

ALTURA MAXIMA

Si se realiza un tiro oblicuo con velocidad inidig) un angulo de inclinaciépsegun se indica
en el esquema, llegara un momento en que el obgeteguira elevandose con lo que obtendra
la altura maximaHyax para la cual la velocidad en la direccion del“gje (dada poVy) sera
nula segun se indica en la figura que para facsigautilizacion se hage= 0.

Vo
y A
Vov= Vo . seny Vox_= Vo . cosy
Vox = Vo . cosy Huax
1 X
- Xvax _
z
Vi
De esta condicion se desprende que:
Vox =V, [cosy
Vy=V, Sery-g@=0
Vz=0

El instante en que esto ocurre se determina desjm{ade la expresion anterior y vale:

_V, [sery
s

t
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Para determinar el valor de la altura méxima sepégza este valor del tiempo en la expresion
de la posiciéon en funcion del tiempo, quedando:

2
V, E‘sery 1 V E‘sery
HMAX =Vo D‘SGWEEOTJ _EEQ EEOTJ
2
1 V, sery 1
HMAX ZEEQEEOTJ -

=—V,* Berfy
29
Se resalta que esta expresion es valida solamardeep caso graficado donde la altura inicial
vale cero.
Para el caso de que exista una altura inicialltlaaamaxima se determina sumandole a la
expresion anterior esta cantidad inicial:

2
1 V, [sery 1
H viax :EEQEE—O g ] +yo:2_gV02 BBer?V'*’Yo

ALCANCE MAXIMO

Para determinar el alcance maxiXgnx (distancia desde donde se dispara hasta el lagaled
toca el suelo, medido en forma horizontal) que pummhseguir un proyectil con las condiciones
iniciales de altura iniciayy = 0, se parte del hecho que, en el instante que ‘@bcaelo” la
posicion final de este correspondg & 0. Reemplazando los correspondientes valores en la
componente vertical de la posicion, quedara:

Y=Yo+Vo ﬁewﬂ—%g il
0=0+V, Edsery[ﬂ—%g 2
_ 1 2
0=V, Edsery[ﬂ—Eg i
1
Oz(v0 E‘sery—Eg [ﬂj[ﬂ

Esta Gltima expresion resulta nula para dos inssamhk¢ tiempo diferentes, uno correspondiente al
inicio del movimiento si es que partio “desde etlsliy el otro se obtiene de igualar a cero el
paréntesis de mas arriba y despejar el tiempolrfRérde queda:
_ 2V, [sery
g
Reemplazando este tiempo en la expresion de laaoenpe horizontalX”, quedara:
X=X, +V, [cosy [t

t

XMAX =0 +VO mosy[ﬁwj

_2IV,” Ben(2y)
XMAX - g
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Para el caso de que exista una altura inicial, leghnae méximo se determina primero
especificamente el tiempo en el que toca el syelo @) y luego se remplaza este valor en la
expresion de la posicion horizontal.

La expresion de la posicién correspondiente aldblicuo de un proyectil puede ser presentada
en forma mas compacta y general utilizando la sigei expresion vectorial:

X(t) X, +V, [tosy [tosp [
y(t) | =] Yo +V, sery —%g ik

z(t) z, +V, [tosy [tosa [
Xo V, [tosy [tosp 0
Yo |*¥| V., Bery |+ —%g ik
z, V, [Cosy [tosa 0

F) =1+, B+ BT

Este vector posicién para un proyectil en un pu&oérico de su trayectoria quedard como la
suma de tres vectores segun se muestra en larggytigura:

Plano vertical que contiene el
movimiento

e

-1/2 gt
. Trayectoria
de la
/ particula
\\ X
B —
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Para simplificar la expresion se hace coincidipkino del movimiento con el plano “x-y”
guedando:

Y
Vot 129t
Trayectoria
PP S X de la
N / particula
7~y =l
o r(t)
B=0°
X >
. a=90°

TIRO HORIZONTAL

El esquema de este tipo particular de tiro oblisaaepresenta en la siguiente figura donde el
objeto se lanza con velocidad inicial horizontgH0) y desde la altura inicidd.

Velocidad inicial del
punto Plano vertical que contiene el
movimiento

Trayectoria parabolica

Para facilitar la visualizacion del movimiento,mesde ubicar el plano vertical de manera que el
anguloa = 90° (por lo tantgB = 0°). El esquema quedara entonces:
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Trayectoria Vy
parabdlica

v X

N

a=90°

Se resalta que la componente de la velocidad irgoida direccidn vertical es nula debido a que
el objeto es lanzado horizontalmente.

Teniendo en cuenta qye= 0 por lo tanto cog=1 y sery= 0 la componente horizontal de la
velocidad valé/x = Vox= Vo= cte y para la componente vertidaly=0 y W= -g.t.

Las correspondientes expresiones de la posicidlmcidad y aceleracidon para este caso
particular seran:

X=V, [t
g’

=H -

y 2

z=0
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MOVIMIENTO CIRCULAR

La caracteristica de este tipo de movimiento pleasda de mantener el radio de curvatura
constante.

La siguiente grafica muestra una trayectoria cancdefinida por un punto (en linea de trazos)
para diferentes posiciones tomadas todas ellagg&sde una referencia definida arbitraéBia

0. Las distancia&, S y S corresponden a las longitudes de los arcos queedefas posiciones
del punto en estudio para cada instante.

del punto

A cada arcdS le corresponde un angul® y, debido a que el radio permanece constante, se
puede determinar la relacién entre ambas cantidéelasuerdo a la expresion:

S=6[R

Si se realiza el cociente incremental entre el egcarrido y el tiempo empleado se determina la
rapidez media entre los instantes consideradogleBe tener especial cuidado en no confundir
con la velocidad media, dado que esta Ultima esnagnitud vectorial y la primera corresponde
a una magnitud escalar.

VELOCIDAD ANGULAR

La velocidad angular media de un punto definidoguovector posicion es la razén de cambio de
la posicion angulardd de ese mismo vector posicion en un lapso de tieditpsegun la
expresion:
w = AG
med At
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La velocidad angular instantanea se define parantervalo de tiempodt muy pequefio
quedando:
A6 d6

D =M Tt

Se resalta el hecho de que la velocidad angulatepser detectada por los seres humanos mas
facilmente que la velocidad lineal.

Por ejemplo, si una persona se encuentra paradd extremo del tramo recto de una ruta
mientras que en el otro extremo se encuentra wmewil, en un primer momento la persona no
podra decir si dicho automovil se encuentra engepacercandose o alejandose, sera necesario
dejar pasar un cierto tiempo hasta poder decidirlo.

Por el contrario, si ese mismo movil es observadsdd un punto perpendicular a la ruta,
inmediatamente se podra decir en qué sentido péadas

RELACION ENTRE LA VELOCIDAD ANGULAR Y LA VELOCIDAD TANGENCIAL

Dado un punto que se desplaza describiendo unectaaia definida por el vector posicion o
radio de curvaturgo cuyo médulo permanece constafitee puede expresar, observando la
figura, que el arco descrito entiRe y P, definido pordP se relaciona con el angultd de
acuerdo a la expresion:

AP=AB[p

De acuerdo a la figura se tendra:

Dividiendo ambos miembros de la igualdad por teriralo de tiempalt se tendra:

AP _AGlp _
At At
AS N6
At_AtH)

En el limite cuandait tienda a cero, se obtendra el médulo de la vedolciedngencial dada por
la expresion:

9 para el caso de radios de curvatura que no pemcegenstante, aparece otra componente de velogidase
estudiara en cursos méas avanzados.
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V=alp

La expresion trata las magnitudes involucradasoend escalar y para poder relacionar las tres
magnitudes vectorialmente, es necesario utilizaraducto vectorial definido como:

V=@xp

El vector velocidad angular se encuentra perpefatical plano formado por los vectores
velocidad tangencial y vector posiciéon segun se#ndn la figura.

Vector velocidad
angular.

Plano del
movimiento del

punto.
Vector velocidad

tangencial.

Vector posicion.

El sentido del vector velocidad angular respondgadas convenciones entre las que se
encuentra “regla del tirabuzén”. Esta indica queseattido del vector velocidad angular sera
coincidente con el del avance de un tirabuzon gjue segun lo hace el vectdbp’. En el
esquema, el tirabuzén se eleva al hacerlo girad@a@ue el vectorw sera el indicado en el
esquema.

ACELERACION ANGULAR

La definicion de aceleracion angular aplicada alvimgnto de rotacion para un intervalo de
tiempo4t, seré:
_Aa
At

Aqui se cumple que la aceleracion angular seréeator coincidente en direccion y sentido si la
variacion de la velocidad angular aumenta (es dedar velocidad final es mayor que la inicial).
Se resalta que el signo de la velocidad y acelamagspecto a las convenciones arbitrarias. El
movimiento de rotacidn sera acelerado si la vasiade la velocidad angular tiene el mismo
signo que la aceleracién y viceversa.
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MOVIMIENTO CIRCULAR UNIFORME

La caracteristica de este tipo de movimiento es lquérayectoria que describe un punto
cualquiera corresponde a una circunferencia, déadengitud de la misma en funcion del
angulo barrido se puede expresar como:

s=6.R

SiendoS el arco de circunferenci#, el angulo barrido R el radio constante de la misma. En el
Sistema Internacional de unidades, tanto el arawocel radio se mediran en metros y el angulo
en radianed.
Resulta uniforme debido a que la velocidad coru gjra permanece constante y esta dada por
la expresion:

JAYZ

w=—-
At

La unidad en el S.I. es' (que se lee segundo a la menos uno y que equivdlés ya que el
radian es adimensional) o radianes sobre segundo:

I:ETA:
6-6, = wiit-t,)
6=0,+wlt-t,)

Si se considera que para el instante inigieD el &ngulo girado valéh, la expresion anterior
quedara:
0=6,+wl

Si se grafican la velocidad angular y la posicibgudar respecto del tiempo se tendra:

2 E| radian es la unidad del sistema de mediciéardpilos denominado radianes y tiene la caractsigé ser
adimensional. Esto es fundamental ya que se pysstarcalgebraicamente con el radio medido en metros
resultando el arco con la misma unidad de medida.
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Trayectoria circular del

punto analizado \
]

A
a (rad/s)
@ = cte : .
a =1(t) i :
Velocidad angular en 6.- & L B-6
funcion del tiempo. E :
t(s)
t=0 It]_ t -
6 (rad),
R — ,
6= f(t) N : |
Posicion angular en funcion ! !
del tiempo ! :
m & ()
t=0 t]_ t2

Estos gréficos responden a las mismas leyes deciu@ri que los correspondientes al del
movimiento rectilineo con velocidad constante, leodiferencia que las unidades son diferentes
al igual que las trayectorias descriptas.

Para pensar

Si un reloj marca las 12:00hs quedando las dosasgujperpuestas en posicién vertical, ¢,se puedsrdiehr
graficando el tiempo que tardaran las agujas eerpoperse nuevamente?

MOVIMIENTO CIRCULAR UNIFORMEMENTE VARIADO

Reiterando la similitud que existe entre los moemmds rectilineos y circulares, para este caso la
aceleracién angular se define, para un intervaliedgpodt, como:
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Aa

a
MED ™" a¢

La unidad en el S.I. de esta aceleracién €5tHdianes sobre segundo al cuadrado).
La aceleracion instantanea serd aquella en la gireremento de tiempo tienda a cero. En
simbolos queda:

Si se grafican la posicion, la aceleracion angukaryelocidad angular y el espacio angular
barrido respecto del tiempo se tendra para esténmevo circular lo siguiente:
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Trayectoria circular del
punto analizado. Se resalta
gue el punto no barre
angulos iguales en tiempos

iguales

a (1),

»

a=1(t)
Aceleracion angular en funcion
del tiempo (1R q = cte

t(s)

ta )

a = f(t)
Velocidad angular en funcion del
tiempo (1/s)

»1(S)

s
—~
=
Q
o
>

a=1(t)
Posicién angular en funcion del
tiempo (rad)

»t (S)

La analogia entre la velocidad instantanea linealelpcidad angular para un movimiento
curvilineo se deduce de la expresion:

V=wxp
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Aqui, p es el radio de curvatura de la trayectoria curedi que para el movimiento circular, la
trayectoria sera siempre realizada con un radioutieatura constante correspondiente al radio
de la circunferencia, por lo que la expresion gteedamo:

—

V =@xR

Si se deriva esta expresion, se obtendra el vacteracion como se muestra:

)

x R

v d
a=—
dt

Qo

t

Recordando las definiciones dadas, esta expresipuexe escribir vectorialmente como:

Q)
poll

r =aXx

Para el movimiento circular los vectores definidoseriormente son todos perpendiculares, por
lo tanto son también validas las expresiones essatarrespondientes.

s=6.R
V =wR
a=a.R

Otra manera de ver la analogia entre los movimsefiteeales y angulares es a partir de la
expresion del espacio definido para el movimiertttiineG* con aceleracién constante dada
por la expresion:

S=s, +v0.t+%m[ﬂ2

Si a esta expresion que representa el arco reoquad un punto, al dividir la expresion por el
radio de curvatura que esta describe, se obtiene:

S-S, Yt 100
R R R 2 R
6:90+w0.t+%mtﬂ2

Donde@ corresponde al angulo barrido en el tiertip8, corresponde al &ngulo inicial a partir
del cual se comienza a contar el tiempo que casrelp al instanté = 0 definido como
referencia inicial.

La velocidad angulaty que posee el punto del cuerpo rigido en el instamtial de referencia
y a es la aceleracion angular del punto analizadesqtee constante en todo instante.

Para el caso de tomar como referencia un tiempaaindiferente & = 0 se debera utilizar la
expresion:

NG = a, At +% [ ({at)?

2L Esta expresion se dedujo para trayectorias rquas,la expresion es también valida para la disaecorrida
sobre la curva con celeridatly aceleracién constante
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Dondedé corresponde al espacio angular recorrido en ehiato de tiempait.

Es comdn confundir la frecuentiacon la velocidad angular. Cuando se habla de ueimies

por minuto (orpm) se hace referencia a las vueltas por minuto. @terminar a qué velocidad
angular se refiere se debe considerar que unaavegitivale al angulo d2sr medido en
radianes. De acuerdo a esto se tendra que la datbeingular dada en unidades del Sistema
Internacional para una frecuentialada empmcomo:

AN 2nAn 2n.f
a)_ = =

At At 60

Ejemplo

12}

Se informa que una rueda ya habia girado 50 vueli@s 2:30hs a velocidad constante. En las sitpsaios hora
logro girar 20 vueltas méas también a velocidad &oris. Determine el &ngulo girado al inicio de esemo dia y;
el girado en el dia completo.

Solucion: La velocidad angular que posee la rueda e

NG __ 2027 628 /s
At 20 0

AG = .t

0, -6, = w(t; -t,)
0, =6, tawlt; —t,)
6,=6; —wf(t; —ty) =

6, = 502.71- 628.(25- 00) =157rad
Para calcular el angulo girado en un dia completatitiza la misma velocidad angular de acuerdo a:
6, =6, +a.(t; —t,)

6, =1571+ 628.240- 00) = 16643rad

Para pensar

Si a un cilindro de papel de diamebBajue esta girando @
a velocidad angular constantese le dispara en forma ]
radial un proyectil a velocidad, ¢ puede suceder que

solo quede un orificio de bala? Justificar la respa o

analitica y graficamente. R

22 Se define la frecuencia como la cantidad de vsielélas en la unidad de tiempo.
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CONCEPTO VECTORIAL DE ACELERACION CENTRIPETA

Podemos definir el vector aceleracion como el cantbmporal del vector velocidad. En la
figura se presenta una trayectoria curvilinea eplaho y la correspondiente velocidad del
mismo punto para dos instantes diferentes.

V1

Y yA\Y,

Traye_(,:torla Vs
curvilinea

Radios de curvaturas para las
posiciones Py P,
respectivamente.

Aqui se debe resaltar la caracteristica vectomaladvelocidad, ya quéV = V, - V; puede
resultar diferente de cero aun para el caso enlgsemddulos de las velocidades sean
exactamente iguales.

Para este caso particular se desprende que er@taagleracion en el movimiento curvilineo,
que surge como consecuencia del cambio de la direadel vector velocidad y, para
determinarla, se recurre a la siguiente demostnacio

se ubican ambos vectores velocidad en un mismerori@” determinando la diferencia en
forma grafica obtenienddV.

El angulo formado por los radios de curvatdédes exactamente el mismo que el formado por
los vectores velocidad, por lo tanto, el triangQR,P, es semejante al formado por los vectores
ViVoAV.

Cuando el punt®, se acerque B, lo que ocurrira para un intervalo de tiempo magyefo, el
vector aceleracidon tendra la misma direccion yidentjue 4V, esto es, tendra la direccion
perpendicular a la trayectoria y hacia el cen€d.”

Si la rapidez es la misma, se cumglee [M| = |V2|. En este casdd tiende a cero segun se
deduce de la figura yIV se hace perpendicular\d Por semejanza de triangulos se puede
expresar la siguiente igualdad:

V] _as
vV.op
AV =y 85

Yo,
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Si se divide la expresién anterior pfiiry agrupando, se tendra:

At p.At
_Vv?
=2

El vector aceleracion sera perpendicular a la védal; su sentido estara dirigido hacia el centro
de curvatura y su modulo estara dado por la expresiterior.

Esta aceleracién aparece en los movimientos cuead y se denomina aceleracion centrffeta
su direccion es perpendicular a la trayectoriaeynpre se encuentra dirigida hacia el centro de
curvatura.

En la siguiente figura se muestra el comportamidetta aceleracion normal sobre un punto que
se desplaza con celeridad constante a lo largo@érayectoria zigzagueante.

Trayectoria zigzagueante

-
-
P \
del movil
/
AN O
\‘> Lugar donde cambia la curvatura de la
trayectoria.
/
”’
_

Se puede observar las diferentes aceleracionesatesma lo largo de la trayectoria, todas ellas
perpendiculares a la misma.

ACELERACION TOTAL (TANGENCIAL Y CENTRIPETA)

Para el caso en que el movimiento curvilineo nreaice con rapidéZ constante, la diferencia
vectorial4V se puede descomponer en dos direcciones segumeséranen la figura.

Para este, la diferencia vectoridV se puede descomponer en dos direcciones perpkErdsu
respecto al puntB; segun muestra en la figura.

% En algunas bibliografias, a esta aceleracién defflamina aceleracion radial o normal.
% Se refiere solo al médulo del vector velocidad.
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\%1

aN

Trayectoria
curvilinea

Una direccion normal (o perpendicular) a la trageat dada por el vectofVy y que fuera
analizada en el punto anterigr otra tangente a la trayectoria respecto al miguato
representada por el vectdy.

Para la componente tangencial, se puede expregsadduwio como:

INAEARA

El vector aceleracién en la direccion tangencigasa un intervalo de tiempo muy pequefio sera:
_|av|
lar| =

At

Finalmente, el vector aceleracion total serd laswectorial de dos vectores ortogonales de
acuerdo a la expresion:

a=a. +a

Dada una trayectoria cualquiera y suponiendo gumiefo se mueva sobre la misma con una
aceleracion tangencial constante, se tendra, pganstantes diferentes las componentes que se
muestran en la figura:
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Radio de curvatura

para P,
ar=a (a=0)
”
——————————’ P3
P, ,
Trayectoria
~ ~N / curvilinea

Trayectoria rectilinea. No
existe aceleracion
centripeta

Radio de curvatura
para P,

CINEMATICA RELATIVA

Al comienzo del capitulo de cinematica del puntaesaltd que, para determinar si un objeto
estaba en movimiento se debia fijar una refereriesio se experimenta en la vida real al
trasladarnos sobre un vehiculo en una ruta en naidransito y observar el exterior. Si el
observador “es la referencia”, puede observar gsiedstados del camino se mueven hacia atras,
el vehiculo que viaja delante parece no moversgual que viene detras. Al sobrepasar un
automovil lo vemos ir para atras muy despacio, qtre viaja en el carril contrario nos cruza en
un instante y, lo mas interesante es cuando urjgpagan este caso el observador de referencia)
camina hacia atras en el pasillo de un 6mnibustnaieeste se mueve lentamente hacia delante,
observa que el exterior “esta quieto” y asi muatoss ejemplos.

El analisis del movimiento relativo se realizardizando el ejemplo del 6mnibus de acuerdo al
siguiente esquema.
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Z .
Conductor Pasajero
A \A lrel

z y

X »

Terna de referencia movil

x;y; 2).
R r
Observador
\ Terna de referencia fija
(X;Y; 2).
Y
X

Para poder analizar los ejemplos dados, se defimicd referencias respecto de las cuales se
describiran los diferentes movimientos a saber:referencia que se ubicara solidaria al movil
la cual se denominara “referencia relativa o mdyildtra solidaria en los ejemplos dados a la
tierra la que se denominard “referencia absoldijao

Para relacionar estas referencias con el ejemplondieibus, si la referencia relativa se ubica en
asiento del conductor, este vera al pasajero quiérasciende caminando hacia atras y al resto
del pasaje quieto en sus asientos. Si al mism@tenm observador parado en el andén observa
la situacion, veria al chofer moviéndose a la misslacidad que el dmnibus pero al pasajero
del pasillo caminando en la misma posicion, o seeto

La figura muestra dos sistemas de coordenadasicanrds, una para cada referencia.

El pasajero visto por el conductor se posicionaelorector posicion rrel. El observador parado
en el andén observa al conductor cuya posiciondetegrminada por el vector R y al pasajero
ubicado mediante el vector rabs.

Finalmente se puede establecer la suma vectorial:

rIabs = R+ r.rel
La variacion temporal de cada vector dara origeectores velocidad pudiéndose escribir:

Vabs :Varr +Vre|
Donde:
_dR
arr dt
representa el vector velocidad con que se desfdazderencia movil respecto de la fija. Para el
ejemplo dado correspondera a la velocidad de 6ranjbes también denominada velocidad de
arrastre del sistema movil respecto del fijo (astne del sistema relativo respecto del absoluto).
VreI :%
dt
corresponde a la velocidad con que el pasajero svenrespecto de la referencia movil.
También se la denomina velocidad relativa porqugiggamente la referencia relativa la que se
utiliza para definirla. Finalmente la expresion:
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— drabs — dR dr.rel
abs =, - Y
dt dt dt

representa la velocidad absoluta del pasajero cespel observador parado en el andén. Si la
velocidad de arrastre:
dR

Varr ZE
es cero, lo que significa que el dmnibus permameceeposo, la velocidad relativa coincidira
con la absoluta, por lo que el observador y el @hwén al pasajero desplazarse a la misma
velocidad. Si el pasajero camina hacia atras aigmenvelocidad que lo hace el dmnibus pero
hacia delante, el chofer ve al pasajero alejarsatnais que el observador desde el andén lo ve en
reposo.
Siguiendo con el caso de movimiento de traslad@Baceleraciones se obtienen realizando el
incremento de la velocidad en funcion del tiempedgundo:

dv,, , dv,

a - abs — arr 4 rel

st dt dt

Para pensar

Si en un instante se tiene un objeto cayendo libnéendesde una cierta altura y en la misma direcaiitical
pero mas abajo se tiene otro objeto que ha sidmadhn verticalmente hacia arriba ¢ Cudl serd la @b
relativa entre ambos méviles antes de que se eqten?

Y si las trayectorias verticales de ambos se enreseparadas ¢ Cudl sera la aceleracién relativa @ambos
cuando se encuentran a la misma altura?
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DINAMICA - LEYES DE NEWTON

La Dinamica es la parte de la Mecanica que esteldimovimiento de los cuerpos debido a la
accion con que las fuerzas resultantes de la otiéma con otros cuerpos. Existen tres leyes que
rigen el comportamiento dinamico entre los cueguasciadas por Isaac Newton que dicen:

PRIMERA LEY. Un punto material permanece en reposmntinia en movimiento rectilineo
uniforme si sobre él la fuerza resultante es nula.

SEGUNDA LEY. La aceleracion de un punto materiapexporcional a la fuerza resultante que
se ejerce sobre él y tiene la direccién y sentaldidha fuerza.

TERCERA LEY. Las fuerzas de accioén y reaccion eldsecuerpos en contacto son de igual
intensidad, actian en la misma direccién pero posestido opuesto.

La validez de estas leyes ha sido verificada méglianmerosas mediciones fisicas de gran
precision pero es necesario respetar ciertas donds.

Si por ejemplo, una persona se encuentra paradbpasillo de un 6mnibus y este acelera hacia
adelante, ¢cémo puede ser que, sin que actle arm fsobre ella, se mueva repentinamente
hacia atras? De igual manera, si viajando a veddcidonstante, cuando el omnibus frena
repentinamente el pasajero se mueve hacia delanjee se le aplique ninguna fuerza externa.
Para que se cumplan las leyes de Newton es nexgsarise cumplan ciertas consideraciones y
para el ejemplo analizado, las leyes se cumplenaa@ndo el 6mnibus utilizado como marco de
referencia se mueve con velocidad rectilinea umé&rCuando esto ocurre se dice que el marco
de referencia es inercfal

En los instantes en que se produce la aceleraci@nfrenado, el marco de referencia pasa a
denominarse no inercial y no se cumplen las ley@Ndwton debiendo realizarse ciertas
correcciones.

Otro ejemplo de marcos de referencias no inercedesiando, para el mismo ejemplo anterior y
manteniendo la rapidez se toma una curva, en es@&nio se siente como si el pasajero sale
despedido hacia afuera.

La segunda ley de Newton es la base de la mayeri@sdanalisis en Mecanica y, aplicada a un
punto material de masa sometido a una fuerza resultaftepuede enunciarse mediante la
expresion vectorial:

—

F=ma

Por ejemplo, si una persona aplica una fuerzagrapujar a un ciclista montado en su bicicleta,
esta (si se desprecian todas las resistencias) damdesu velocidad muy rapidamente en
comparacion al caso de aplicar esa misma fuerz& swbautomovil. Este dltimo se “resistird”
mucho més al cambio de velocidad por que tiene nragsa.

Por otro lado, la direccidon de la fuerza aplicada gireccion de la aceleracion que consigue el
movil es la misma.

Si se analiza la expresion de la segunda ley dddvepresentada como:

Q|
I
3|

% Un sistema de referencia se considera inercialdmiae encuentra en reposo o se traslada con nemtmi
rectilineo uniforme.
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se tendra que para dos cuerpos que se le apligmésiaa fuerza la aceleracién sera mayor
cuanto menor sea la masa a mover. Se puede entmessler a la masa de un cuerpo como la
resistencia que presenta este a cambiar su estadowdmiento.

CENTRO DE MASA'Y DE GRAVEDAD

Como se vio, la fuerza de gravedad es producidéapmiraccion de las masas entre si. La fuerza
peso es la resultante de todas las fuerzas qu@decen en cada particula de un cuerpo debido
finalmente a la atraccion de la masa de la tigaajue la atraccidon mutua de cada particula entre
si se anulan de a pares.

Si la atraccion de la gravedad es constante, ¢élacde masa del cuerpo coincidira con el punto

donde se puede considerar aplicada la resultarites dieerzas de atraccion gravitatorias.

Como en realidad las fuerzas de gravedad depert#enas de la distancia de separacion de las
masas, para el caso del peso de un cuerpo deladatr@ccion de la tierra, las particulas que se
encuentran mas cerca del centro de la tierra s@idas con mas fuerza que las que se
encuentran mas alejadas. El centro de gravedadceateara por lo tanto desplazado del centro

de masa segun se indica en la figura:

Centro de masa

Centro de
gravedad

Superficie de la

tierra \ Peso = m.g

Cuerpo rigido alejado de cualquier otra masa. El mismo cuerpo rigido ubicado en la superficie
No presenta fuerza debido a la atraccién de las de la tierra. Aparece la fuerza de atraccion
masas y si la masa del cuerpo estéa distribuida gravitatoria denominada peso desplazada del
en forma homogénea, el centro de masa centro de masa hacia el lado de la masa de la
coincide con el centro geomeétrico. tierra.

Finalmente se pueden resaltar tres conceptos wliésra saber:

» Centro de masa: es el lugar donde se puede coamsatercentrada toda la masa del cuerpo o
de un sistema de particulas.

» Centro geométrico: es el lugar geométrico que spmede al centro de la figura que posee el
cuerpo analizado.

» Centro de gravedad: es el lugar geométrico dondmissidera ubicada la resultante de las
fuerzas debidas a la atraccién gravitatoria.

Estos tres centros coincidiran solo cuando no @sgtccion gravitatoria de otra masa externa y

la masa del cuerpo sea homogénea.

Salvo que se especifique lo contrario, se congideras tres puntos coincidentes.
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APLICACION DE LAS LEYES DE NEWTON

Sean dos cuerpos de masas desiguales unidas pouenda que pasa por una polea sin friccion
y sin masa, tal como indica la figura siemdomayor quam,.. Encontrar la tension de la cuerda
y la aceleracion de las masas.

Tl 1 1 -I—2
al //’/ \\\\ 1
ﬁ 1 v 1 \. D.CL -» ﬂaz
D.C.L ' l

Solucion:

Por ser la masayp, mayor quem, la aceleracion de esta ultima estara dirigidaghaniiba y para
mantener una coherencia con los sentidos de |la®resc se adoptara como positivos todos
aquellos que estén dirigidos en ese sentido.

Despreciando todos los rozamientos y suponienddagpelea no tiene masa se puede escribir,
de acuerdo al D.C.L. de la masg la ecuacion del movimiento como:

TL-mig=mla
De igual modo para la masa la ecuacion del movimiento es:

T, -m, g =-m, [a,
T,+m, &, =m, [g

Como las aceleraciones de ambas masas son lassrasigaal que las tensiones, debido a que
la cuerda que las une solo cambia el sentido deimiento, se puede formar el sistema de
ecuaciones siguientes:

{T-rmg=rm@
m,g-T=m,[a

Sumando miembro a miembro como uno de los métodos fa resolucion de sistema de
ecuaciones se determina la aceleracion quedando:
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m [a+m, | [g-mg
(m, +m,)ra (mz m,) Y
=(m2_ml)[g

(m, +m,)

Q

De igual manera la tension se obtiene realizandeeshplazo correspondiente quedando:

T-mg=mla
T-mg=m,[a

T—ﬁyg_—T+ng
m, m,

(T —mg)tm, =(-T +m,g)0n,
T {m, + m) =20y On, On,

_ 200, (i,
T=22=2"2"1
(m, +m,)

MAQUINA DE ATWOOD

Si para la polea dada en el ejemplo anterior seanbdos masas que presenten una leve
diferencia entre ellas, el sistema presentara gakeracion muy baja segun se desprende de la
expresion correspondiente pudiendo medir con sufiei aproximacion la aceleracion del
sistema. Esto permite determinar experimentalmienteeleracion de la gravedad actuante de
acuerdo a la expresion:

Esta expresion se utiliza solamente para el caspeléas masas de los cuerpos sean diferentes o
gue el sistema no se encuentre en equilibrio.

FUERZA DE ROZAMIENTO

Para analizar el comportamiento de un cuerpo apogabtire una mesa horizontal frente a la
accion de fuerzas exteriores, se deben realizaidagentes consideraciones:

El cuerpo sera analizado como una masa puntualedemdonsidera concentrada toda la masa
del cuerpo pero sin dimensiones. De esta manees tlag fuerzas actuantes sobre el cuerpo
seran concurrentes y para este caso se puede aibgaevel sistema se encuentra en equilibrio,
para lo cual se denomind/ a la fuerza de atraccion gravitatoridNya la reaccién normal del
vinculo, en este caso la superficie vertical dené&sa, segun se simboliza en el esquema de la
figura.
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Si ahora se aplica una fuerza horizorftaly el cuerpo mantiene su posicion de equilibrio
estatico, se debe concluir que “apareci¢” otraZai@ue actia con igual magnitud y en sentido
contrario a la aplicada que se denominara fuerzazenientde;*® segun se indica en la figura:

T w
F /I \\ _____ DCL ........ »
_'\> wl | F fe
 fe ®
| = - |
-
N N
f A
femad - oo
fedin oo ____i
fer ------, Zona :  Zonade
1 estatica ;  movimiento
I : =
F1 Fiim

Si se continba aumentando la fuerza horizontallisg@pareciendo una fuerza de rozamiento
exactamente igual a la aplicada pero de sentidtraram que se opondra a que el cuerpo se
mueva.

Llegard un momento en que la fuerza de rozamieatpaara mantener el cuerpo en reposo VY,
como ocurre en los casos reales, comenzara a meogeria direccion de la fuerza horizontal

aplicada.

Si se confecciona un gréafico de la fuerza de roeataien funcion de la fuerza aplicada se
tendrd un comportamiento como el mostrado masaarrib

fe< y, [N

El coeficiente e se denomina coeficiente de rozamiento estatice yletermina en forma
experimental. Se puede demostrar que la fuerzaozlemiento maximdenax que se logra al
aplicar esta fuerza horizontal maximg, responde a la expresion:

femax = /'Ie EN
Para fuerzas mayores aHa,, la fuerza de rozamiento serd menor segun seiapneda figura y
no dependera ni de la magnitud de la fuerza ag@icadle la velocidad con que se mueva el

cuerpo dentro de ciertos limites. La expresion pata fuerza de rozamiento dinamica es:

fd =y, [N

% Se utilizara la letra efe mindscula para iderdifia la fuerza de rozamiento y el subindice “efe$iere al caso de
la fuerza de rozamiento estatico. Para el casa fleetza de rozamiento dinamica, algunos librakelzominarfk.
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El coeficiente de rozamiento para este caso enuel & cuerpo se mueve se denomina
coeficiente de rozamiento dinamigal y cumple con la condicion:

:ue >ﬂd
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TRABAJO Y ENERGIA

Hasta aqui se trataron los movimientos originados fperzas constantes describiéndolos
cinematicamente y, mediante las leyes de Newtodeserminan las fuerzas responsables de
generar esos movimientos.

Ademas se tratd el comportamiento estatico ded@macle fuerzas utilizando las mismas leyes.

Si los movimientos son productos de fuerzas vagldomo el caso de una flecha disparada por
un arco o un cuerpo empujado por un resorte qlieesa, la fuerza aplicada por la cuerda o el
resorte en el instante inicial es maxima y va disip¢éndo hasta cero en el momento que cesa el
contacto.

Sabiendo que la energia no se crea ni se destiyajge se transforma, se propone ahora un
método de resolucion basado en el principio deerasion de la energia.

Por ejemplo si se empuja un cuerpo desde una Posiciotra o si se lo eleva a una altura
determinada, para ambos casos es necesario aptiaduerza al objeto para trasladarlo de un
lugar a otro o lo que es lo mismo ejercer un t@baj

TRABAJO REALIZADO POR UNA FUERZA CONSTANTE

Si sobre un cuerpo se aplica una fuerza y esteg@ata una distancia, se define como trabajo
mecanico de la fuerza constaftal desplazarse una distan8aal producto escalar de ambos
vectores dados por:

W=F[S

En el Sistema Internacional a la unidad de trabajta denomina Jodfey se la define como el
trabajo que realiza una fuerza de un Newton qukesplaza una distancia de un metro.

En la figura se muestra una particula sobre lasquaplica una fuerza constaktao coincidente
con la direccién del desplazamiel®que describe una trayectoria rectilinea.

F F
\ S
e,
-

Posicion inicial Posicién final

Geométricamente interpretado, corresponde al ptodndre la proyeccion de la fuerza aplicada
en la direccion del desplazamiento (dadafpoosn) y la distancieés de acuerdo a la expresion:

W=ﬁ[§:‘ﬁ‘¢§{mosa

Fx\( Sx
W =| Fy || Sy| = Fx.Sx+ Fy.Sy
0)LO

27 James Prescott Joule (1818 -1889). Fisico britamicjuien se le debe la teoria mecéanica del gakm,cuyo
honor lleva su nombre la unidad de la energia &istéma Internacional.
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Siendoa el angulo que forma el vector fuerza con el ved&splazamiento en ese orden segun
se indica en el esquema.

El trabajo por lo tanto puede resultar positivdasiproyeccion de la fuerza posee la misma
direccion del desplazamiento, serd negativo sireclar contrario y puede resultar nulo si no
existe desplazamiento o la fuerza no posee prayecen la direccién del desplazamiento
(a=909).

Otra caracteristica importante del concepto deajoabs que se debe especificar concretamente
la fuerza que lo realiza. Por ejemplo, si se ti@meuerpo apoyado sobre una superficie rugosa y
se lo desplaza mediante la aplicacion de una fuenmaa cierta distancia, se pueden definir en
este caso el trabajo que realizan las cuatro fsenz@lucradas, el trabajo de la fuerza aplicada,
el trabajo de la fuerza de rozamiento, el trabajopéso y el de la fuerza normal. Es importante
mencionar que el trabajo neto corresponde a la sfugabraica de los trabajos realizados por
cada fuerza.

TIPOS DE RESORTES

Si a un resorte, con uno de sus extremos fijoe aplica una fuerza en el otro extremo, este se
deformarda en funcion a la fuerza aplicada y su @stamiento podra corresponder a uno de los
siguientes tipos segun se indica en la figura.

Tipo a
F (N) A
_____________ Tipo b
AFa
______ Tipo ¢
Y S
L » X (M)
AX

Se observa que para producir la misma deformadidren los tres tipos de resorte, el que
responde a las caracteristicas del ti@o, tfequiere un incremento de fuerza mayor que &pde
“c” dado que sus comportamientos no son lineales.

El tipo de resorte a utilizar de aqui en adelartéd | de tipth” que responde al del
comportamiento lineal dada por la expresion:

F=k[X
Siendok la constante del resorte que se determina paridiente de la recta cuyas unidades en
el sistema internacional son Newton sobre meNfo.
TRABAJO REALIZADO PARA DEFORMAR UN RESORTE

El trabajo que debe realizarse sobre este resartegstirarlo desde una posicion iniciahasta
la posicion final, se puede obtener directamente del area sombrepdia lgaafica siguiente.
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F (N) 4

Fi

X (m)

X1 X2

El area sombreada resulta de las diferencias dald® los dos triAngulos, quedando:

1 1
WZEXZ [Fz _Exl EFl

1
2
W= kefoo)® - (0)7]

W = 2k x,)? —%ktﬂxl)z

Utilizando calculo integral se puede plantearabajo diferencial e integrar entre la posicion 1y
2 quedando:

dwW = F [dx

W:TF Calx

W:kaDﬂjx

W:kE]gxmx
X

2%
W=k[~3’i
2
X

W= kefo)® - (4)°]

Si se comienza desde la posicion de equilibriexfaesion se reduce a:

W= ki)’

TEOREMA DEL TRABAJO Y LA ENERGIA CINETICA

Dado un cuerpo apoyado sobre una mesa horizontedzamiento al cual se le aplica una fuerza
constantd-, como se muestra en la figura.
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‘ wW=m.g

Segun el diagrama de cuerpo libre, el cuerpo seerdokiacia la derecha incrementando la
velocidad del mismo con una aceleracion determipad#a segunda ley de Newton.

Esta fuerza neta (o resultante) realiza un trabajta distancia dada por el producto escalar de
ambos vectores segun la expresion:

W=FI[5

Dado que la fuerza neta es constante al igual@jueaka del cuerpo sobre la que esta aplicada,
se puede utilizar los conceptos de cinematica gerarminar la expresion de la aceleracién en
funcion de la velocidad y el desplazamiento dada po

2=V __?+2as

inicial

\Y,

final
2 2
_ Vfinal _\/inicial

- 2.S

Reemplazando esta aceleracion en la expresionfderiza en la segunda de Newton quedara:

E= _ (Vfinalz _ViniciaIZ}
-mMma=m|—
2S

Esta ultima expresion se lleva a la del trabajézado y teniendo en cuenta que ambos vectores

poseen igual direccion y sentido quedara:
2

_ _ Vfina|2 _Vinicial
W=F[=m El#

Operando algebraicamente se tendra:

W= % Dm-(vﬁnen ’ = Vinicia 2)

Wzll]n\/ 2—lﬁmv 2
2 2

final * Vinicial

A cada término del segundo miembro de la expremiberior se lo define como energia cinética
y representa una magnitud escalar que solo depntle masa y de la rapidez de la misma. A
esta magnitud se la simboliza con la |&ra
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W = K finasl
W =AK

-K

inicial

Se debe tener en cuenta que las unidades de Fao@rética son exactamente iguales a las del
trabajo sabiendo que este es una forma de transfenigia.

POTENCIA

Si se tiene un ascensor con capacidad maxima Pgvarsonas, no sera lo mismo para el motor
gue acciona la caja que esta suba con una solanpegsie con diez. Por otro lado, si el ascensor
esta lleno, tampoco sera lo mismo que suban todas eninuto que en un segundo.
Se define la potencia media que debe realizar #bmoomo la razén entre el trabajo realizado
en la unidad de tiempo, cuya expresion es:
P= M
At

Las unidades de potencia en el Sistema Interndcona

_Joule =Vatios(o Watt9
segundo

La potencia instantanea realizada por el motor dwda fuerza permanece constante estara dada
por:

Una de las unidades mas utilizadas para la potesgial hp (horse power) que equivale a
1hp=746 W También existe el caballo vapor (abreviado C\Wacaquivalencia e$CV = 735
W.

ENERGIA POTENCIAL GRAVITATORIA DE UNA PARTICULA

Dada una particula de masaubicada en Igosicion 1 a una alturdn, medida respecto de un
nivel de referencia definido arbitrariamefiiie Dicha particula se traslada segun la trayectoria
indicada (que puede o no estar contenida en um)phasta ubicarse finalmente erplasicion 2

a un nivel dado por la altura medida desde el mismo nivel de referencia anterior

La fuerzaF representa la fuerza actuante sobre ella a exuep la fuerza peso debida a la
atraccion gravitatoria, que se deja expresada ssgjindica en el esquema siguiente:
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y A
2
y2 T)-
Y1
LX
y0= O 1 >
X1 X2

Analizando por separado el trabajo de cada unasdeds fuerzas indicadas se tiene:
Trabajo de la fuerza peso de la particula.

Wg = (va)x +(Wg)Y

El trabajo del peso en la direccion é@ xresulta nulo debido a que la fuerza peso es
perpendicular a la componente horizontal. Con e trabajo en la direccion del eje vertical,
es el resultado del producto escalar del veetog por la diferencia de altura entre los puritos

y 2 a la que denominamadly =y - y;. Por lo tanto el trabajo de la fuerza gravitaten&re los
puntos indicados resulta independiente de la ttagiacy est4 dado por:

Wg = _mg(yZ - yl) =
W, =-mgLy, + mgly,

A las cantidadesn.g.y y m.g.y, valores que dependen Unicamente de las alturasdasedi
verticalmente y del peso de la particula, se laswnara respectivamente energia potencial
gravitatorialUg,y Ug 1.

Por lo tanto, el trabajo de la fuerza gravitatsggpuede expresar como:

W, =-U, +U, =-AU

g

Se llega al mismo resultado si se aplica directénkndefinicion de trabajo de la fuerza peso
como el producto escalar siguiente:

0 AX
W, = —mg [} Ay | = -m@Ay = -mg(y, — Y,) = -mgy, + mgy,
0 )l o

Trabajo de la fuerzd

Segun el teorema del trabajo y la energia cindéicdiene que el trabajo de todas las fuerzas
ejercidas sobre una particula (en este caso detad- y el pesang) es igual a la variacion de
Su energia cinética, es decir:
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We +W, =K, - K,

We —Ug, -Uy) =K, =K,
W =U,-U, +K, =K,
W =AU +AK

Esta ultima expresion se enuncia como: el trabajdadfuerza ejercida sobre una particula
excepto la fuerza de gravedad, es igual a la swnka diariacion de su energia potencial y
cinética.

Se recalca que la energia potencial de un cueqpende de la referencia horizontal que se toma
arbitrariamente. De aqui que si la particula sei@nita sobre ese plano de referencia, su energia
potencial gravitatoria serd nula y resultar4 pesisi se encuentra por sobre o negativa si se
encuentra por debajo del mismo.

Por lo tanto la variacion de energia potencial itgirwia entre dos puntos de un plano vertical,
sera independiente del nivel de referencia querse ¥ resultara positivo si la particula se eleva
y negativa si desciende. Por lo que un cuerpo ‘{gédrenergia potencial gravitatoria cuando se
eleve verticalmente, “perderd” dicha energia sciéesle y permanecera exactamente igual si se
traslada horizontalmente.

ENERGIA POTENCIAL ELASTICA

Dada una particula de masaque se mantiene unida al extremo de un resortepgede
moverse sobre una superficie horizontal sin rozatienientras que el otro extremo del resorte
se mantiene fijo.

Si ahora se aplica una fuergasobre la particula, esta se desplazara de acaewha ley de
variacion segun se representa en la figura:

FA#

Diagrama de cuerpo libre

AN
Fel F
v W=m.g

Tanto el trabajo del pesagde la particula como de la fuerza normal ejerciolalp superficie
horizontal, son nulos porque el desplazamienteegsemdicular a las mismas.

La fuerzaF es igual y opuesta a la que realiza el resortegestdb misma particula que
denominamos$-,.

101



El trabajo de esta fuerza dirigida hacia la izqlaeentre la posicién de equilibrio y la posicion
X, elongacion que genera un desplazamiento haderécha, estd dada por el area del triangulo
de base y alturak X quedando:

W, =—%.(X).(K.X)
w, =-Lkx?
2

De esta ultima expresion se establece que el tratajla fuerza elastica es igual al valor
negativo de la variacion de la energia potencétiela dada por la expresion:

U, = Lkx?
2

Para un resorte dado, la energia potencial elésticadepende de su deformacién (en este caso
X) y de su constante elastica

Suponiendo que en el sistema anterior se tiendangaaiento previo dado pot y a partir de

alli se genera un nuevo aumento del alargamiergtaigar a la posicion finad,, segun se
muestra en la figura:

v

TI
N
1
x
v X

El trabajo de la fuerza elastica, necesario pakzee el nuevo alargamiento estara dado por el
area del trapecio sombreado por lo que la exprebtrabajo quedara como:

1 1

W, = (_E kX, X,) _(_E kX, X,)
1 1
W, = —Ekxz2 +5kx12
W,

=-U,, +U, =-AU

e

El incremento de energia potencial elastica redglial y de signo opuesto al trabajo de la
fuerza elastica.
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TEOREMA DEL TRABAJO PARA FUERZAS CONSERVATIVAS

Una fuerza se denomina conservativa si el trabagorgaliza en una trayectoria cerrada es nulo,
por lo que en este tipo de fuerzas el trabajo sebr@ierpo depende solamente de las posiciones
inicial y final como se vio para el caso de la hAzegravitatoria y la fuerza eléstica.

Si en un sistema mecanico actian solo estas dosafyesl trabajo neto resulta igual a la suma
del trabajo realizado por cada una de ellas. Laesiyn correspondiente sera:

W

NETO =Wg +We|
Considerando que el trabajo realizado por una éueonservativa sobre una particula es igual a
la variacién de su energia potencial con signo czaob se tiene:

W, +W, =-AU, - AU,
Wy + W =-(Ug, ~Uy) = (U, ~Ugy)

Aplicando el teorema del trabajo y la energia @iaése puede escribir finalmente:

_(ng _Ugl)_(UeIZ -Ug) =K, -K,
K1+Ugl+Uell = KZ +ng +Ue|2
E,=E, o AE=0

TEOREMA DEL TRABAJO PARA FUERZAS NO CONSERVATIVAS

Una fuerza se denomina no conservativa si el wapag realiza en una trayectoria cerrada es
diferente de cero, por lo que en este tipo de aseet trabajo sobre un cuerpo depende de la
trayectoria descripta y no de sus posiciones exdsei@omo ejemplo de este tipo de fuerzas se
puede mencionar a aquellas diferentes a las catsas.

Es importante destacar que el trabajo de las fserma conservativas no es producido
exclusivamente por fuerzas disipativas como lasodamiento. Por ejemplo si se empuja un
objeto sobre una superficie horizontal sin rozatoieal trabajo ejercido por la fuerza aplicada
no conserva la cantidad de energia inicial deksiai generando un aumento de la energia
mecanica que en este caso corresponde a la engngfi@a (ya que el movimiento es horizontal
sin que varie la energia potencial).

Si en un sistema mecanico actian tanto fuerzaso@isvas como no conservativas, el trabajo
neto resulta igual a la suma del trabajo realizpado cada una de ellas. La expresion
correspondiente sera:

W

neto = Wio conservamio

+W,

CONSERVANMO

El primer término corresponde al trabajo de lasZa® no conservativas (también denominado
trabajo de otras fuerzas) que actian sobre ehmstEl segundo término corresponde al trabajo
de las fuerzas conservativas que es igual a laocién de su energia potencial con signo
cambiado.

Finalmente se tiene:

WNETO :WNC -AU

Aplicando el teorema del trabajo y la energia @aéue expresa:
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WNETO = AK
Operando algebraicamente se tiene:

W, —AU = AK
W, =AU +AK
W, = AE

En el siguiente ejemplo se aplican los conceptseardelados.
El esquema muestra un cuerpo de nrasgue se desliza por la rampa teniendo un tramo con
rozamiento segun se indica.

Tramo rugoso

Posiciéon A
inicial

h Resorte

! AW

Posicién final

f
posones \ R —

El cuerpo se libera de la posicion A sin velocidt@dial y desde una altuda medida desde la
parte horizontal de la rampa que es tomada airiaitn@nte como nivel de referencia de energia
potencial cero.

La energia mecanica inicial del sistema vale:

EA = KA +UgA+UeIA
E,=0+mgh+0

Estando el cuerpo en la posicion B, su energia mecdel sistema vale:

EB = KB +UgB +UeIB

Eg =%Dmm/§+o
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Como no actuan fuerzas de rozamiento en el traratizado, la energia mecanica se conserva
guedando:

mgh= % mvV_?

Esta ecuacion expresa que la energia potencialpqeee la masan en la posicionA se
transforma enteramente en energia cinética ersiaipnB.
Aplicando el teorema del trabajo y la energia elaseosicione8 y C, se tiene:

WB—C = AK B-C
Froz.d = 1mVC2 1 mV?2
2 2

-Froz.d = 1mVC2 —EmVB2
2 2

Debido al signo negativo del primer término se pueeducir que la velocidad del cuerpo sobre
la superficie rugosa disminuye, lo cual es I6giebido a la fuerza de roce.

El cuerpo abandona la zona rugosa con la velocidachanteniéndola hasta el momento que
toca el resorte. A partir de ese instante la masaosnienza a disminuir su velocidad hasta
detenerse en la posici@ndebido a la accion del resorte al comprimirsedis&nciax.

La energia mecanica correspondiente a la posCjdale:

EC = KC +UgC +UeIC
Ec :%mvg+o+o

La energia mecanica correspondiente a la posigiahD, queda:
ED = KD +UgD +UeID

Ep :0+0+%k.x2

Como la energia mecanica se conserva queda:

Finalmente luego de la igualacion queda:

1 mV7 = L
2 2

De esta Ultima expresion se deduce que la enargitica que posee la masa antes de que toque
el resorte se convierte enteramente en energiagatelastica.

Si se continla con el analisis para posicionesegosts a las mostradas, el cuerpo no podra
regresar a la posicioA debido a las “pérdidas” que se generan cada vezpgse por sobre el
tramo rugoso, sobre el que quedara finalmente cudisipe la energia iniciah.g.hmediante el
trabajo realizado por la fuerza de rozamiento enssigesivos pasajes por la misma. La energia
disipada valdr&.Froz.dsiendon la cantidad de veces que pasa por sobre la pigtsa.
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CANTIDAD DE MOVIMIENTO

Sean dos cuerpos que se mueven a igual velocidadupe posee una masa mucho mayor
gue el otro de maga,. Es diferente el comportamiento de ambos cuernpe®isejemplo, se los
quiere detener a ambos en el mismo lapso de tiengboencontrandose ambos en reposo se los
guiere mover hasta conseguir la misma velocida &n el mismo lapso de tiempo.

Para estudiar este fenomeno se comenzara analizandgemplo sencillo como el de una
particula de masan constante a la que se le aplica una fuerza y paranstante dado, la
aceleracion estara dada de acuerdo a la segunda Ngwton por:

F=ml&

E=m%¥
dt

- d, _

F="
dt( )

Se definira al término entre paréntesis corantidad de movimiento momento lineatde una
particula y se utilizara como nomenclatura:

—

p=mIlv

Si la velocidad esta dada por la expresion vedtoria

V=v 0 +v, 0 +v, [k

Si se expresa la cantidad de movimiento como:
p=p,d+p,0+p,k

Finalmente se tiene:

Py X
p=| p, |[=milv,
P, z

La unidad de la cantidad de movimiento en el Siatbrternacional es:

(p)=(kgd£j

TEOREMA DEL IMPULSO Y LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO

La segunda ley de Newton fue expresada originaknamt términos de la cantidad de
movimiento como:

e
dt
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Reordenando la expresién anterior, se tiene:
Flit=dp
Si se integra la expresion dada mas arriba ergrimtervalos de tiempdt = t, —t;, se, tendra:
Flt=dp
t = P2
J' Frt=[ dp
t] Py
t = . —
L FOt=p,-p
Al primer término de la expresion anterior se |dirdéd como Impulso de la fuerza neta,

identificAndolo con la letrd y correspondera al producto de esa fuerza netelpotervalo de
tiempo en el cual esta actia.

J=["F it
La unidad del impulso en el Sistema Internaciosal e
(9)=(Nr3)

Este tipo de interacciones de fuerzas que actUuantemwalos de tiempo tan pequefios son muy
dificiles de medir, no asi la cantidad de movinoes® una masa, ya sea esta tan grande como la
masa de los planetas que se mueven a velocidadenemno la de los dtomos moviéndose a
velocidades cercanas a la de la luz. Por lo tadtoingpulso se puede determinar
experimentalmente midiendo las cantidades de mewitaiinicial y final.

Si se grafica la fuerza neta en funcion del tiengegpodra tener dos tipos de representaciones:

Fa Fﬂu

I:med

I:med

v
—

L ty tp L
Choque duro Choque blando

La primera corresponde, por ejemplo, al impulsdbrdo por una bola de billar al ser golpeada
por el taco mientras que la segunda gréafica pusplesentar al impulso recibido por una pelota
de fatbol al ser pateada.

Se debe tener en cuenta que el intervalo en elsgquperoduce la interaccion es muy breve
(dibujado fuera de escala) y el area sombreadavaqua la variacion de la cantidad de
movimiento que experimenta la masa involucradaawao su velocidad en una cantidéd =

Vo — V4.
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El impulso ejercido por una fuerza neta en un vater de tiempadt = t, —t; equivale al cambio

de lacantidad de movimient&e hace notar que la diferencia entre las catgglde movimiento

es una resta entre vectores.

En este teorema se toma en cuenta que las fuaneagbgan en los chogques son muy intensas
(denominadas también fuerzas impulsivas) en inkesvde tiempo muy pequefios y debido a ello
es que se desprecian las otras fuerzas externasujla® simultdneamente.

TEOREMA DE CONSERVACION

Dado un sistema aislado compuesto por dos masamtisienan entre si, donde la sumatoria de
las fuerzas externas vale cero, las Unicas fuaasntes son las fuerzas impulsivas (internas al
sistema analizado). Estas fuerzas obedecen actxddey de Newton estableciendo la siguiente
igualdad:

Operando algebraicamente y expresando la fuerZairemon de la cantidad de movimiento,
queda:

—

I:1—2 + If2—1 =0

At At
A(B,+By) _
At
AP, + B,) =0
B, + b, =cte

Esta ultima expresion indica que la cantidad deim@nto total del sistema se conserva, siendo
esta exactamente igual antes y después de ladcolisi

(ﬁl +P, )inicial = (ﬁl + r)Z)final
Reemplazando cada término por sus correspondieatdislades de movimiento, se tendra:
(M O +m, W, ) =(M I +m, IV, )

Se resalta la caracteristica vectorial de los t&mi

Resumiendo: dia fuerza externa resultante que obra sobre eksist es nula, la cantidad de
movimiento total del mismo permanece constaim@rdo este el principio de conservacion de la
cantidad de movimiento.
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CENTRO DE MASA

Se define el centro de masa de un sistema de wagicomo el lugar geométrico donde se
podria considerar tedricamente concentrada todaata del sistema y se determina, de acuerdo
con las siguientes expresiones, para un cuerpcada distribuida espacialmente.

_ My, +my.x, + I
Kem = -

ml"'mz"'[m]] Zm

Desde el punto de vista vectorial, si se conooeelor posicion de cada una de las particulas
que integran el sistema o cuerpo en cuestion, @brv@osicion del centro de masa estara dado

por:

MOVIMIENTO DEL CENTRO DE MASA

Al derivar el vector posicion del centro de maspeeto al tiempo, se obtiene:

cm

_ M, + MV, +myv; + e -

m +m, +m, +.... $'m

v

. m+my,+m 2MY
o +m, + [

m 2 Zm

El denominador de esta uUltima expresién correspanidemasa total del sistema, por lo tanto la
ecuacion anterior se la puede escribir como:

j P+ p, 00 P
Vom = —————— = —
m +m, +0 M
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Al derivar el vector velocidad del centro de masspecto al tiempo, se obtiene:

— N

av, av, =
- —L4+m.—2+ [ 8,
:d (:M)_m1 dt ™ dt Zmal

= ==
o =t m, +m, + [ i

i=1

Finalmente queda:

zﬁEXT
M

8cm =

Cuando actuan fuerzas externas sobre un cuerpa ocaleccion de particulas, el centro de masa
se mueve como si toda la masa estuviera concerdahagala fuerza neta sobre ella fuera la suma
de las fuerzas externas sobre el sistema.

Las interacciones entre particulas del sistemagueambiar las cantidades de movimiento

individuales de las particulas, pero, la cantidadntbvimiento total del sistema solo puede

cambiar si actian fuerzas externas sobre el sistema

Si la aceleracion del centro de masa es cero,leuaigad es constante, por lo tanto la cantidad de
movimiento total permanece constante.

CHOQUES

Se define como colisién o choque entre dos cugpposuales a un proceso de interaccién, de
contacto o a distanéfay de duracién muy corta y que solo tiene lugandedos dos cuerpos se
encuentran muy proximos entre si, habiendo inteo@aade energia y cantidad de movimiento.

El mecanismo de interaccion puede ser elastico kadss de billar, la pelota de futbol y el
jugador, etc.), nuclear (colisién de un neutrén ebnlcleo), etc. y los teoremas de conservacion
permiten vincular el estado inicial de los cuergad correspondiente estado final de cada uno
de ellos independientemente del proceso de choguergmente muy complicado y dificil de
medir.

Un ejemplo de ello es el juego de billar dondeughflor puede predecir como debe dirigir la
bola para que al impactar otra logre la velocidesedda en ambas logrando que una entre a la
tronera y la otra no. Este es un tipico caso dguhen dos direcciones.

CHOQUES EN UNA DIMENSION

Para comenzar el analisis de colisiones se coméerzar el caso de choque en una sola
direccién, que corresponde al de dos masas queiseem siempre sobre la misma recta antes y
después del impacto.

Si ambas masas se encuentran aisladas y se aelaBiema desde una referencia fija a su
centro de ma<3 el impulso lineal total sera nulo, pudiendo ezpre

2 as interacciones a distancia son las electresi las nucleares que se veran en otros curdésiae
2 Se debe resaltar la importancia de este conceiiala comprender correctamente el fendmeno. iStexdudas
al respecto se sugiere repasar los mismos anantiauar la lectura.
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J,+J,=0

Ap, +Ap, =0

rnlm\7lF _\71|)+mzm\72F _\72|):O
rnll:qvlF _Vll):_mZ m\/ZF _V2|)

Reagrupando los términos de manera que se tengh mimero la cantidad de movimiento
inicial del sistema y en el segundo la cantidachdgimiento final, se tendra:

rn.'l.m71F+m2m72F :rn.'l.mzu +m2m72F

Este principio de conservacion de la cantidad degimmento se cumple para los tres tipos de

choques a saber:

« Choque perfectamente elasfitocuando no existe pérdida de energia cinéticae dos
cuerpos, de modo que esta se mantiene igual adiespyés de la colision.

» Choque perfectamente inelastico, cuando se prolducedxima variacion negativa de la
energia cinética, quedando los cuerpos adheridotaanisma velocidad final.

» Entre estos dos extremos se encuentran los chatplasticos para los cuales existe pérdida
de energia cinética.

* Choques elasticos, para este tipo de choque lascieoes que permiten analizar el
comportamiento de los cuerpos es

rn.'l.wlF +m2w2F :rn.'l.wll +m2 |N/ZF
Como esta colision es en una sola direccién seeparpresar las cantidades vectoriales como
magnitudes escalares siendo positivo si el movitoi@s hacia la derecha y negativo para el
movimiento hacia la izquierda, quedando:
m Ve +m, W, =m IV, +m, IV,
Para las cantidades de energia cinética, se cupuple
K, =K,
1 2 1 2 1 2 1 2
“=mV, +=m IV, |[=|=m V. +=m, [V
(Zrnl 1l 2 2 21 j (Zrnl 1F 2rnZ 2F

Trabajando algebraicamente los términos de amhasienes, se tendra:

m ¥, —m IV, =m, V. m)z -

mifl, v, )= m -

y

@

% Existe otra forma de denominar las colisiones jpormue se sugiere prestar atencién. Por ejempln, so
equivalentes los términos inelastico, perfectamamkistico y plastico. De igual manera con logntéos elastico,
parcialmente elastico y perfectamente inelastico.
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%ml v, * +%m2 V,, 2 =%ml V. +%m2 V,.°
mlW/llz+sz/2,2 =mlm/lF2+m2 WZFZ
rnlwllz_rnlwle :mzwze_szmz

m, [V, ° —Vle): m, 0V, _VZIZ)

m [ﬁvu _VlF)[ﬂvll +Vie ) =m, [ﬂsz —Va )[ﬁsz +V,, ) 2

Dividiendo miembro a miembro las ecuaciones (19)yy(operando, se tendra:

m [(V1| _VlF)[(Vll +V1F) _m [(VZF —V, )[(VZF +V,, )
m [ﬂvu _VlF) m, [GVZF ~Vy )
(Vll +Vie ) = (VZF +V, )
Vi =V == (Var —Vie)

Esto expresa que la velocidad relativa de las dascplas en el instante inicial inmediatamente
antes de colisionar es igual al negativo de lacieta relativa inmediatamente después de
colisionar.

COEFICIENTE DE RESTITUCION

Matematicamente al coeficiente de restitucion sdeffine como el cociente de las velocidades
relativas antes y después del choque con signdinega

(VzF _VlF)

e=—-2 _IF7

V1| _V2|

El valor del coeficiente determina el tipo de colision entre ambas pad&ujuedando:
e=1- choque perfectamente elastico (no pierde energia)
0O<e<1-? choque inelastico (pierde algo de energia)
e=0- choque perfectamente inelastico (pierde la magntidad de energia)

Choque inelastico
Como esta colision es en una sola direccion, sdeparpresar las cantidades vectoriales como
magnitudes escalares siendo positivo si el movitoi@s hacia la derecha y negativo para el
movimiento hacia la izquierda, quedando:
ml |j/lF + m2 |N/ZF = ml |j/ll + m2 |N/ZF
Para las cantidades de energia cinética, se cujuple
K, =e. K

1 2 1 2| _ 1 2 1 2

_mlwu +_rnZWZI =€. _rnlwlF +_sz2F

2 2 2 2
Otra forma de resolver los problemas de colisioimedasticas en una sola direccion es

trabajando con la expresion de la conservaciomadatidad de movimiento y el coeficiente de
restitucion.
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Choque perfectamente inelastico
Esta colision continda siendo en una sola diregciota caracteristica principal es que las
velocidades de ambos cuerpos son las mismas daltide luego de la interaccion permanecen
unidos.
Se puede expresar entonces:

m, Vye +m, Ve = (m, +m, )1V,

Para pensar

Si se dispara una ametralladora a una placa de atzrfuerza media sobre la placa, debida a loadtop, es
mayor si las balas rebotan o quedan adheridaplada?

PENDULO BALISTICO

Se denomina asi al equipo disefiado para medirertdimente la velocidad de un proyectil que
viaja a grandes velocidades utilizando el concdptohoque perfectamente inelastico.

Este equipo es basicamente un péndulo cuya magarslidaM es considerablemente mayor a

la masam del proyectil cuya velocida¥; se desea medir segun se presenta en el siguiente
esquema.

Vi
—>
—
m Y, 0
. Pfinal =
Vpnicial
Situacion inicial antes El proyectil se introduce en el Ambas masas se elevan una
del impacto blogue guedando ambas masas distancia h.

unidas e iniciando estas el
movimiento con una velocidad
inicial del péndulo ¥picial

Las dos primeras posiciones del sistema mostraekeptan un choque perfectamente inelastico
y debido a que la resultante de las fuerzas exésrio fuerza neta es cero, se conserva la
cantidad de movimiento lineal pudiéndose expresar:

m IV, +M [D= (M + ml) VPhiciar

Despejando la velocidad del proyectil queda:

Vl - (M + rnl) [Vpinicial
m
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La velocidad inicial, con la que ambas masas caraa moverse luego del impacto, determina
la energia cinética que poseen ambas y que sdomaasenteramente en energia potencial al
detenerse cuando logran la altixapor lo tanto se puede expresar utilizando consgilenes

energeéticas:

(M +rnl)2Hmeicial)2 =(M +m)y h

VP |)2
Inicial = En-]
S, g

VPiica =429 [h

Reemplazando esta en la expresién anterior, queda:

(M +m)a/2mh

m,

1

Midiendo las masas y la altura a la que se elegstaseluego del choque, se puede determinar
indirectamente la velocidad del proyectil.
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CINEMATICA DEL CUERPO RIGIDO

Un cuerpo rigido se define como un sistema de qudad que mantienen equidistantes sus
posiciones relativas, independientemente de la®rseEs que se ejerzan sobre el mismo. Esta
caracteristica convierte al sistema de particulasnecuerpo indeformable teGricamente.

Se estudiara el movimiento de estos cuerpos elamb [ya sea: trasladandose, rotando o ambos
en forma simultanea, definido como rototraslaci@ugaso particular de rodadura.

TRASLACION DE CUERPOS RIGIDOS

Si el cuerpo se traslada en forma rectilinea, gacea o sin aceleracion, todas las particulas del
cuerpo tendran las mismas caracteristicas cinemsdficsea la misma velocidad y aceleracion) y
las ecuaciones a aplicar son las mismas que lesspondientes a la cinematica de la particula.
Se define la velocidad de un cuerpo rigido y homegénediante un vector que se encuentre en
el centro geométrico que en este caso coincidelcoentro de masa.

AZ
Vewm
—— > g
_’ »
—
/ ’
X Traslacién del cuerpo rigido

ROTACION DE CUERPOS RIGIDOS

Es interesante resaltar que para un angulo deidgotéktodas las particulas del cuerpo rigido

experimentaran la misma rotacion. Por ejemplo,esiasalizan tres particulas de un mismo

cuerpo rigido que gira un angulo, como se puedecapren la figura, donde una de ellas se
encuentra situada en el centro de giro y las @trdgerentes distancias del mismo. Se puede
notar que el desplazamiento angular es el misme Ilpartres particulas, no asi el arco recorrido
por cada una de ellas.
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ROTACION DE CUERPOS RIGIDOS EN EL ESPACIO

Se tiene un cuerpo rigido girando respecto a ufijejeoincidente con el ejg segun se muestra
en el esquema.

A A
Z Z
o) _
- Tra_lyectorla
e, circular
Y
@)
X
Cuerpo rigido girando en sentido La particula P ubicada respecto del origen
positivo respecto del eje fijo en este de coordenadas segun el vector posicion
caso coincidente con el eje de p, describira una trayectoria circular de
coordenadas cartesianas “Z”". radio “R”.

Si se analiza solo la trayectoria de la parti€ylse tiene que esta describe una circunferencia de
radio“R” segun se indica.

La cinematica del movimiento de cada una de ladcodas que componen el cuerpo rigido
responden a las ya vistas en los movimientos cires!

Desde el punto de vista vectorial, la velocidadutangse representa con un vector tal que su
modulo esté representado por la rapidez angulatireccion por la recta perpendicular al plano
gue contiene al desplazamiento angular y su sedétinido por la regla de la mano derecha.
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Debido a que el vector velocidad cambia de direc@parece la aceleraciéon en la direccién
centripetd que esta dada en forma escalar por:

Vectorialmente esta aceleracion centripeta (o radimormal) esta mejor expresada como el
producto vectorial de:

a=cwxwxR

Esta ultima expresion es aconsejable debido a gne@ toda la informacion relacionada a la
direccion, sentido y modulo.

% Término que se refiere a que la direccién es telaiantro de giro, también denominada direccidiatap normal
a la trayectoria.
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Ejemplo

Se tiene una pieza triangular de 3m, 4m y 5m de ¢fichndo respecto a un eje perpendicular a leapie®e pasa
por al vérticeO con una velocidad angular constante de 20 radéederdo al sentido que se muestra en la fig
es decir, saliente al plano del papel. La expred®fa velocidad tangencial para los vértices A seBrocede d

la siguiente manera:

Solucién en forma vectorial
La velocidad del punto A esta dada por:

i j kY (i j k) (-60
V,=wxOA=|0 0 w|=[0 0 20|=| O | (m/s)
0 OA 0) |0 3 0 0

Para el punto B se procede de igual manera, temiend

—

i j k) (i ] k 0
V,=wxOB={0 0 w|=/0 0 20|=[80| (m/s)
0 OB 0/ (40 0 0

Las velocidades halladas se pueden observar fy
graficamente en el esquema: Va A
_
Vg
w
AN
B

Si el cuerpo comienza a desacelerarse en forma
constante a razon de= 5 1/, las expresiones vectoriales correspondientes puntosA y B seran:

Para el punto A:

i k ik ~60+15t
V,=@xOA=|0 0 a,-at|=|0 0 20-5t|=| O (m/'s)
0 OA 0 03 0 0

Para el punto B:
ik ik 0
V,=@xOB=| 0 0 «,-at|=|0 0 20-5t|=|80-20t| (m/s)
OB O O 40 0 0

Si se quiere conocer la expresion del espacio angetorrido por el punto A se tendra:
1 2
AB, = w, [t +§.a.(At)

A6, = 204t +%.(—5).(At)2

Si para el tiempty = O se tienetb = 0, queda,

6, :wo.t+%.a.t2

1

11%
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Ejemplo
Se tiene la misma pieza triangular de 3m, 4m y &ntado con una velocidad constante de 201/s. Deterla
expresion de la aceleracion centripeta para ebpiiytB.
Solucién en forma vectorial
La aceleracion centripeta del punto A esta dada por A
aa
Y
w=201/s
s
i j ok -60 i ] K (/0 :aB B
a,=wxwxOA=@x|0 0 20|=wx| 0 |=| 0 0 20|=[-1200| (m/s%)
0 3 O 0 -60 0 O 0
Para el punto B se procede de igual manera teniendo
i | K 0 (i j k) (-1600
a; =wxwx0OB=@x|0 0 20|=@x|80|=|0 0 20|=| O (m/s?)
4 0 O 0 0 80 O 0

Para el caso en el que el cuerpo rigido en rotgméea aceleracion angular, la aceleracion total
de un punto del mismo estara dada por la sumaneadaie ambas y su modulo sera:

8] = /(ary)* + (ay)”

Esta expresion no indica la direccion de la aceiénatotal, por lo que es aconsejable utilizar la
expresion vectorial de la misma, segun se muestra:

a=axR+axwxR
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Ejemplo
Continuando con los ejemplos anteriores y parasb ce que exista aceleracion angalaegin se muestra en
figura, la aceleracion total del punto A estardaded forma vectorial por:

0
a, =| -800| (m/s®)
0

i
a, =Gx0A=|0 0
0 OA

(m/s?)

w O —
|
ol
I
o

k |
a 0
0 0

a, =ay +a =| —800 +[ {—800 (m/s?)

—
w=201/s

a=-51/$

Nota: los vectores estan dibujados fuera de escala.

la

ENERGIA ROTACIONAL DE UNA PARTICULA

Dada una particula de masagirando respecto a un eje fijo a velocidad tangeno
necesariamente constaMeegun se muestra en la figura, la energia cinétiaa instante dado
valdré:

K =1Dmm/2
2
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Trayectoria circular de

la masa m \

Sabiendo que la velocidad en funcion de la velocidad angular se puede eapresmo el
producto vectorial:

V = xf
Y el cuadrado de esta expresion es:
V2 =a?

Reemplazando esta expresion en la de la energiacale mas arriba queda:

K :%l]nﬂwz Ik
Reagrupando:
K:%immﬂgf
=lons
2

ENERGIA ROTACIONAL DE UN SISTEMA DE PARTICULAS

Dado un sistema de particulas que se encuentr@amdgirespecto a un mismo eje fijo de, forma
independiente unas de otras segun se muestrdigarka
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Trayectoria circular de
la masa m

Trayectoria circular de
la masa m

\ Trayectoria circular de
la masa m

La expresion de la energia cinética del sistemdajue
1 2
K = Z(E [ [V, j
En funcion de las velocidades angulares de cadaeipaede expresar como:
_ 1 2 2
K=2 > g IR

SiendoR los radios de las respectivas circunferenciasdgfi@en las trayectorias que aparecen
en el esquema en linea de puntos. Es importargeedifiar este radiB; del vector posiciom;

de cada una de las masas respecto al origen d#ecaolas definido arbitrariamente.

Para comprobar la relacién que existe entre elovgmsicion y el radio de la trayectoria se
muestra en siguiente calculo.

Dada la velocidad angulag y el vector posiciém; de una particula que gira respecto a un eje
fijo, en este caso coincidente con el zj& velocidad tangencidd estara dada por el producto
vectorial:

El médulo de la velocidad; sera:

V=@, +(@.0,)° =@ (=1,)° +(1)° = @R

ENERGIA ROTACIONAL DE UN CUERPO RIGIDO

Dado un cuerpo rigido que se encuentra girandeces@ un eje fijo, no necesariamente que lo
contenga, y que para este caso sea coincident efgr segin se muestra en la figura.
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En un instante dado, el cuerpo rigido gira a unlacidad angularw (n0 necesariamente
constante), la energia cinética de una de suspladi la de magsa, se define como:

Ki :%DT'\ m/i2

La energia cinética de todas las particulas detpoueigido se obtiene como la sumatoria

siguiente:
<=3 m )
1 2
ZEEZm A%

Sabiendo que la velocidad en funcion de la velocidad angular se puede eapresmo el
producto vectorial:

—

V, = axT,
El cuadrado de esta expresion, es:
V=
Reemplazando esta expresion en la ecuacion derni@s gquedara:

K :%DZm [ (1

Como las particulas del cuerpo rigido no puedearsege entre si, todas ellas poseen la misma
velocidad angular, por lo que la expresion quedara:

=%E(Zm DTiZ)D'uz
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La expresion entre paréntesis, para el caso deuerpe rigido se define como momento de
inercia respecto al eje de giro que, si coincide ebeje que pasa por el centro de masa,
correspondera al momento de inercia baricéntrigedgndo finalmente:

K=1o,w
2

MOMENTO DE INERCIA

Ese concepto se encuentra asociado a la distribaeida masa de un cuerpo rigido, por lo que
es importante resaltar la caracteristica geométietanismo que se evidencia cuando se lo hace
girar. Por ejemplo, si tenemos un paraguas cerra#olo hace girar alternativamente tomandolo
por el mango, se comportara de forma diferentesguealizamos la misma accion pero con el
paraguas abierto. Estando abierto costard mas |agear que estando cerrado. A este
fendmeno se lo define cormmomento de inercia del cuerpo respecto de ejerde gi

Asi como la masa se pone de manifiesto al quaslattar un cuerpo, el momento de inercia se
evidencia al hacer girar el cuerpo y, cuanto magearla aceleracion angular, mas se evidenciara
el momento de inercia respecto al eje sobre elsaibd hace girar.

Es importante recalcar que el momento de inercisnasmagnitud geométrica y solo se lo hace
girar para ponerlo en evidencia.

Por lo tanto, dada una particula de masseparada una distanaade un eje, el momento de
inercial de dicha masa respecto a un eje de referencidadtépor la expresion:

| = mlal?

Para un sistema de particulas, el momento de ineema la sumatoria de los momentos de
inercia de cada una de ellas respecto al mismdaegpresion sera:

Para un cuerpo rigido, las particulas que lo compgrermaneceran a igual distancia unas de
otras y el momento de inercia se obtendra realzémdhtegral:

| = [d? idm

| = j d? [p @V
Suponiendo que la densidadpermanece constante (cuerpo homogéneo), paraféasntdes
figuras geométricas se obtendran diferentes vatteesomento de inercia. Si este esta referido a

los ejes que pasan por el centro de masa de lefitps momentos de inercia se denominan
momentos de inercia baricéntricos, alguno de lagesuse muestran a continuacion:
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Ejey
Disco delgado c .
de masa M y radio R / Eje x Iz =1MR2
— . — . . 2
7' 1
* IXx = ly ==MR?
. Y74
./ *
Eje z I
//
Ejey
| 4 ZCO
Varilla delgada 4 Eje x 1
de masa M y longitud | _:T_ "= Ix =1ly :EMIZ
Eje z

Se resalta el valor del momento de inercia de tdlaszaespecto al eje z, este es despreciable ya
que la distancia de separacion de las particuldes \eiilla respecto a este eje es muy pequefia y,
si ademas se eleva al cuadrado ese valor, quedpegasiio aun por lo que se puede considerar
nulo.

Para el resto de los cuerpos se siguiere remdiiss tablas que se encuentran en los libros de
texto de fisica.

TEOREMA DE STEINER O DE LOS EJES PARALELOS

Por ejemplo, si se hace girar una varilla tomandelanedio, el efecto seré& diferente a que si se
la hace girar tomandola de uno de sus extremosfefedcia del paraguas, la varilla no cambia
su distribucion de masa, solo el eje respecto dal e la hace girar y esto se debe a que, al
tomar la varilla del extremo, la masa se encuatigi@ibuida en forma diferente, existiendo mas
masa alejada del eje de giro y, como el momenioeateia esta mas afectado por la distribucién
de la masa (ya que la distancia esta elevada dfan@ que de la masa misma, se concluye que
la inercia de la varilla respecto a un eje que pasein extremo es mayor que respecto al eje que
pasa por el centro geomeétrico (o baricéntrico).

La demostracion detallada del teorema de Steinde @jes paralelos se puede encontrar en
cualquier libro de texto de fisica, o que a camicion se presentara es la aplicacion del mismo.
Para tal fin se ejemplificara el caso concreto da varilla delgada cuyo momento de inercia
baricéntrico se conoce y se desea determinar elemimnae inercia respecto del eje que pasa por
uno de sus extremos.

Concretamente, el teorema especifica que, el manrgmtinercia respecto a un eje cualquiera
paralelo al baricéntrico es igual al momento deciaebaricéntrico mas el producto de la masa
del cuerpo multiplicada por el cuadrado de la digtade separacion de los ejes paralelos en
cuestion, de acuerdo al siguiente esquema:
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A I \ Eje baricéntrico de la

varilla cuyo valor es:

/ l0=-=MI?
12

Eje paralelo que pasa por el
extremo de la varilla (4) respecto
del cual se debe referir la inercia.

El Teorema de Steiner o de los ejes paralelos sayee:
—_ 2
l,=1,+mld

Aplicado a la varilla del esquema queda:
1 2 2
[, =—=+ml*+mid
12

Comod para este caso es la mitad de la longitud derlbayda expresion finalmente queda:

Se puede observar que el momento de inercia daribavrespecto del eje que pasa por los
extremos es cuatro veces mayor que el baricénie@qui se desprende que cualquier valor del
momento de inercia que no sea el baricéntricosendpre mayor que este.

MOMENTO DE TORSION Y ACELERACION ANGULAR
Se tiene una Unica particula de masgue se encuentra a una distariRi{ga respecto de un eje

sobre el cual puede girar libremente. Si se apdichre esta una fuerza tangencial constarse
genera un momento que la hara girar cada vez m@or&egin se muestra en el esquema:
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Trayectoria circular de la
masa m

De la definicion de momento o torque, se tiene que:

7 =RxF
El mddulo del momento torsor vale:
7/ =[RF| =|Rl|Fl.serd

Como la fuerza aplicada en todo momento permanecpepdicular a la distanciR, la
expresion queda:

Utilizando la segunda ley de Newton se puede @s@perando algebraicamente y agrupando
términos:

7 =RImla

r =RONla [R

r=mR* &

=1, L
Siendolz el momento de inercia de la particula respecigjeade giro. Si ahora se extiende el
analisis a todas las particulas de un cuerpo rigidoteniendo el mismo torque sobre el sistema

segun se muestra en la figura y, para este an&kstsace coincidir el centro de masa del sistema
con el ejez que en este caso coincide con el eje de giro.
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Debido a este torque, el resto de las particulan®eeran arrastradas por fuerzas internas al
sistema. Estas fuerzas aparecen de a pares, codmplen la tercera ley de Newton por lo que
se anulan los torques correspondientes respeeje eimado como referencia.

El torqgue neto se puede escribir como:

r=Y R n &
r=Y R 0n @R

Debido a que todas las particulas poseen la miselaracion angular, se tiene:

r=3 (m R*)m

Finalmente el momento de inercia del cuerpo rigiépendera de la forma geométrica del
mismo, quedando:
r=1,Lr

Finalmente el torque exterior aplicado al cuergpdd imprime a un cuerpo de momento de
inercia baricéntricdy una aceleraciéon angular
En forma vectorial, la expresion anterior se esardmao:

r=I1,0a
Siendo el vector torque colineal con el vector ea@lion angular ya que el momento de inercia
es una magnitud escalar, siendo su unidad entehidnternacionag.nf.

Para el caso de que el eje de giro no pase pengiocde masa del cuerpo rigido, al momento de
inercia se le debe aplicar el Teorema de los ejedgdas o Teorema de Steiner.
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ENERQiA CINETICA EN EL MOVIMIENTO DE ROTACION RESPE CTO AL EJE
BARICENTRICO

Si el mismo cuerpo rigido representado en la figur&rior se encuentra girando respecto a un
eje fijo que pase por su centro de masa, la enemggtica de cada una de las particulas que lo
componen esta dada por la expresion:

K, =2 Y
Operando algebraicamente queda:
K, :%Dm [” (@l
K, =2 0 (82 7
K. :%[ﬁm mf)w

La energia cinética total de lagarticulas que componen el cuerpo rigido serartsasde cada
una de las energias cinéticas quedando:

K=>K,
KZZ%DM (62 [

Como la velocidad angular es comun a todas lagcpkas del cuerpo rigido se puede escribir:
1 2
K= (ZE (v Cdl, j (2
1
K== [@l? | (o
S>om )

K:%DOW

El momento de inerci& en este caso corresponde al eje que pasa ponteb ckee masas o eje
baricéntrico del cuerpo.

ENERGIA CINETICA EN EL MOVIMIENTO DE ROTACION RESPE CTO A UN EJE
PARALELO AL BARICENTRICO

Para determinar la energia cinética de rotacionpgsee un cuerpo disco respecto a un eje que
no pasa por el mismo se utilizara el sistema mistea el siguiente esquema:
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_ o Trayectoria del
Eje banc_:entrlco del ! @ centro de masa del
disco ! disco

Eje respecto del
cual gira el disco

Aqui se muestra un cuerpo rigido en forma de dilgcmasan y radioR girando respecto a un
eje que se encuentra a una distaddeal eje de giro.

El desarrollo se puede encarar utilizando el Trearde Steiner.

La energia cinética del disco respecto al eje selbreal gira esta dada por:

Kz%ﬂlmf

Siendol; el momento de inercia del disco respecto al ejgide Aplicando el teorema de ejes
paralelos la inercif se puede escribir como:

I, =1,+M [d?
SiendoM la masa total del disco.
Reemplazando esta cantidad en la expresion detgiarcinética del sistema, de tendra:

Por lo tanto la energia cinética que poseera sesairha de dos energias. El primer sumando
corresponde a la energia cinética de rotacion cespé eje baricéntrico.
La velocidad del centro de masa se puede expraedaneion de la velocidad angular como:

Vey = wld
Reemplazando esta ultima en la expresién de lgieneinética queda:

K :%IOW+%M WA

Si se observa detenidamente se puede distingsiarfea de dos energias cinéticas, la energia
cinética de rotacion respecto a su eje baricénfgdmer sumando) con una velocidad anguabar
y la energia cinética de traslacion del centro dsam(segundo sumando) moviéndose a la
velocidadVcy -

K = Krot + Ktrasl
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TRABAJO Y POTENCIA EN EL MOVIMIENTO DE ROTACION

Dada una particula de masegue puede girar respecto a un eje fijo a unartisg& del mismo
y se le aplica una fuerza de mddulo constante y en forma tangencial segimusstra en el
esquema:

o w Arco A4S recorrido
Trayectoria circular

de lamasam

El trabajo realizado sobre la particula estar® gt la expresion:
AW,, =F [AS

Como la fuerza aplicada es colineal con el despilaa#o, el trabajo como producto escalar de
ambos vectores coincide con el producto de sus lm®diebido a que el angulo vale cero,
guedando:

AW, =F [AS

AW, =F (DGR

AW, =7 [N\E

Para determinar la potencia media utilizada sobva particula se recurre a la definicion
llegando a la expresion:

AW
Pmed=—"
Pmed= rthé
Pmed=1 [, 4
La potencia instantanea sera:
—_ dWm
dt
P:rmﬁ
dt
P=rla
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ROTOTRASLACION DE CUERPOS RIGIDOS

Dado el cuerpo de la figura donde se tiene sime#tarente movimientos de traslacion del centro
de masa y rotacion del cuerpo respecto de un ejepgsa por el centro de masa. Este eje se
traslada en forma paralela a si mismo.

Y
O
X
Cuerpo rigido girando en sentido La velocidad total de una particula P debido a la
positivo respecto del eje Zy superposicion de las dos velocidades lineales: la
trasladandose con velocidagyy. velocidad del centro de masayy la debida a la

rotacion \p.

Si se analiza cinematicamente la particula indicasda tendra debido al movimiento de
traslacion una velocidad igual a la del centro @samnDebido a la rotacion respecto al eje sobre
el cual gira (que se traslada en forma paraledgea) una velocidad tangencial dada por:

V, =@xR,

Como estos vectores permanecen perpendiculares sitrse puede utilizar los modulos
guedando:

Finalmente la velocidad total de la particula de eserpo rigido queda:

Vtotal :VCM +Vp

La energia total del cuerpo rigido queda, segiioseon la expresion:

K = Krot + Ktrasl
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RODADURA DE CUERPOS RIGIDOS

Se define asi al cuerpo cuyo punto de contactol&@uperficie sobre la cual se apoya no se
desliza, es decir no existe velocidad relativaeeptrpunto de contacto del cuerpo y el apoyo
sobre la superficie de apoyo. Para el caso de erpauigido que ruede sin deslizar sobre una
superficie plana horizontal, como el caso de ucadide masaM y radioR, la expresion del
momento angular para la rodadura sera.

w —
w=0
/\A
»\V-w.R
. | Vew
VR« >
Movimiento de Rotacion pura respecto al eje Traslacion pura del
rodadura = baricéntrico centro de masa

Para este caso particular de movimiento se tieedagquelocidad del centro de masa cumple con
la condicion dada por el producto vectorial sigteen

V, =@xR

Esto se debe a que el punto de apoyo del cuerpm nig experimenta deslizamiento debido a
gue se encuentra rodando, por lo tanto, se puaugdevar para ese instante que el punto de
contacto es un centro instantaneo de rotacion.
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CANTIDAD DE MOVIMIENTO ANGULAR DE UNA PARTICULA

Asi como se definié la cantidad de momento linealaatidad de movimiento, se define la
cantidad de momento angular para una particula dsam Yy que posee una velocidad
instantanea/ respecto a un punto fijo dado por su vector pésici como el momento de la

cantidad de movimiento y expresado por el velci@momo:

L=Fxp

' Trayectoria

v

De aqui se desprende gue, el momento angutkepende del punto de referencia adoptado, ya
gue si este se encuentra en la direccion del veetotidad de movimiento, el resultado del
producto vectorial sera nulo pues el angulo formaatotambos vectores es 0° (0 180°).

CANTIDAD DE MOVIMIENTO ANGULAR DE UN SISTEMA DE PAR TICULAS

La expresion del momento angular de un sistemaadéplas estara dada por la suma vectorial
del momento angular de cada una de ellas, cuyas®prsera:

CANTIDAD DE MOVIMIENTO ANGULAR DE UN CUERPO RIGIDO GIRANDO
SOBRE UN EJE FIJO

Dado un cuerpo rigido en un movimiento de rotaciéncantidad de momento angular del

mismo, estara dado por la sumatoria de las camsddd momento angular de cada una de las
particulas que lo componen. Si se esquematizandeite
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Si se realiza la suma vectorial, se tendré:
n
[=)rxp
i=1

Operando algebraicamente:

Si se realizan los productos vectoriales de cadé&pk del cuerpo rigido, queda:
L= (Z m .sz )
i=1

Finalmente la expresion entre paréntesis corregpahdnomento de inercia del cuerpo rigido
respecto al eje que pasa por el punto de referef@ianomento angular, que en este caso,
corresponde al origen de coordenadas. Finalmewigacu

L=1.&
CANTIDAD DE MOVIMIENTO ANGULAR DE UN CUERPO RIGIDO EN
ROTOTRASLACION
Dado un cuerpo rigido en movimiento plano que pasigailtAaneamente una velocidad de

traslacion dada por el vectdgy, correspondiente a la velocidad de su centro damale una
rotacion sobre un eje que pasa por ese mismo cdatrnasa cuya velocidad angularces el
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momento angular del cuerpo rigido, respecto aleorige coordenadas indicado se puede
considerar separado en dos cantidades, un momegtdaa correspondiente a la traslacion y
otro momento angular correspondiente a la rotasg@yiin se esquematiza a continuacion:

Eje baricéntrico

AZ w w
== _ ot
Centro de > <ﬁ>
Masa
VCM VCM
> | -
Iem CM Fem
/ v v

X Rototraslacion del Rotacion pura Traslacion pura
cuerpo rigido = respecto al eje + del centro de
baricéntrico masa

El momento angular total estara dado por la exquegectorial:

L= (I:ROTACION) + (I:TRASLACION) = (I 0 67)) + (rCM xM '\70M )

CONSERVACION DEL MOMENTO ANGULAR

Sabiendo que el momento angular de una partictdadago por:

L =rxmJV,

Derivando la expresion anterior, queda:

Como el primer término posee dos vectores coliseale producto vectorial es nulo, quedando:

%(Ei):ﬁxm-%

Este término corresponde al momento neto sobrarté&cpla, quedando:
d/(-
—\L |=
dt ( l)

~l
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Para el caso de cuerpos rigidos, la expresiénatarente la misma:
d/-
—\L)=T
)

Si el torque neto es cero significa que el momantular total debe ser constante o lo que es lo
mismo la variacion es nula, por lo que se puedebésc

AL =0

L = L

inicial final

Por ejemplo, si el sistema a analizar correspondi@sadiscos montados sobre un mismo eje sin
rozamiento y cuyo momento exterior es nulo. Uno elles, cuyo momento de inercia
baricéntrico e$; se encuentra girando respecto a ese eje barazatvelocidad constantg y

el otro disco de momento de inertjagirando a velocidad constané® segun se indica en la
figura en la situacion inicial.

l1 1+ 1>

Situacion inicial Situacion final

Como no existe momento exterior que actle sobrdisz®s en ningln momento del proceso de
acople, se debe cumplir que las cantidades de moraagular antes y después de que los discos
permanece constante, por lo tanto se puede expresar

(I:)inicial = (I:) final

(I:l +L, )inicial = (El + I:Z)final

(Il Ldg + 1, mz)inicial = (Il [dg +1, sz)2)ﬁna|
|, oy +1, 00, = (1, +1,) o,

De esta expresion vectorial resultante se despnegidenas cuestiones importantes a saber:
v' Si las velocidades angulares poseen sentidos wliésre los vectores cantidad de
momento angular también lo seran y correspondedé&ae una resta de escalares debido a
gue ambos poseen igual direccion (el mismo ejed pentidos diferentes y cuyo signo
dependera del sistema de referencia adoptado.
v' Si ambos cuerpos poseen iguales momentos de ireeidénticos médulos de velocidad
angular pero de distinto sentido, la velocidad #argiinal de ambos discos acoplados sera
nula.
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Se considera el caso de una persona parada enféaigale un disco estando ambos en reposo
segun se representa en la situacion inicial masteada figura.

Situacion inicial Situacion final

Si se considera a la persona como una masa pynasih finalmente se mueve con velocidad
constanteVf, por la periferia del disco, y no existen momentgtemores que modifiquen la

situacion de cada uno de los cuerpos, se puedesaxpr

(I:)inicial = (I:)final
(I:l + I:P )inicial = (l:l + I:F’)final
0=1, L, + RxMp [V,
] j
0=1, L, + RX Ry
MpWey  MpWpy

o O x>

Si se ubican los ejes coordenados haciendo caineidile absisas con el vectBry el de
ordenadas con el vectdp; , la expresion quedara:

] ik
0=1,0 +| R 0 0
0 Mplu, O

0=-I, @, K+RMpV,, K

De aqui se deduce que si la velocidad de la pengsosee una direccién dada, la plataforma
debera girar “para el otro lado” a fin de mantdaanisma cantidad de momento angular inicial

nulo.
Si se desea determinar la velocidad angular diatafprma, quedaré:

RIMp [V,
, =I—PY
1

138



ANEXO |
SISTEMA DE UNIDADES

A continuacion se muestran las unidades de las itnags fisicas mas usadas en el Sistema
Internacional y en el Sistema Técnico.

Sistema Internacional Sistema Terrestre o Técnic
Longitud m m
Magnitudes Masa kg
Fundamentales | Tiempo s S
Fuerza kgf
. UTM
Masa (magnitud fundamental) (Unidad Técnica de Masa)
Velocidad m/s m/s
Magnitudes Aceleracion mhk _ m/g
Derivadas Fuerza Newton (magnitud fundamental)
Densidad kg/rh uUtT™m/ m®
Trabajo Joule kgm
Potencia Watts kgm/s
Presion Pascal kgffm
Magnitud Definicion Expresion Sistema Internacional Sistema Técnico
Es la masa de un
Densidad | cuerpo por unidad de p = M k_93 UTL\A
volumen \ m m
Es la fuerza ejercida
Presion por unidad de p= F ﬁz =P (Pasca) k—ng
superficie S m m
Es la fuerza ejercida
Trabajo por la distancia T=Fd N.m=J (Joule kgf.m
recorrida
. Trabajo realizado en _T J_ kgf.m
Potencia | |, uni!jad de tiempo P= t < =W (Watty S
Tiempo que tarde en
Periodo realizarse una T S S
oscilacion
Cantidad de 1 1 1
Frecuencia oscilaciones por - —=Hz (Hert2 —=Hz (Hertz
unidad de tiempo T S S
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ANEXO Il

Para obtener la ecuacion de la velocidad en fund&a aceleracion y el espacio recorrido
utilizando las herramientas de célculo se tendra:

_ dv gx
dt dx
_ dv gx
dx dt
dv
a=—
dx
aldx=vldv

Integrando ambos miembros de esta ecuaciéon difetepara los instantes inicial y final, se
tendré:

x=xf v=vf
jamx: jvmv
x=0 v=0
— 1 2 2
allx; —x,) _E(Vf ~Vp)
2@MMX=V: -V,
Esta Ultima expresion puede particularizarse cuamdel instante inicial la velocidad es nula,

quedando:
2[@MMX=V?

vV, =+ 2[ALAX

Aqui la velocidad final de un movil que parte dgdoso dependera de la acelerac&ondel
espacio recorrido en ese intervalo de tiempo.











