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Método de Elementos Finitos

Temario

Dominio geométrico: Espacios métricos.
Grados de libertad.

Caracterización de elementos finitos.
Ensamble de la matriz de rigidez.

Formulación del sistema de ecuaciones.
Campos de desplazamientos.
Funciones de forma y tablas.

Interpolación del campo de desplazamientos.
Calculo del campo de tensiones.
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Método de Elementos Finitos

• técnica general para hallar soluciones numéricas de sistemas de ecuaciones 
diferenciales e integrales. Se pueden encontrar desarrollos en mecánica del 

continuo, mecánica de fluidos, resistencia de materiales, problemas 
electromagnéticos, propagación de ondas, entre otros.

• Solución numérica de un problema continuo partiendo de la información nodal 
obtenida para elaborar una solución mediante el planteo de un sistema de 

ecuaciones.  

• Un medio continuo con infinitos grados de libertad puede ser analizado a partir 
de una cantidad discreta de puntos pertenecientes al mismo, ordenados de 

manera secuencial, los cuales lógicamente poseen asignados sus correspondientes 
grados de libertad finitos.
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Método de Elementos Finitos
• técnica general para hallar soluciones numéricas de sistemas de ecuaciones 

diferenciales e integrales. Se pueden encontrar desarrollos en mecánica del 
continuo, mecánica de fluidos, resistencia de materiales, problemas 

electromagnéticos, propagación de ondas, entre otros.

• Los problemas en los que aparecen las ecuaciones integrales incluyen los
problemas de transferencia de energía por radiación, el problema de vibraciones
de una cuerda o una membrana, los problemas de visco-elasticidad y algunos
problemas de campos electromagnéticos.

• Un sistema de ecuaciones diferenciales es un conjunto de varias ecuaciones
diferenciales con varias funciones incógnitas y un conjunto de condiciones de
contorno. Una solución del mismo es un conjunto de funciones diferenciables
que satisfacen todas y cada una de las ecuaciones del sistema.
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Método de Elementos Finitos

• Técnica numérica que describe el problema en un medio real 
continuo mediante la formulación de un entorno abstracto discreto 
que presenta el comportamiento de un solido deformable a partir de 

los resultados obtenidos en la solución del problema de frontera 
correspondiente.

• Se tiene un mapa de nodos que definen elementos, los cuales 
guardan la información correspondiente al comportamiento del 

sistema en términos mecánicos.
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Contexto histórico.
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comparativamente
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El método matricial o también llamado método de rigidez Hasta cierto punto llega a ser lo
mismo que el método de los elementos finitos en cuanto a su propósito. La diferencia radica
en la forma de deducir las fórmulas de la matriz de rigidez por ambos métodos.

El método matricial de rigidez utiliza principios de resistencia de materiales para deducir las
fórmulas de la matriz de rigidez y por tanto está completamente orientado al análisis
estructural.

Por otro lado el método de elementos finitos utiliza principios matemáticos como el de
transformar una ecuación diferencial por residuos ponderados a su forma integral ponderada y
luego a su forma débil. También se puede trabajar con el principio de conservación de la
energía y de trabajo virtual y luego utilizar funciones de aproximación para calzar la solución
real mediante una aproximación normalmente de función polinómica.

Ambos métodos sin embargo llegan al mismo resultado.



Contexto histórico

• 1941 Hrennikoff Presentó una solución de un problema de elasticidad utilizando elementos unidimensionales. 
• 1947 Levy Introdujo funciones de forma sobre subregiones triangulares para modelar toda la región. Desarrolló el 

método de la fuerza (flexibilidad) para el problema de la estructura. 
• 1953 Levy Desarrolló el método de desplazamiento (rigidez) para el problema de la estructura. 
• 1954 Argyris y Kelsey Desarrollan los métodos de análisis estructural matricial utilizando los principios de la energía. 
• 1956 Turner, Clough, Martin, Topp Derivaron matrices de rigidez para cerchas, vigas y elementos de tensión plana 2 D. 

1960 Clough Introduce la expresión elemento finito. 
• 1960 Turner et. al Análisis térmico y de grandes deflexiones. 
• 1961 Melosh Desarrolló la matriz de rigidez de elementos de flexión de placas. 
• 1961 Martin Desarrolló la matriz de rigidez tetraédrica para problemas 3 D. 
• 1962 Gallagher et al No linealidad de los materiales.
• 1963 Grafton, Strome Desarrolló la matriz de rigidez del elemento de flexión de la cáscara curvada. 
• 1963 Melosh Aplicó la formulación variacional para resolver problemas no estructurales. 
• 1965 Clough et. al Elementos 3 D de sólidos axisimétricos. 
• 1967 Zienkiewicz et. publicó el primer libro sobre elementos finitos. 
• 1969 Szabo & Lee Adaptan los métodos residuales ponderados en el análisis estructural. 
• 1972 Oden Libro sobre continuos no lineales. 
• 1976 Belytschko Comportamiento dinámico no lineal de grandes desplazamientos. (nace XFEM)
• 1997 Desarrollo de nuevos elementos, estudios de convergencia, desarrollo de superordenadores, disponibilidad de 

potentes microordenadores, desarrollo de paquetes de software de elementos finitos de uso general.
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Repasar: conceptos de ecuaciones elípticas – espacios vectoriales

Fuente: https://cimec.org.ar/foswiki/pub/Main/Cimec/CursoFEM/cursofem_0.pdf

En la formulación expuesta, v es una función que representa algún parámetro que varia en
forma continua ( desplazamiento, temperatura) en un campo establecido.

La idea de aplicación de (Mh) es la aproximación de V a través de Vh, que es una función
aproximada y definida con menor cantidad de grados de libertad, por lo tanto proveerá un
sistema de ecuaciones reducido cuya solución numérica se alcanza con menos esfuerzo
computacional
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Repasar: interpolación – integración numérica

Fuente: https://cimec.org.ar/foswiki/pub/Main/Cimec/CursoFEM/cursofem_0.pdf

Vh, es una aproximación de función de polinomios lineales por tramos. Esta una de las
características mas importantes del MEF.

Entre otras ventajas se puede mencionar: pueden abordarse geometrías complejas, establecer
condiciones de borde generales, se puede plantear no linealidad (física y geométrica) de
materiales, los códigos a efectuar pueden generalizarse.
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u(x1;…;xn)
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Repasar: condiciones de frontera de: Dirichtlet, Cauchy, Neumann, Robin.

Fuente: https://cimec.org.ar/foswiki/pub/Main/Cimec/CursoFEM/cursofem_1.pdf

Vemos a continuación algunas formulaciones que se pueden resolver aplicando MEF.

Problemas de valores de frontera: son aquellos que se componen de una o varias ecuaciones
diferenciales (las que marcan el ritmo de cambio de cada parámetro analizado) y condiciones
de contorno asociadas a dichas ecuaciones (las ecuaciones son validas dentro del contorno
asignado).

Las condiciones de borde se pueden establecer partiendo de
asignar valores a:
- La función
- La derivada de la función
- La función y su derivada
- Una combinación lineal de ambas

Puede resolver
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Repasar: desplazamiento virtual.

Fuente: https://cimec.org.ar/foswiki/pub/Main/Cimec/CursoFEM/cursofem_1.pdf

Veamos el caso de la cuerda elástica

Para pequeños desplazamientos

Reemplazo términos y obtengo
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Repasar: espacios de banach, funciones de base.

Fuente: https://cimec.org.ar/foswiki/pub/Main/Cimec/CursoFEM/cursofem_1.pdf

Como iniciamos la formulación de problema a resolver por MEF

A partir de esto formulamos
Vh (subespacio finito
equivalente que contiene a v
y esta incluido en V que es el
espacio analizado
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Repasar: espacios vectoriales, funciones de base.

Fuente: https://cimec.org.ar/foswiki/pub/Main/Cimec/CursoFEM/cursofem_1.pdf

Concepto de funciones de base o de forma

Luego algún campo que se quiera estudiar se puede expresar
como
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Repasar: espacios vectoriales, funciones de base.

Fuente: https://www.tdx.cat/bitstream/handle/10803/6294/06Efv06de23.pdf;sequence=6

Un elemento finito viene definido por sus nodos y su contorno

El campo de desplazamientos del modelo se define a partir de la ecuación

Donde Ni son funciones de forma, y ai son los desplazamientos nodales
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Fuente: https://www.tdx.cat/bitstream/handle/10803/6294/06Efv06de23.pdf;sequence=6

Antes de seguir… entendamos el concepto de COORDENADAS GENERALIZADAS

Son las que están definidas de manera local para cada elemento y se configuran de tal manera
que una vez asociadas a las funciones de forma no generen interferencias entre si.
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Fuente: https://www.tdx.cat/bitstream/handle/10803/6294/06Efv06de23.pdf;sequence=6

Luego de conocidos los desplazamientos nodales en el medio analizado, se pueden calcular
deformaciones unitarias, bajo la siguiente secuencia analítica:

Sabiendo que y haciendo

Nos queda

Luego se puede acceder al cálculo del campo de tensiones

siendo

El calculo de tensiones se puede realizar bajo la forma

s: tensión en un punto
B: matriz isoparamétrica
ae: desplazamientos nodales
D: Matriz de rigidez
e0: deformación inicial
s0: tensión inicial
S: operador lineal
N: función de forma
a: campo de desplazamientos nodales
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Fuente: https://www.tdx.cat/bitstream/handle/10803/6294/06Efv06de23.pdf;sequence=6

Luego de conocidos los desplazamientos nodales en el medio analizado, se pueden calcular
deformaciones unitarias, bajo la siguiente secuencia analítica:

Sabiendo que y haciendo

Se tiene que e = S.N.a => se asocia el operador con N

Nos queda

Luego se puede acceder al cálculo del campo de tensiones

siendo

El calculo de tensiones se puede realizar bajo la forma recordar

s: tensión en un punto
B: matriz isoparamétrica
ae: desplazamientos nodales
D: Matriz de rigidez
e0: deformación inicial
s0: tensión inicial
S: operador lineal
N: función de forma
a: campo de desplazamientos nodales
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Fuente: https://www.tdx.cat/bitstream/handle/10803/6294/06Efv06de23.pdf;sequence=6
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Fuente: https://www.tdx.cat/bitstream/handle/10803/6294/06Efv06de23.pdf;sequence=6
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Fuente: https://www.tdx.cat/bitstream/handle/10803/6294/06Efv06de23.pdf;sequence=6

Funciones de forma. Tipos de nodos en un elemento finito.

Tipos de funciones:
- Serendípidas: admiten en su concepción solamente nodos primarios

y/o secundarios.

- Lagrangianos: pueden admitir además nodos intermedios

En algunos textos aparecen bajo el nombre de funciones interpolantes
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Fuente: http://bibing.us.es/proyectos/abreproy/70238/fichero/Capitulo+5.pdf

Funciones de forma. Tipos de nodos en un elemento finito.

1 2

34
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Fuente: métodos numéricos y modelación – curso FCEQyN – Carlos Schezov .

Ensamble de matriz de Rigidez

Definición: es el elemento matricial encargado de asociar las propiedades físicas del medio al
sistema de ecuaciones que pretende resolverse

qi: coordenadas locales del campo de desplazamientos
para el elemento analizado x;y: Coordenadas Globales del campo de desplazamientos

x= suma producto de N1 q9 N2 q11 N3 q13 N4 q7 x=N1q1+N2q3+N3q5+N4q7
1/4*(1-h) -1 1/4*(1-x)(1+h) -1 1/4*(1+x)(1+h) 1 1/4*(1+x)(1-h) 1 UBICACIÓN GLOBAL EN X

dx/dx: 0.25 1 h 1 -1 1 .-h 1 -1 dx/dx: 1/4{[(1+h)*(q5-q3)]+[(1-h)*(q7-q1)]}
dx/dh: 0.25 1 x 1 1 1 .-x -1 -1 dx/dh: 1/4{[(1+x)*(q5-q7)]+[(1-x)*(q3-q1)]}

y=sumaproducto de N1 10 N2 12 N3 14 N4 8 y=N1q2+N2q4+N3q6+N4q8
1/4*(1-x)(1-h) -1 1/4*(1-x)(1+h) 1 1/4*(1+x)(1+h) 1 1/4*(1+x)(1-h) -1 UBICACIÓN GLOBAL EN Y

dy/dx: 0.25 1 .-h -1 -1 1 h 1 1 dy/dx:1/4{[(1-h)*(q8-q2)]+[(1+h)*(q6-q4)]}
dy/dh: 0.25 1 .-x 1 -1 1 x 1 -1 dy/dh:1/4{[(1-x)*(q4-q2)]+[(1+x)*(q6-q8)]}

JACOBIANO 

dx/dx: dy/dx: Ji dx/dx: dx/dh: dy/dx: dy/dh:
1 1 0 0 1

J= dx/dh: dy/dh: 2 1 0 0 1
3 1 0 0 1
4 1 0 0 1

JACOBIANOS
1 0 1 0 1 0

J1 0 1 J3 0 1 J1^-1 0 1 dx/dx dx/dy

1 0 1 0 1 0 dh/dx dh/dy
J2 0 1 J4 0 1 J2^-1 0 1
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Repaso: jacobiano, cuadraturas de gauss , formulas de newton cotes.
Fuente: https://cimec.org.ar/foswiki/pub/Main/Cimec/CursoFEM/cursofem_6.pdf.

Ensamble de matriz de Rigidez

Definición: es el elemento matricial encargado de asociar las propiedades físicas del medio al
sistema de ecuaciones que pretende resolverse
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Fuente: métodos numéricos y modelación – curso FCEQyN – Carlos Schezov .

Ensamble de matriz de Rigidez

Definición: es el elemento matricial encargado de asociar las propiedades físicas del medio al
sistema de ecuaciones que pretende resolverse

RESOLVIENDO LAS DERIVADAS Y REEMPLAZANDO LAS COORDENADAS

MATRIZ DE FUNCIONES DE FORMA
1/4*(1-x)(1-h) 0 1/4*(1-x)(1+h)0 1/4*(1+x)(1+h)0 1/4*(1+x)(1-h) 0

N =
0 1/4*(1-x)(1-h) 0 1/4*(1-x)(1+h)0 1/4*(1+x)(1+h)0 1/4*(1+x)(1-h).

 -0.5 0

B1 = 0 -0.5

-0.5 -0.5

 -0.5 0

B2 = 0 0.5

0.5 -0.5

 0.5 0

B3 = 0 0.5

0.5 0.5

 0.5 0

B4 = 0 -0.5

-0.5 0.5

q1 q2 q3 q4 q5 q6 q7 q8
-0.5 0.0 -0.5 0.0 0.5 0.0 0.5 0.0

B = 0.0 -0.5 0.0 0.5 0.0 0.5 0.0 -0.5

-0.5 -0.5 0.5 -0.5 0.5 0.5 -0.5 0.5
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Fuente: métodos numéricos y modelación – curso FCEQyN – Carlos Schezov .

Ensamble de matriz de Rigidez

Definición: es el elemento matricial encargado de asociar las propiedades físicas del medio al
sistema de ecuaciones que pretende resolverse

MATRIZ CONSTITUTIVA unidades N
datos mm
E1: 9786.00 idc21: 0.19 G21: 4111.76 transpuesta de B= B' E.2/(2*(1- idc .21*idc .31)

E2: 9786.00 idc31: 0.19 G31: 4111.76 - 0.5 0 - 0 .5

E3: 9786.00 idc32: 0.19 G32: 4111.76 0 - 0.5 - 0 .5

- 0.5 0 0.5 matriz constitutiva
0 0.5 - 0 .5 10153 1929 0

0.5 0 0.5 D= 1929 10153 0

0 0.5 0.5 0 0 4112

0.5 0 - 0 .5

0 - 0 .5 0.5

transpuesta de B por D 1 2 3 4 5 6 7 8

- 5076 - 964 - 2056 3566 1510 1510 546 - 3566 - 1510 - 1510 - 546 1

- 964 - 5076 - 2056 1510 3566 - 546 - 1510 - 1510 - 3566 546 1510 2

- 5076 - 964 2056 1510 - 546 3566 - 1510 - 1510 546 - 3566 1510 3

B'D= 964 5076 - 2056 B'DB= 546 - 1510 - 1510 3566 - 546 1510 1510 - 3566 4

5076 964 2056 - 3566 - 1510 - 1510 - 546 3566 1510 1510 546 5

964 5076 2056 - 1510 - 3566 546 1510 1510 3566 - 546 - 1510 6

5076 964 - 2056 - 1510 546 - 3566 1510 1510 - 546 3566 - 1510 7

- 964 - 5076 2056 - 546 1510 1510 - 3566 546 - 1510 - 1510 3566 8
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Fuente: métodos numéricos y modelación – curso FCEQyN – Carlos Schezov .

Ensamble de matriz de Rigidez

Definición: es el elemento matricial encargado de asociar las propiedades físicas del medio al
sistema de ecuaciones que pretende resolverse

MATRIZ DE RIGIDEZ ELEMENTAL - ELEMENTO RECTANGULO DE 4 NODOS
q9 q10 q11 q12 q13 q14 q7 q8

291421.29 123413.29 123413.29 44594.717 - 291421.3 - 123413.3 - 123413.3 - 44594.72
q9

123413.29 291421.29 - 44594.72 - 123413.3 - 123413.3 - 291421.3 44594.717 123413.29
q10

123413.29 - 44594.72 291421.29 - 123413.3 - 123413.3 44594.717 - 291421.3 123413.29
q11

Ke = 
44594.717 - 123413.3 - 123413.3 291421.29 - 44594.72 123413.29 123413.29 - 291421.3

q12 Ke= t.A.[B'.D.B]

- 291421.3 - 123413.3 - 123413.3 - 44594.72 291421.29 123413.29 123413.29 44594.717
q13

- 123413.3 - 291421.3 44594.717 123413.29 123413.29 291421.29 - 44594.72 - 123413.3
q14

- 123413.3 44594.717 - 291421.3 123413.29 123413.29 - 44594.72 291421.29 - 123413.3
q7

- 44594.72 123413.29 123413.29 - 291421.3 44594.717 - 123413.3 - 123413.3 291421.29
q8
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Fuente: métodos numéricos y modelación – curso FCEQyN – Carlos Schezov .

Ensamble de matriz de
Rigidez

Definición: es el elemento
matricial encargado de
asociar las propiedades
físicas del medio al
sistema de ecuaciones que
pretende resolverse
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Fuente: https://www.youtube.com/watch?v=oLI3ircoxQw.

Resumen operativo
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Fuente: https://es.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9todo_de_los_elementos_finitos

Desde el punto de vista de la programación algorítmica modular las tareas necesarias para 
llevar a cabo un cálculo mediante un programa MEF se dividen en:

Preproceso, 
que consiste en la definición de geometría, generación de la malla, las condiciones de 
contorno y asignación de propiedades. En ocasiones existen operaciones cosméticas para 
garantizar una mejor aproximación o una mejor convergencia del cálculo.
Cálculo, 
el resultado del pre proceso, permite generar un conjunto de N ecuaciones y N incógnitas, 
que puede ser resuelto con cualquier algoritmo para la resolución de sistemas de 
ecuaciones lineales. Cuando el problema a tratar es un problema no lineal o un problema 
dependiente del tiempo a veces el cálculo consiste en una sucesión finita de sistemas de 
N ecuaciones y N incógnitas que deben resolverse uno a continuación de otro, y cuya 
entrada depende del resultado del paso anterior.
Postproceso, 
el cálculo proporciona valores de cierto conjunto de funciones en los nodos de la malla 
que define la discretización, en el postproceso se calculan magnitudes derivadas de los 
valores obtenidos para los nodos, y en ocasiones se aplican operaciones de suavizado, 
interpolación e incluso determinación de errores de aproximación.
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Repasar: cambio de variable, transformaciones.

Fuente: https://www.tdx.cat/bitstream/handle/10803/6294/06Efv06de23.pdf;sequence=6

Post proceso. Integración numérica
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Repasar: cambio de variable, transformaciones.

Fuente: https://www.tdx.cat/bitstream/handle/10803/6294/06Efv06de23.pdf;sequence=6

Integración numérica
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Repasar: cambio de variable, transformaciones.

Fuente: https://www.tdx.cat/bitstream/handle/10803/6294/06Efv06de23.pdf;sequence=6

Integración numérica
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Repasar: cambio de variable, transformaciones.

Fuente: https://www.tdx.cat/bitstream/handle/10803/6294/06Efv06de23.pdf;sequence=6

Integración numérica
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Repasar: cambio de variable, transformaciones.

Fuente: https://www.tdx.cat/bitstream/handle/10803/6294/06Efv06de23.pdf;sequence=6

Integración numérica
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Repasar: cambio de variable, transformaciones.

Fuente: https://www.tdx.cat/bitstream/handle/10803/6294/06Efv06de23.pdf;sequence=6

Integración numérica
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Repasar: cambio de variable, transformaciones.

Integración numérica

https://slideplayer.es/slide/4202751/



CI254 –Teoría de la Elasticidad

Referencias

https://www.tdx.cat/bitstream/handle/10803/6294/06Efv06de23.pdf;sequence=6
https://cimec.org.ar/foswiki/pub/Main/Cimec/CursoFEM/cursofem_0.pdf
https://cimec.org.ar/foswiki/pub/Main/Cimec/CursoFEM/cursofem_1.pdf
https://cimec.org.ar/foswiki/pub/Main/Cimec/CursoFEM/cursofem_2.pdf
https://cimec.org.ar/foswiki/pub/Main/Cimec/CursoFEM/cursofem_3.pdf
https://cimec.org.ar/foswiki/pub/Main/Cimec/CursoFEM/cursofem_4.pdf
https://cimec.org.ar/foswiki/pub/Main/Cimec/CursoFEM/cursofem_5.pdf
https://cimec.org.ar/foswiki/pub/Main/Cimec/CursoFEM/cursofem_6.pdf
https://cimec.org.ar/foswiki/pub/Main/Cimec/CursoFEM/cursofem_7.pdf
https://cimec.org.ar/foswiki/pub/Main/Cimec/CursoFEM/cursofem_8.pdf

https://slideplayer.es/slide/4202751/


