4 DINAMICA DEL SOLIDO RIGIDO
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Del sistema de particulas al sélido

En la dinamica de un sistema de particulas se estudio el movimiento de un conjunto de particulas
sometidas a fuerzas externas e internas.

Un soélido rigido constituye un caso particular de sistema de particulas, en el cual las distancias
entre cualquier par de ellas permanecen constantes durante el movimiento (condicion de rigidez).

En un soélido rigido, el movimiento de sus particulas no es independiente, debido a la condicion de
rigidez. Su movimiento general puede combinar traslacion y rotacion.

Los teoremas fundamentales de la dinamica de un sistema de particulas también son validos para

un solido rigido:
Z Fext — Ma_G . z Mext dLO

La primera ecuacion relaciona las fuerzas exteriores con la aceleracién del centro de masa; la
segunda relaciona los momentos exteriores con la variacion del momento cinético.



Significado fisico del momento cinético

El momento cinético de una particula es una magnitud fisica
vectorial que relaciona su momento lineal con su posicion + Z
respecto de un punto de referencia. Lo

Lo=7TXmv 0 Lo =7 mvsenf P

A

Por lo tanto, el momento cinético:

* Para una posicion y direccion del movimiento dadas, aumenta
con la masa y la rapidez de la particula. v

* Depende de la distancia al punto Oy de la direccion de su
movimiento.

 Su direccidén es perpendicular al plano definido por 7y v.

=1

X

El momento cinético no depende solamente de como se mueve la particula, sino también de su
posicion respecto del punto considerado.



Momento cinético de un soélido rigido

Para un sistema de particulas, el momento cinético
respecto de un punto O se obtiene sumando
vectorialmente los momentos cinéticos de todas las

particulas
N

Lo = Z(fi X m;. ;)
i=1
La variacion temporal del momento cinético de un

sistema de particulas esta determinada por el momento
resultante de las fuerzas externas

z Mext dLO

Para aplicar este teorema al sélido rigido, necesitamos
relacionar su momento cinético con el movimiento del
solido y la distribucion de su masa:

Lo = f(@)

4

v Z

my Lo,




Momento cinético respecto del centro de masa

Consideremos un sdlido rigido de forma arbitraria, constituido por particulas cuyas posiciones
relativas permanecen constantes.

Para estudiar su movimiento de rotacién, analizaremos el
momento cinético respecto de su centro de masa G.

N
ZG = E(fi/G X mi.ﬁi/a)
i=1

Para un solido rigido, la velocidad de la particula i respecto de
G es:

ﬁi/G = w X fi/G

Sustituyendo, es:

N

ZG = ZFi/G X ml(ﬁ X fi/G)
=1




Desarrollo del momento cinético respecto de G

Desarrollando el doble producto vectorial:
Tig X (@ x fi/a) = 5(fi/a 'fi/a) — fi/G(fi/G ‘@)
Como:
TG " Tijg = riZ/G
Luego:
fijg X (@ X Ty) =156 @ —Ty6(Fiyg - @)

Expresamos los vectores en una base cartesiana:

Py

Fi/G = Xi,l\ + )’J + Zik

A~

W = Wyl + wyj + wzk



Desarrollo del momento cinético respecto de G

Por lo tanto:

2 _ .2 2 2
Tijg =Xi TYi T2

El primer término es
i @ = (xf +y7 + 27 ) (el + wyf + w k)

El segundo término es:

fi/G CW =Xy T YWyt Zijw,

fi/c; (T_i/G . 5) = (xl-i + y;] + Zil?)(xia)x + yiw, + zl-a)z)



Desarrollo del momento cinético respecto de G

Restando los términos obtenidos:

7”-2

i/G-W — TG (Ti/a ' a))
Desarrollamos la diferencia. Para la componente en la direccion 1 es:

(x? + y2 + z7)wy — (P wy + xy;0, + x;2;0,)

2 2 2 2
}r{x‘l' Vi Wy t Zj Wy —}y{x— XiYiWy — XiZjWy

Agrupando los términos segun cada direccion:

o~>

. 2 2
: ()’i + Z; )wx — XjYiWy — X{ZjWy,

A 2
Ji —XiYiwy + (xzz + Z; )(‘)y — YiZiWy

S

: 2 2
P —XiZiWy — YViZiWy + (xl- + Vi )wz



Momento cinético respecto del centro de masa

Volviendo a la expresion del momento cinético del solido:

N
Lc = z m;. |1 @ = Tiyg. (Fiye - @)]
i=1

Ahora sustituimos el resultado que acabamos de obtener. Para
la componente x, por ejemplo:

N
Ly = Z mi|(y? + 27wy — xiyiw, — X120,
i=1

[ N ] [ N ] [ N ]
L = m-( -2+Z-2) W, — m;x;vi| w, — m;x;Z; | w
Gx — i\Vi [ X iXiYi y L4l Z
=1 _ i=1 | i=1 |

Cada componente del momento cinético L;, puede depender de las tres componentes de la
velocidad angular.



Momento cineético respecto del centro de masa

Del mismo modo con las otras dos componentes:

[ N [ N ] [ N ]
L = — mixiv;| w, + m-(x-2+z-2) W, — m;:v:Z;| w
Gy — iXiYi X l [ l y iYiZi Z
i=1 i=1 | i=1 |

[ N ] [ N ] [ N ]
L = — m; X:Z; | w, — m;v:z; | w., + m-(x-2+ -2) W
Gz — L4l X iYiZi y l l Vi Z
| i=1 | | i=1 | | i=1 |

Los coeficientes que multiplican a Wy ; Wy} Wy dependen exclusivamente de la distribucion de
masa del sélido respecto de G.

La relacion entre las componentes de L. y las de @ es lineal y puede representarse mediante un
tensor de segundo orden, denominado tensor de inercia.



Significado fisico del tensor de inercia

El momento cinético del sélido respecto de su centro de masa depende de la velocidad angular y de
la distribucion de su masa.

Al tomar como referencia el centro de masa G, podemos separar el movimiento de traslaciéon del de
rotacion. De esta manera, el momento cinético respecto de G depende unicamente de la rotacion del
solido y de su distribucion de masa.

La distribucion de masa del solido influye en la direccién del momento cinético. Por ello, en general,
L; y @ no son paralelos, aunque existen casos particulares en los que ambas direcciones coinciden.

La influencia de la distribucién espacial de la masa sobre la relaciéon entre @ y L; queda
representada mediante el tensor de inercia I..

__distribucion de masa =

I = :
- Y )
Momento Tensor de Velocidad

cinético inercia: I; angular



Representacion matricial del tensor de inercia

Consideremos una base cartesiana (I; J; k). En esta base, los vectores velocidad angular y momento
cinético se representan mediante sus componentes:

Wy, LG x 5
W = |Wy : L; = LG,y )]
wZ _LG,Z_

La transformacion lineal I; se representa mediante una
matriz de 3x3.

[[ycx Ixy Ly, ]
Ic =|lyx lyy Iyz

_sz Izy Izz_

Por lo tanto:

Loyl =lyx lyy Iy

_LG,z_ _sz Izy Izz_

_LG,x- _Ixx Ixy Ixz_ [a)x]




Interpretacion de los elementos del tensor de inercia

Desarrollando el producto matricial, cada componente del momento cinético resulta:

LG,x = LWy + Ixy(‘)y + Ly,
LG, = lxwy + Izywy + 1,0,

Estas expresiones muestran que para identificar cada elemento /;; son necesarios dos indices:

uno asociado a la componente del momento cinético y otro a la componente de la velocidad
angular.

Por lo tanto, en [, el primer indice identifica la componente de L; y el segundo indice indica la
componente de w asociada.

Como ejemplo:

Ly w, =  wy contribuye a L



Significado fisico de los elementos del tensor de inercia

Sea una particula de masa m rotando alrededor del eje z con velocidad angular: @, su momento cinético es:

Le=7TXm.7v ; U =vy] = w,. xJ [£
) ij ok i j k
Lc=m|x 0 z|=m|x 0 Z
0 v, O 0 w,.x 0
Lc = (—m.x.2)w,i + 0] + (m.x?)w,k

(—m.x.z) =1I,, : producto de inercia que relaciona la
componente w, con la componente L., del momento
cinético.

(m.x?) = I, : momento de inercia respecto del eje Z, que
relaciona w, con L,.

Ambas cantidades se refieren a componentes del momento cinético respecto a la direccion de la
velocidad angular. El signo negativo significa que la distribucion de masa influye en que la componente
del momento cinético es negativa.



Significado fisico de los elementos del tensor de inercia

Consideremos un sélido, como un cilindro, formado por
particulas de masa m;. Los elementos de la diagonal:
Iy ; Iy ; 1,7 , son los momentos de inercia respecto de los ejes

X, Yy Z que pasan por el centro de masa G. Por ejemplo:

L= ) mi. (B +2E) 5 hy= ) mi(xf +2})
i L
I,= Z m; . (x? + y?).
i

Consideremos, como ejemplo, un cilindro que gira alrededor
del eje Y.

Para I,,, la contribucion de una particula depende de su masa (m) y de su distancia (d) al eje Y.
Cuanto mayor sea la distancia de la particula al eje Y, mayor sera su contribucion a I, ; porque:

d? = x* + z°.

Si desplazaramos esa particula paralelamente al eje Y, manteniendo constantes x y z, su distancia d
al eje Y no cambiaria y, por lo tanto, tampoco cambiaria su contribucién a Iy,



Significado fisico de los elementos de los productos de inercia

Los elementos fuera de la diagonal del tensor de inercia: Iy ; Iy, ;I,,, estan asociados a los

productos de inercia, que dependen de la distribucion de masa respecto de dos coordenadas
simultaneamente.

A diferencia de los momentos de inercia, un producto de inercia no esta asociado solamente a la
distancia de la masa respecto de un eje.

En el caso del cilindro, cuyo eje longitudinal coincide con el
eje Y, para estudiar la distribucion de masa en una secciéon
perpendicular a dicho eje utilizamos las coordenadas x; y z;.
El producto de inercia correspondiente es:

IxZ = — z m;. Xz
[

Para las particulas m; y m, indicadas en la figura, al estar
ubicadas en posiciones diametralmente opuestas, las
coordenadas de ambas particulas tienen igual médulo y signo
contrario :




Significado fisico de los elementos de los productos de inercia

Por lo tanto:

X1Z1 = XpZy

Al sumar los aportes de ambas particulas a I,,, estos se
refuerzan en lugar de compensarse.

Los productos de inercia asociados al eje de rotacion pueden
desviar el momento cineético respecto de la velocidad angular.
Para evitarlo, sus contribuciones deben anularse mediante
una distribucion adecuada de las masas.

X3 =Xq1, 23 = —Z1 = X3Z3 = —X144

y sus contribuciones a I,., se compensan.

—Mmyx12z; — m3(—x12;) =0 (my=m;3)

Al agregar una masa simeétrica, aumentan los momentos de inercia del sélido, pero las
contribuciones al producto de inercia I,., tienen signos opuestos y se anulan



Momento cinético y tensor de inercia

Al considerar toda la distribucion de masa del cilindro
homogéneo, las contribuciones a los productos de
inercia se compensan por simetria. Por lo tanto:

Iyy = Iy, = Lz = 0

Por otra parte, el tensor de inercia es simétrico: sus
elementos ubicados a ambos lados de la diagonal
principal son iguales:

Ly, = — E m;.x;z; 5y =-— E m;. z;X;
g 7

Como la multiplicacion de escalares es conmutativa, ambos productos son iguales, entonces:
L., = 1,,, y asipara los demas productos de inercia.




Momento cinético y tensor de inercia

Volviendo a la relacién entre el momento cinético y la
velocidad angular:

[Le] = [Ig]l@]

Consideremos nuevamente el cilindro homogéneo cuyo
eje longitudinal coincide con Y, y supongamos que gira
Unicamente alrededor de dicho eje: ® = w,,j .

Por lo tanto: w, = 0; Wy F 0 ; w, = 0. Entonces:

Lox] [Lxe O 0]yo0
Lo=|Ley|=|0 1L, 0 [wy‘
L, [0 0 Iy]lo

y al realizar el producto: El eje Y es un eje principal de inercia, ya
Loy =0 ] que una rotacion alrededor de él produce
T T A un momento cinético dirigido segun ese
Ley = lyyw, - Lg = Lyw,y] . . & 5
Le, =0 mismo eje.




Del sistema de particulas al sdlido continuo

Hasta aqui representamos la distribucion de masa del s6lido mediante un conjunto de particulas de
masas m;, lo que permitio interpretar fisicamente los momentos de inercia y productos de inercia.

En un sélido real, la masa se encuentra distribuida continuamente. Considerando elementos
diferenciales de masa dm, las sumatorias anteriores pasan al limite y se expresan mediante
integrales:

Emi-(yizﬂiz) - J(y2+zz)dm _Zmi-xiYi 5> —[ xyam
l l
Zmi.(xiz +2z7) - j (x? + z%)dm —Zmi.xizi S - x zdm
. . Jm
l m l
zmi'(xiz +)’i2) - f (x* +y?)dm —zmi-J’izi - _Jf y zdm
[ m i m

Por lo tanto, los elementos de [I;] se obtienen a partir de la geometria y de la distribucion de masa
del solido.



Ejes principales de inercia

Recién vimos un caso particular
donde la direccion de w coincide con
la direccion del momento cinético L.

Cuando esto ocurre, esta direccién se
denomina direccion principal de
inercia, y el eje que pasa por G con esa
direccion se denomina eje principal
de inercia.

En general, para un sélido cualquiera
y, como muestra la figura, L; no tiene
por qué ser paraleloa w :

[Le] = [Ig][@]

Z
A

my
(X4, Y4, 24)

<

W= wyJ

// > Y
% LG,y giro alrededor de ¥

—

P
(x3, ¥3: 23)

LG,x




Ejes principales de inercia

Si nos referimos a una direcciéon cualquiera, por ejemplo &
el giro alrededor del eje Y en la figura, es:
Wy = Wy]

El momento cinético correspondiente es:

[Le] = [el|@y] Lg ¥ @,

Este no es un eje principal.

Ahora buscamos otra direccion, por ahora la llamamos z
w, , donde p significa principal. Una direccion tal que:

[L¢] = [IG][ap]

Como en esta direccion particular L; y w, son paralelos,

existe un escalar A que permite relacionar ambos
vectores:

[Le] = A[ap]



Ejes principales de inercia

Entonces, reemplazando lo anterior:

16 ] [ap: = /1[519]

[ Lo x Ixy L, | Wp x Wy x
Iyx Iyy Iyz Wpyl=A(%py
Wp,z Wp,z

_sz Izy Izz_

Buscamos simultaneamente la direccion de w, y el valor del escalar A para los cuales se cumple
esta igualdad. Luego pasamos el segundo miembro al primero, pero con el agregado de la matriz
identidad [1] para poder operar:

1 00
[1:]|@,] — A[1]|@,] = [0] Donde: [1]=lo 1 o]
0 0 1

Y finalmente:

([1;] — A[1D|@,]| = [0]



Desarrollando queda:

Ejes principales de inercia

L, — A Lyy
Ly I, — A Iy,
sz Izy Izz

Lz

a)p’x
Wp,y
- A wp;Z

I

Es un lineal sistema homogéneo, por lo que siempre admite la solucién trivial [Gp] = [0] . Como

buscamos una direccion principal, necesitamos una solucién no trivial: [ﬁp] + |0].

Para que el sistema homogéneo tenga una solucion distinta de cero, el determinante de la matriz:
([Ig] — A[1]) debe ser nulo.

Iy — A

Ly

[7x

Ley
Iy — A

Iy,

Lz

Iy,

IZZ

— A

=0

Al desarrollar el determinante obtenemos una ecuacion de tercer grado en A. La simetria del tensor
de inercia garantiza la existencia de tres direcciones principales mutuamente ortogonales,
independientemente de la geometria del sélido.

A =1

o
14

Ay = I,

; 13 = I33



Ejes principales de inercia
Como ejemplo tomemos el primer valor: A; = I;; y lo reemplazamos en la ecuacion anterior:

Ly — 111 Ixy Ly, | Wp1,x 0
Iyx Iyy — 114 Iyz [wpl,yw = [0]
0

(Up 1,z

sz Izy Izz _ 111_

Al resolver el sistema obtenemos las relaciones entre las componentes, las cuales determinan la
direccidn:

Wp1x  * Wp1y : Wp1,z
El eje principal solamente necesita una direccion; por lo tanto normalizamos el vector:

e = 1=
| @1

y obtenemos un versor que indica la direccion del primer eje principal. Asi, repetimos el

procedimiento para:

I, - é
I33 - é3



Ejes principales de inercia
Una vez encontrados los tres versores é;; é,; €3 , tomamos esas direcciones como una nueva base.
Si los tres autovalores son distintos, sus direcciones principales son unicas y mutuamente

ortogonales. Si dos coinciden, pueden elegirse dos direcciones ortogonales en el plano
correspondiente. Si los tres coinciden, cualquier direccion es principal.

élléz ) ézlé3 ) églél

Consideremos una rotacion alrededor del primer eje principal é;, es: ® = w4é;.

Como: ZG ” CB, resulta: LG,Z = 121 w1 = 0 ) LG,3 = 131 w1 = 0 ) ZG = 111 a)lél

Como w; # 0,y por simetria del tensor: I,y = I3y =11, =113 =0

Repitiendo el razonamiento para los otros dos ejes principales, resulta:

Iy 0 0
[IG]p =10 I 0
0 0 I3

No estamos definiendo un tensor nuevo: la matriz diagonal representa al mismo tensor de inercia I,
pero en la base formada por sus ejes principales.



Teorema de ejes paralelos o teorema de Steiner

Hasta ahora hemos expresado el tensor de inercia respecto del centro de masa G.
;. Coémo cambia el momento de inercia cuando se calcula respecto de otro eje paralelo al anterior?

Para aplicar el teorema de Steiner a un momento de
inercia respecto de un eje, los dos ejes que se
relacionan deben ser paralelos.

Para una particula cualquiera m; del sélido de la figura,
se obtiene:

Toi = Toc T TGi
El tensor de inercia respecto de O se obtiene

considerando las coordenadas de cada particula
medidas desde O.

m,
®
(X1, Y1, 23)

Expresamos los vectores de posicion mediante sus componentes cartesianas. Para la particula

m; respecto de G:

A~

fGi = xii + ylj + Zik



Teorema de ejes paralelos o teorema de Steiner

Para el desplazamiento de O a G, es: A
fOG = al
Las coordenadas de m; respecto a O son:

Xoi =Xgi+ta iYoi=Yei iZoi= Zg,

Entonces:
To; = (xG,l- + a)i + (yG,i)JA + (ZG,i)ie

La particula es la misma; lo inico que estamos
haciendo es cambiar el punto desde el cual
medimos sus coordenadas.

Xo=X

Como Y pasa por Oy es paralelo a Y., podemos comparar directamente:

2
lg,yy = J (% + 2,)dm con lo,yy = j [(Xa,i +a)” + ZG,i2] dm
m m



Teorema de ejes paralelos o teorema de Steiner

Desarrollamos:

Io’yy = J [xé,i + ZaxG,i + az + Zcz;,i]dm
m

Reagrupando:

Ioyy = J (xé;+z&;)dm + ZaJ xgidm + azJ dm
m m m

Ioyy =Ilgyy + ZaJ xgdm + aZJ dm
m

m

Como xg; se mide desde el centro de masa G, la suma de los aportes positivos y negativos de
Xg ;dm es cero:

fx(;,idm=0 ; fdm=M
m

m

Como los ejes Y. e Y son paralelos y estan separados una distancia perpendicular d = a,
resulta:

IO,yy = IG,yy + Maz = IG,yy + Mdz




Generalizacion del teorema de Steiner

Hasta ahora demostramos como trasladar un momento de inercia entre dos ejes paralelos. Para
trasladar el tensor completo, debemos considerar también como se modifican los productos de
Inercia.

Utilizamos los mismos sistemas de referencia de las diapositivas anteriores, con origenes en Oy G.
El vector desplazamiento entre ambos origenes es:

d=0G=d,i+d,j+d,k
Las coordenadas de una particula cualquiera cumplen:
Xoi=X¢itdy Yoi=Yeitdy Zo;=2g;

Consideremos el elemento /, ,,, del tensor de inercia:

loxy = —f X0,iYo,idm
m
Sustituyendo:

Io’xy = —J (XG,i + dx)(yG,i + dy)dm
m



Generalizacion del teorema de Steiner

Desarrollando:

I xy = —j XgiYVg,idm — dyj Xgidm — dxj Yg.idm — dxdyj dm
m

m m m

Como las coordenadas estan medidas desde el centro de masa G:

ij,idm=]yG,idm
m m

Y como:

Jdsz
m

Resulta:

loxy =lgxy — M dy dy



Generalizacion del teorema de Steiner

De manera analoga se obtienen las restantes componentes del tensor. Por lo tanto, el teorema de
Steiner generalizado queda:

dZ+d; —ded, —dyd,

o] =]+ M| —dydy, d2+dZ2 —d,d,
—d,d, -dyd, di+d2

Donde d,; d, ; d, son las componentes del vector 0G. Esta expresion también puede escribirse
en forma tensorial:

O bien:
Ip =1 + 1

El término I es un tensor de segundo orden, denominado tensor de correccion de Steiner o
tensor de traslado de inercia. Representa el tensor de inercia de una masa puntual M,
concentrada en G, respecto de O.



Teorema del momento cinético

Para un sistema de particulas, la resultante de las fuerzas exteriores determina la variaciéon de su

cantidad de movimiento:
_ dP
Z Fext —_
dt

De manera analoga, el momento resultante de las fuerzas exteriores respecto de G determina la
variacion del momento cinético respecto de G:

El subindice in indica que la derivada debe calcularse respecto de un sistema de referencia
inercial.

Si existe un momento exterior resultante respecto de G, el momento cinético del solido cambia con
el tiempo. Ese cambio puede corresponder a un cambio en el mddulo, en la direccion, o en ambos.

_ dLg
Z MET+0 = <—> +0
dt in



Teorema del momento cinético

Un caso importante es:

_ dL _
z M =0 = (d_tG> =0 = L; = constante
in

Que es la conservacion del momento cinético.

De la ecuacion vista:

Ademas sabemos que: L; = [I;]®.

Normalmente conviene expresar L; en una base solidaria al cuerpo, porque alli el tensor de
inercia permanece constante.

Pero esa base esta rotando, entonces supongamos una base solidaria al solido: (é;; é,; €3), que gira
con velocidad angular: @; expresamos el momento cinético como:

EG — Llél + Lzéz + L3é3



Teorema del momento cinético

Derivamos respecto del tiempo desde el sistema inercial:
dé, dé, dé,

dL . . .
— =L.é;+L,é,+Lré:+L; —+L,—+L
<dt >in 161 262 3€3 177 27 0¢ 37 ¢

Donde L, L,, L, son las componentes de L en la base solidaria al cuerpo. Como los versores estan
ligados al solido, rotan con él:
dé; o
— | =wX§é
dt ). l
mn

dL . . .
(_G> — Llél + Lzéz + L3é3 + w X (Llél + Lzéz + L3é3)
in

Entonces:

dt

Los tres primeros términos representan la variacion de las componentes de L; observada desde

la base solidaria al cuerpo: ~ B
dLG . dLG + D X l_:
dt ]\ dt wrhe
in rot

Donde rot indica la derivada observada desde la base rotante solidaria al cuerpo.



Teorema del momento cinético

Si la base solidaria al cuerpo coincide con los ejes principales (é;; é,; €3), entonces:

L4y 0 O
ey = [ 0 I O ] y W= w161 + w,65, + w3é;
0 0 Iz

Por lo tanto:
Lo =11w1é1 + w36, + 330363

Como I;1; I,,; I33 permanecen constantes en la base solidaria:

dLg o . o
ar = l11w181 + [hw,8; + I33w3€3
rot

Ahora falta calcular el otro término: @ X L.

(w161 + W8y + W383) X (I11W1€1 + L1 w,€5 + [33W3€3)



Teorema del momento cinético

Resolviendo el producto vectorial:

W X ZG = w1 wW»- W3

Desarrollando:
@ X Lg = (Iz3 — Ly) wow3éy + (11 — I33) w3018, + (In; — [11) W w483

Este término aparece porque la base solidaria al cuerpo esta rotando, por lo que la direccion de
L; puede cambiar respecto del sistema inercial.



Ecuaciones de Euler

Partimos nuevamente de:

y escribimos el momento exterior en componentes:

Zngt — Mlél + Mzéz + M3é3

[gualando componente a componente:
My = L1001 + (I33 — [3) w03
M, = Lyw, + (11 — Is3) wzwq
M3 = I3303 + (I3 — I11) w0,

Estas son las ecuaciones de Euler para la rotacion de un sdlido rigido respecto de su centro de
masa, expresadas en una base solidaria coincidente con los ejes principales de inercia.



Energia cinética del sélido rigido

Para una particula m, la energia cinética es:

1 2
K; = Emivi

Un sélido puede considerarse formado por un conjunto de particulas cuya posicion relativa
permanece constante. Por lo tanto, su energia cinética total sera la suma de las energias

cinéticas de sus particulas:
1 2
St m
i i

En cinematica del solido vimos que para cualquier particula m;:
V; = Vg + W X 7g;

Entonces:

! S = 12
K=52mi|v6+a)xr6i|
i



Energia cinética del sélido rigido

Desarrollamos el cuadrado:

1 1 o
K = Ez m; g + Zmiﬁa (@ X 7g;) +§Z m; |@ X 7g;°
i i i

Ahora tratamos cada término por separado. El primer término representa la energia asociada a la

traslacion:
1 _ 1 1
Ez mivcz; = EUCZ; z m; =§MUCZ;
i i

El segundo término, como U; y @ son comunes a todas las particulas:

Z m;vUg + (@0 X 7g;) = Vg - [5 X <z miT_’Gi>]

pero, por estar G en el centro de masa: );; m;7;; = 0, entonces:

Zml’ﬁG . (6 X fGi) =0
[



Energia cinética del sélido rigido
El tercer término representa la energia asociada a la rotacion del sélido respecto de G :
1 _ _
Krot = Ez m; (0 X 7g;) - (@ X 7g;)
i
1 2..2 — = \2
Krot = EZml [w Tgi — (- 761) ]
i

1_ L
Kror = Ew ' Z m; [rgiw —(w - rGi)rGi]
[

La sumatoria vectorial corresponde a la aplicacién del tensor de inercia sobre la velocidad
angular:

1
Kror = EE : [IG]G



Energia cinética del sélido rigido

La energia cinética del solido es la suma de la energia asociada a la traslacion de su centro de
masa y la energia asociada a su rotacion respecto de G. Entonces:

K = Kiras + Krot
1, 1_ _
K = EMUG +§a) |Ig]w
En una base principal es:

1 2.1 2 2 2
K = EMUG +§(111(U1 + Lw; + [3303)



Trabajo y potencia en el sélido rigido

Para una particula ya conocemos que el trabajo elemental de una fuerza es:

y, dividiendo por dt:

Para un sélido rigido actuan, en general, varias fuerzas exteriores F :; aplicadas en distintos
puntos P;. Por lo tanto, la potencia total de las fuerzas exteriores es:

pext — z Fiext . T
i
Ahora usamos nuevamente la cinematica del so6lido. La velocidad del punto de aplicacion P; es:
U =V + @ X gy
Sustituyendo:

Pt = z FE*t - (U6 + @ X 75;)

i



Trabajo y potencia en el sélido rigido

Distribuyendo:
:;Dext — z Fiext . ﬁG + Z Fiext . (5 X fGi)
i i

Como v, es comun a todos los puntos:

:Pext — (Z Fiext> . ﬁG + Z Fiext . (5 X fGi)
[ [

Ahora usamos la propiedad del producto mixto:
Fi- (@ X15) = o - (fg; X F})
Entonces:

?ext — (Z piext> . ﬁG + o - 2(77& X Fiext)
[

i



Trabajo y potencia en el sélido rigido

Como:

Reéxt — z Fiext y ext Z(rGl Fext)

i
Por lo tanto:

g)ext Rext vG_l_MeXt

La potencia de las fuerzas exteriores sobre un solido rigido puede separarse en una contribucién
asociada a la traslacion de G y otra asociada a la rotacion del solido. Es decir:

« (R®*.7;): potencia de traslacidn.

e (ME*.®): potenciade rotacion.



Teorema del trabajo y la energia cinética

Por definicion de potencia es:

dWext
:Pext —
dt
Por teorema de trabajo y energia cinética:
dW et = dK

Integrando entre dos posiciones 1y 2:
ngg =K, — K4

Incorporando la energia cinética del sélido:

1 1
WEL = [E M+ [16]6] - [— MvE +=a@ - [IG]a_)]
2



Fuerzas conservativas

Si parte de las fuerzas exteriores son conservativas, su trabajo puede expresarse mediante la
variacion de energia potencial:

Wiy = —(U; — Uy)
Separando el trabajo de las fuerzas conservativas y no conservativas:
W9 e + WSS = K, — Ky
Por lo tanto:
W5 ™ = (K — K1) + (U — Uy)
O bien:

Wln—?z_cons — (Kz + Uz) — (K1 + U1)

Si las fuerzas no conservativas no realizan trabajo:

(K1 +Up) = (Ky + Uy)



Reacciones dinamicas

Las fuerzas y momentos ejercidos por los apoyos y vinculos sobre un soélido rigido se
denominan reacciones.

Cuando el solido esta acelerado, estas reacciones deben satisfacer las ecuaciones dinamicas:

Z FeXt = M dG
2 Mext (dLG>
in

A diferencia de un problema estatico, las reacciones dependen también del movimiento del
solido.

Las reacciones dinamicas se determinan considerando las aceleraciones del centro de masa y la
variacion del momento cinético del solido. Por lo tanto, deben plantearse simultaneamente las
ecuaciones de fuerzas y de momentos.



Reacciones dinamicas de un rotor

Consideremos un rotor cuyo centro de masa G se encuentra a una distancia e del eje fijo de
rotacion.

Si gira con velocidad angular constante w:

a; = w?e

Por lo tanto, la resultante de las fuerzas
exteriores debe tener una componente

radial:
z E.=Muw?e

Los apoyos deben proporcionar las
reacciones necesarias para mantener ese
movimiento.




Reacciones y momentos dinamicos

Cuando un solido gira alrededor de un eje que no es principal de inercia, en general:
Lot @

Si el eje de rotacion permanece fijo y la rapidez angular es constante, el vector L; puede cambiar
de direccion respecto del sistema inercial.

_ dL
2 ngt = (d_tG> * 0

mn

Los vinculos pueden tener que ejercer momentos dinamicos, ademas de fuerzas, para mantener el
movimiento impuesto.

21\712“=IG-&+5><(IG-5)

Para una rotacion alrededor de un eje fijo, con velocidad angular constante, @ =0. Por lo tanto:



Ejemplo Reacciones y momentos dinamicos

Un rotor de masa M=20 kg y radio R=0,20 m gira alrededor de un eje horizontal fijo, con velocidad
angular constante w =30 rad/s. Su centro de masa G esta desplazado e=5 mm respecto del eje de
rotacion.

El rotor esta ubicado a igual distancia de dos apoyos A y B. La longitud entre apoyos es de 0,60 m.
Se considera que su distribucion de masa es simétrica respecto de un plano perpendicular al eje
de rotacion, que contiene al centro de masa G y esta situado a igual distancia de ambos apoyos.
Despreciando el peso del eje, determinar las reacciones dinamicas en los apoyos Ay B.

a) Aceleracion del centro de masa: como el centro de masa describe una circunferencia de radio e:

a; = w? e = (30)% 0,005

az = 4,5 m/s?

b) Determinacion de la fuerza dinamica. Aplicando la segunda
ley de Newton en la direccion radial:

0]

ZFrzManMa)ze



Ejemplo Reacciones y momentos dinamicos

Reemplazando:

z E. = 20 (30)2 (0,005)

ZE=9ON

Esta es la resultante radial necesaria para mantener el movimiento circular del centro de masa.

c) Determinacion de las reacciones dinamicas.

Por la simetria del rotor y su posicion entre los apoyos, las componentes radiales de las reacciones
son iguales:

Rﬁiin — Rgin
Entonces:
R3™ 4+ RE™ =90 N
RG™ = RE™ = 45N



