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Sistemas de coordenadas intrinsecas

A diferencia de los sistemas de coordenadas globales (como el cartesiano, el cilindrico o el esférico) que
estan fijos a un sistema de referencia inercial, el sistema de coordenadas intrinsecas se mueve junto
con la particula.

La descripcion del movimiento se realiza pura y exclusivamente en funcién de las propiedades
geomeétricas de la trayectoria y de la longitud de arco recorrida, sin necesidad de referenciar un origen

externo permanente.

74
Definimos una Base Mdvil a partir de una particula P que se

mueve a lo largo de una curva, cuya posicion esta dada por el
vector r(t).

La distancia recorrida sobre la curva desde un punto de origen
arbitrario (A) se denomina abscisa curvilinea y se denota como
s(t).

Asociada al punto P, se define una base movil tridimensional
conocida como triedro de Frenet — Serret o base intrinseca. X




Sistemas de coordenadas intrinsecas

El triedro intrinseco (o de Frenet-Serret) es una base ortonormal dextrégira que se define
matematicamente a partir de las derivadas del vector posicion respecto a la longitud de arco s.

En la figura se muestra el cambio que ocurre en la geometria de
la trayectoria, cuando la particula se mueve de P a P’
describiendo un arco As.

El cociente incremental de la posicion respecto a la longitud
de la trayectoria recorrida es:

AT (s + As) — 7(s)
As As

Y el limite nos justifica la aparicion del versor con direccion
tangencial a la curva trayectoria:
. 7(s+ As) —7(s) dr
im =
As—0 As ds A6




Sistemas de coordenadas intrinsecas

e ¢&; : Versor tangencial: Es el vector unitario tangente a la trayectoria
en la direccion y en el sentido del movimiento; es decir, es la
derivada del vector posicion regpecto a la longitud de la trayectoria.

“t T ds

Asi como el versor tangencial nos indica el cambio de posicion respecto
a la longitud de la trayectoria, ahora analizaremos el cambio de
direccion del versor tangente respecto a la longitud de la trayectoria.

Si tomamos la particula en el punto P con su versor é;(s) y; tras recorrer
un pequefo arco As, de radio p y centro C, consideramos el nuevo
versor é;(s + As).

El triangulo isdsceles formado tiene dos lados iguales a la unidad (versor
é;). Si aplicamos limite cuando As — 0, implica que también el angulo
AB — 0; por lo tanto los angulos de la base del triangulo tienden a 90°.
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Esto demuestra geométricamente que, en el limite, el vector Aé; se
vuelve perpendicular al versor tangencial é;. A esta direccidon
perpendicular, que en la trayectoria fisica apunta hacia el centro de
curvatura C, la definimos como la direccion del versor normal é,,.

Para angulos muy pequefios (cuando A8 — 0), la longitud del
segmento recto Aé; se aproxima a la longitud del arco circular trazado
por la punta del versor que pivota. Como el radio de ese arcoes 1y de
acuerdo a la definicidon de arco de circunferencia, es:

|A8,| = A6.1

Ahora aplicamos limite al cociente incremental de la variacion del
versor tangencial respecto a la longitud de arco, donde obtenemos el
vector cuya direccion es perpendicular (normal) a la direccidon del
versor tangencial.

1_ Aét . l ét(S + AS) - ét(S) . dét
A550 As s As ~ ds

ét(S)

1

do

(s +ds)
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1
1 A
- ’ e
Todo vector se puede escribir como el producto de su moédulo (un dé P () doy 5
escalar positivo) por su direccion y sentido (un versor), por lo que el (s + ds)
cambio infinitesimal del versor tangencial tiene como maddulo al y ot
angulo barrido y como direccion al versor normal.
ds
&, |
dé, = df.é t7,
t i (} A \ !
€t p
Sustituyendo en el cociente definido por limite, es: Py Ede
ds ds "
Ahora si consideramos que el diferencial de arco ds pertenece a una
curva de radio p, podemos relacionar estas magnitudes mediante la
definicion de arco de circunferencia como: A 5
t
ds = p.do
i\ i
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Despejando la variacion del angulo respecto a la longitud recorrida, es:

g 1
—=— 0 df =k.ds (x: curvatura, [1/m])

ds p
Finalmente, sustituyendo esta equivalencia geométrica en la derivada
vectorial, llegamos a la formula fundamental que describe como varia el

versor tangencial en el espacio:
dée; 1
ds p
e &, : Versor normal: A medida que la particula avanza, el versor
tangencial cambia de direccion; y la tasa de cambio de é; respecto de

s, nos da un vector perpendicular (normal) a la direccién del versor
tangencial y apunta siempre hacia el centro de curvatura (C).

8,

* &, : Versor binormal: es perpendicular al plano formado por los
versores tangente y normal, llamado plano osculador.

&, =6, X é,



Sistemas de coordenadas intrinsecas

Determinacion de la velocidad.

La velocidad es la derivada temporal del vector posicion
7(t) . Si aplicamos la regla de la cadena incorporando a la
longitud de arco s(t), es:

df_df ds
dt ds’ dt

v =
~ ar , ds .
Como: é; =Y ademas: v(t)a ; que es la rapidez
(escalar). El vector velocidad sera:

v = v(t) ét

En este sistema, la velocidad tiene una Unica componente y
siempre es tangente a la trayectoria.




Sistemas de coordenadas intrinsecas

Determinacion de la aceleracion.

La aceleracion es la derivada temporal de la velocidad. Tanto la rapidez como el versor é; dependen del
tiempo.
d dv dé;

a=a(v.et) =E'et+v'ﬁ

A

, . de
Para el término: d—tt , usamos la regla de la cadena respectoa s

dé, dé, ds
dt  ds dt

dé 1 . , ds .
Como: — = ;.en ; ¥y ademas: v(t)a; que es la rapidez (escalar).

dé; 1 v
E= ;.en .v=;.en

Sustituyendo en la ecuacion original es:
2

J— . A v
a=v.é +—.
p
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La interpretacion fisica de la aceleracion sera:
a= at.ét + an.én

Donde:

* Aceleracién tangencial (a; = v): Es la componente que
indica el cambio de velocidad a lo largo de la trayectoria; si
el movimiento es uniforme es nula (a; = 0).

2
.7 , v
 Aceleracion Normal o Centripeta (a, = > ): Es la

componente que indica el cambio de direccion de la
velocidad tangencial; su direccion y sentido apuntan hacia
el centro de curvatura (C). Si la trayectoria es una recta p =
o, por lo que a,, = 0.

Cuanto menor es el radio de curvatura, mayor es la

componente normal de la aceleracién para una misma
rapidez.
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Ejemplo 3:

Un vehiculo que se desplaza por una pista curva plana, tiene una rapidez que aumenta segun la ley
v(t)=2.t (en m/s). La trayectoria tiene una geometria tal que su radio de curvatura varia con la
posicion segun la expresion p (s)=50+0,5.s (en metros), donde s es la distancia recorrida a lo largo de
la curva. Para el instante t=5 segundos; determinar:

a) Lalongitud de arco recorrida.

b) Elradio de curvatura pen ese instante.

c) Elvector aceleracion total expresado en el triedro de Frenet-Serret.

: . d
a) Para hallar la longitud de arco sabemos que la rapidez es v(t) d—i; por lo tanto:

dS S 5
—=pv=2t = jds=jz.t.dt
dt 0 0
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b) Para el calculo del radio de curvatura p, evaluamos la expresidén dada en el punto s = 25m.

p(s) =50+ 0,5.s

p(25) =50+ 0,5.(25) =50+ 12,5
p(25) = 62,5m

c) Para el calculo de la aceleracion total en el tiempo dado (5 segundos), su vector es:

— . N +v2 A
a=v.é+—.é,

p
Donde:

La rapidez es:

v(t) =2.t = 2.5 10 m/s
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Aceleracion tangencial (a;):

dv d
V== (2.t) = 2m/s

Aceleracion normal (a,,):

v?  10* 100
p 625 62,5

= 1,6 m/s*

Aceleracion total (a):

a=2.¢6+16.é, [m/s?]

@l = /22 + 1,62 = 2,56 m/s?



Relaciones entre sistemas

Como se desarrollé en Algebra Tensorial, en este capitulo utilizaremos el tensor de transformacidn
Unicamente para realizar cambios de base entre los distintos sistemas de coordenadas.

* Base Cartesiana: {éy; &,; €,} .
* Base Cilindrica: {ép; €g; €,}.
* Base Esférica: {é,; ég; é(p} .

e Base Intrinseca: {é;; é,,; €3} .

L)

* Cambio de base de Cartesianas a Cilindricas.

L)

Descomposicion:
* €, =cosf.é, +senf.¢,
* &g = —senb.é, + cosb.é,

A A

* e, =¢e,




Cinematica del punto Relaciones entre sistemas

La transformacion es una rotacion alrededor del eje z mediante el angulo acimutal 8; y la matriz de
cambio de base es:

g | =| —senf cosf O

€p <cos€ senbf O) €x
0 0 1

** Cambio de base de Cilindricas a Cartesianas.

Forma Matricial:

éy senf cosf O

Eyx (cos@ —sen6 0) €p
0 0 1

é,
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** Cambio de base de Esféricas a Cartesianas.
Descomposicion:

é, = seng.cos6.é, + seng.senb.é, + cosg.é,

ép = —senf.é, + cosh.é, + 0.¢,

e, = cos@.cosf.é, + cosp.senb. e, — seng.é,

Forma Matricial:

~v

ey seng.cosf seng.senf  cos@ éx éx
&g | = —senf cos6 0 1 é
€y cos@.cosO cosp.senf —seng é, X

«* Cambio de base de Cartesianas a Esféricas.

éx seng.cos@ —senf cos@.cosO ér
ey | = seng.sen cosf  cosg.senf €g
é, CoSQ 0 —seng e

<



Cinematica del punto Relaciones entre sistemas

«* Cambio de base de Cartesianas a Intrinsecas.
Para ver donde queda cada versor en el espacio, hacemos el producto escalar entre los versores de
ambas bases. La figura representa la descomposiciéon de uno (é;) de los tres versores, para no
complicar el entendimiento.
Descomposicion:

* ét = (ét ) éx)éx + (ét ) éy)éy + (ét ) éz)éz

c by=(8n- 8+ (8,-6))8,+ (8,88,

« &y =(6p )8+ (ép-6))8) + (& - €,)8,

Forma Matricial:

2 é ) é é ) é é ) é é A N N A N A
?t Loty v Ax (é; - é,)é, = (|é].|é,l. cosa)é,
ép ép-8x Ep-6y ép-8,) \& (é;-éy)é, = (l&].]|é,]|. cosB)e,

(ét ) éz)éz — (létl |ézl COSV)éZ



Cinematica del punto

** Cambio de base de Intrinsecas a Cartesianas.

Relaciones entre sistemas

Para ver donde queda cada versor en el espacio, hacemos el producto escalar entre los versores de

ambas bases.

Forma Matricial:

éx ét ' éx én
éz ét ) éz én

** Cambio de base de Cilindricas a Intrinsecas.

Del mismo modo, se proyecta sobre la base cilindrica.

Descomposicion:

* ét = (ét ) ép)ép + (ét ) ée)éa + (ét ) éz)éz
* én = (én ) ép)ép + (én ) ée)ée + (én ) éz)éz

° éb = (éb ) ép)ép + (éb ) é@)éB + (éb ) éz)éz

Q> D> D™
lwy o
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Forma Matricial:

é; €t €p €t €p €Er-€y €,
éb éb ) ép éb ) é@ éb ) éz éz

+* Cambio de base de Intrinsecas a Cilindricas.

Forma Matricial:

ég — ét ég én . ég éb ég | én
éz ét éz én ’ éz €p éz éb
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«* Cambio de base de Esféricas a Intrinsecas. o

Descomposicion:

+ 8= (888 + (& 89)eg + (8- 65)8,

Q>

e

é

n 608+ (8- 89)eg + (- 8,)8,
b

n=(
ep = (8p -8 )8 + (éy-9)eg + (& - 8,)é,

Forma Matricial:
(é;-ér)é. = (|él.1&.].cosb)é,

8, € 6 €-€g E-8y\ /e, - o i
énl=|én-6 én-60 &,-6,].| & (&r - ég)ég = (|&:].18gl. cose)ég
€b épér €p-€g €p-€y,) \C (é:-é,)é, = (16¢l.]8,| cosr)é,



Cinematica del punto Relaciones entre sistemas

+* Cambio de base de Intrinsecas a Esféricas.

Forma Matricial:

€g |=(é- én-8 é,-8|.|é,
“* Cambio de base de Cilindricas a Esféricas. 1¢-

Descomposicion:
* & =senp.é, +0.8g + cosy.é,
° €9=0.ép+1.é9+0.éz

cosp.é, + 0.9 — seng.é,
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r seng 0 cose €,
® cosp 0 —sengp é,

«* Cambio de base de Esféricas a Cilindricas.

Forma Matricial:

Q> O

Forma Matricial:

é, seng 0 cose
ég — ( 0 1 0 ) .
é, cosp 0 —senp

QD O M
S Q:,)ﬁ)
N~ —



