Numeros complejos
y el plano complejo

l Contenido del capitulo

-—h
[ E¥]

-
= W

1.6

Numeros complejos v sus propiedades
Plano complejo

Forma polar de ntiimeros complejos
Potencias v raices

Conjuntos de puntos en el plano complejo
Aplicaciones

Capitulo 1 Preguntas de repaso

Introduccién En los cursos elementales usted aprendié
acerca de la existencia, y algunas de las propiedades, de
los numeros complejos. Pero en los cursos de calculo,
lo mas probable es que ni siquiera vio un niimero com-
plejo. En este libro no solo estudiamos nameros com-
plejos; también abordaremos al calculo de funciones de
una variable compleja.

Empezamos con un examen profundo de la aritmé-
tica y del dlgebra de los niimeros complejos.

Superficie de Riemann para arg(z). Vea
la pagina 88.



Capitulo 1 Nameros complejos y el plano complejo

1.1 Numeros complejos y sus propiedades

Ninguna persona “invent6” los niimeros complejos, pero las controversias que rodean el
uso de estos nimeros ya existian en el siglo xvi. En la biisqueda por resolver ecuaciones
polinomiales con férmulas que implican radicales, los primeros apasionados de las mate-
maticas se vieron obligados a admitir la existencia de otra clase de nimeros, ademas de los
niimeros enteros positivos. Ecuaciones tales como #* + 2x + 2 = 0y »* = 6x + 4 daban las

“soluciones” 1+ v/—1 y 3/2+ v/—2 + /2 — v/—2 que causaban consternacién en particu-
lar dentro de la incipiente comunidad de estudiosos de las matematicas porque todos sabian
que no existian nimeros tales como v/~1y /-2, nimeros cuyo cuadrado es negativo. Es-
tos “numeros” solo existen en la imaginacién, o como opiné un filésofo, “lo imaginario,
lo intimo del nifio del misticismo complejo”. Con el tiempo estos “ntiimeros imaginarios”
no desaparecieron, principalmente porque los matematicos, como un grupo, son tenaces
y algunos hasta practicos. Un famoso matemadtico afirmé que, aunque “existen en nuestra
imaginacion... nada nos impide... que se utilicen en los calculos”. Los matemdticos también
odian tirar cosas. Después de todo, atn persistia el recuerdo de que los nimeros negativos
en un primer momento fueron tildados de “ficticios”. El concepto de niimero, evolucioné du-
rante siglos, creciendo el conjunto de los niimeros enteros de s6lo positivos con la inclusion
de los nimeros negativos, los racionales y los niimeros irracionales. Pero en el siglo xviir el
concepto de nimero dio un paso gigantesco en su evolucién cuando el matematico aleman
Carl Friedrich Gauss puso a los asi llamados nameros imaginarios, o nimeros complejos, como
ya se estaban empezando a llamar, en una base légica y consistente al tratarlos como una
extension del sistema de los niimeros reales.

Nuestro objetivo en esta primera seccion es examinar algunas definiciones basicas y la
aritmética de los nimeros complejos.

La unidad imaginaria Adn después de ganar una amplia respetabilidad,
por medio de los trabajos seminales de Carl Friedrich Gauss y del matema-
tico francés Augustin Louis Cauchy, el desafortunado nombre “imaginario”
ha sobrevivido a través de los siglos. El simbolo i se utilizé originalmente
como un disfraz para el nada adecuado simbolo V=1, Ahora decimos que
i es la unidad imaginaria y se define por la propiedad ;- = — . Usando la
unidad imaginaria, construimos un numero general complejo a partir de
dos nmeros reales.

Definicién 1.1.1 Numeros complejos

Un ntimero complejo es cualquier nimero de la forma z = « + i, donde
ay bson nameros reales e i es la unidad imaginaria.

Terminologia Lasnotaciones @ + iby a + bise utilizan indistintamente.
El nimero real @en z= a + ibse llama la parte real de z, el nimero real bse
llama la parte imaginaria de z. Las partes real e imaginaria de un nime-

Nota: La parte imaginaria de z = 4 m  ro complejo z se abrevian Re(z) e Im(z), respectivamente. Por ejemplo,

a1es

Y no

9.

si z =4 — 94, entonces, Re(z) = 4 e Im(z) = —9. Un multiplo constante real
de la unidad imaginaria se llama un nimero imaginario puro. Por ejemplo,
z = 6i es un nimero imaginario puro. Dos nimeros complejos son iguales
si sus correspondientes partes reales e imaginarias son iguales. Puesto que
este sencillo concepto a veces es 1til, se formalizara el dltimo enunciado en
la siguiente definicion.
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Definicién 1.1.2 Igualdad

Los nimeros complejos z; = a, + ib, y 2, = a, + ib, son iguales, z, = Zy,
sie, =a,yb = by,

En términos de los simbolos Re(z) e Im(z), la definicién 1.1.2 establece que
z = zsi Re(z)) = Re(z) e Im(z) = Im(z,).

La totalidad de los niimeros complejos o el conjunto de niimeros com-
plejos normalmente se denota por el simbolo C. Debido a que cualquier
numero real a se puede escribir como z = a + 04, vemos que el conjunto R
de los nimeros reales es un subconjunto de C.

Operaciones aritméticas Los nimeros complejos se pueden sumar,
restar, multiplicar y dividir. Si z; = @, + ib, y 2, = a, + ib,, estas operaciones
se definen como sigue.

Suma: 2 + 2, = (q, + ib) + (a, + ib,) = (q, + a,) + i(b, + b,)

Resta: z — 2, = (g, + ib) = (a, + i) = (a, —a,) + i(h — b,)
Mudltiplicacién: z 2y = (@, + ib,)(a, + ib,)
= a,a, = bb, + i(ba, + ab,)

¢ g z a, +ib

Divisién: -+ =1 a,#0,0b,#0

5 a, + ib, :
aa,+bb,  ba,-ab,

2 2 2 2
a, + b, a, + b,

Las conocidas leyes conmutativa, asociativa y distributiva valen para
niimeros complejos:

. Z1t =20+ 2
Leyes conmutativas:
Z123 = 2221

o 21+ (224 23) = (21 + 22) + 23
Leyes asociativas:

z1(2223) = (2122)23

Ley distributiva: 7zt 2z) = 4z, + 2z

Considerando estas leyes, no hay necesidad de memorizar las definicio-
nes de suma, resta y multiplicacién.

Suma, resta y multiplicacion

(#) Para sumar (o restar) dos niimeros complejos, simplemente sume (o reste) las
correspondientes partes veal e imaginaria.

(#) Para multiplicar dos mimeros complejos, utilice la ley distributiva y el hecho
de quei® = —1,

La definicién de division merece mas elaboracién, y, por tanto, en breve
analizaremos esta operacién con mas detalle.
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EJEMPLO 1 Suma y multiplicacion
Siz) =2+ 4iyz, = —3 + 8i, determine (@) z; + %,y (b) z32,.

Solucién (a) Sumando las partes real e imaginaria, la suma de los dos nime-
ros complejos z, v 2, €s

2z, =(2+4i) + (—-3+8)=(2-3) + (4+8)i=—1+12

(b) Por la ley distributiva e i* = —1, el producto de z, y z, es

22,= (2 + 40)(=3 + 8i) = (2 + 4i)(~3) + (2 + 4i) (8))
= —6— 12i + 16i + 322

(=6 — 32) + (16 —12)i= —38 + 4.

0

Cero yunidad El cero en el sistema de niimeros complejos es el nimero
0 + 04, v la unidad es 1 + 0i. El cero y la unidad se denotan por 0y 1, respec-
tivamente. El cero es la identidad aditiva en el sistema de niimeros comple-
jos ya que, para cualquier nimero complejo z = a + ib, se tiene z + 0 = 2.
Para ver esto, se utiliza la definicion de suma:

4+ 0=(a+ i)+ 0+0)=a+0+i(b+0)=a+ib=-=z

De manera similar, la unidad es la identidad multiplicativa del sistema va
que, para cualquier nimero complejo z, tenemosz- 1 =z (1 + 0i) = =

Conjugado Si z es un nimero complejo, el nimero que se obtiene
al cambiar el signo de su parte imaginaria se llama complejo conjugado, o sim-
plemente conjugado, de zv se denota con el simbolo Z. En otras palabras, si

= a + ih, entonces su conjugado es T = a — ih. Por ejemplo, si z= 6 + 34,
entonces =6 — 37 si z= —5 — {, entonces T = —5H + i Si zes un numero
real, por ejemplo, = = 7, entonces 7 = 7. De las definiciones de la suma y

la resta de numeros complejos, se demuestra facilmente que el conjugado
de la suma v la resta de dos nimeros complejos es la suma y la resta de los
conjugados:

2] +23 =21+ 22, 23— %=

2
(&1
Iy

;. (1)

1 —

Ademas, tenemos las siguientes tres propiedades adicionales:

— == z] Z]
Z1%9 = %129, (7)=T. { (2)

Por supuesto, el conjugado de cualquier suma finita (o producto) de name-
ros complejos es la suma (o producto) de los conjugados.

Las definiciones de suma v multiplicacién muestran que la suma y el
producto de un nitmero complejo z con su conjugado 7 es un numero real:

(]|
Il
(2

:+ZT=(a+ib) + (a— 1) =2a (3)

= (a+ ib)(a—ib) = a? — %% = a® + b (4)

La diferencia de un nimero complejo z con su conjugado 7 es un nimero
imaginario puro:

z—zZ=(at+ib) — (a—ib) = 2ib. (5)
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Ya que a = Re(z) v = Im(z), con las ecuaciones (3) y (5) se obtienen dos
formulas atiles:

z+2Z z—2z
R = Im(z) = g
e(z) 5 y m(z) %

(6)

Sin embargo, (4) es la relacion importante en este analisis ya que permite
utilizar a la division en una forma practica.

Division

Para dividir z, entre z,, multiplique el numerador y el denominador de z, /2, por
el conjugado de z,. Es decir,

= = v
Zg %y Ry ZgZg @)

3y después utilice el hecho de que z,z, es la suma de los cuadrados de las partes
real e imaginaria de z,.

El procedimiento descrito en (7) se muestra en el ejemplo siguiente.

EJEMPLO 2 Divisién

Si = 2 — 3iy =4+ 67, determine %/ %y

Solucién Multiplicamos el numerador y el denominador por el conjugado
Z, = 4 — 6idel denominador z, = 4 + 6iy después utilice (4):

Zy 23t 2-3i4-61 8—12i —12i +18* —10-24¢

2 4+6i A4+6i4-6i 42162 52

Ya que queremos una respuesta en la forma a + &, rescribimos el Gltimo re-
sultado al dividir la parte real e imaginaria del numerador —10 — 24i entre
52 y simplificando los términos:

2 10 24 5 6
g == 28

52 52 26 13 |
=

Inversas En el sistema de niimeros complejos, cada niimero z tiene un
tnico inverso aditivo. Como en el sistema de niimeros reales, el inverso adi-
tivo de z = a + ib es su negativo, —z, donde —z = —a — ib. Para cualquier
namero complejo z, tenemos z + (—z) = 0. Similarmente, cada namero
complejo diferente z de cero tiene un inverso multiplicativo. En simbolos,
para z # 0 existe uno y s6lo un nimero complejo diferente de cero z™" tal
que zz~! = 1. El inverso multiplicativo z~! es igual al reciproco 1/z.

EJEMPLO 3 Reciproco

Determine el reciproco de z = 2 — 3i.



Capitulo 1 Ndmeros complejos y el plano complejo

Solucion Por la definicién de divisién, obtenemos

1 _ 1 1 2+3i _2+43i _ 2+3:
z 2—-33' 2-3i 2+3i 4+9 13 -
La respuesta debe estar en la forma  w Esto €8s, l: =l _2_.+ —_—1
a+ ib z 13 13

Le toma unos segundos comprobar la multiplicacién

T=@2-8)(+3i)=1

Observaciones Comparacion con el andlists real

(i) Muchas de las propiedades del sistema de ntimeros reales R va-
len en el sistema de niimeros complejos C, pero en realidad hay
también algunas notables diferencias. Por ejemplo, el concepto
de orden en el sistema de los niimeros reales no se pasa al sistema de
numeros complejos. En otras palabras, no podemos comparar dos ni-
meros complejos z, = a, + ib, b, # 0,y 2z, = a, + ib,, b, # 0, usando
desigualdades. Enunciados tales como z < z, 0 z, 2 z no tienen
sentido en C, excepto en el caso especial en que los dos nimeros
%, ¥ z, son reales. Vea el problema 55 de los ejercicios 1.1. Por
tanto, si ve un enunciado tal como z = az,, a > 0, estd implicito
en el uso de la desigualdad @ > 0 que el simbolo a representa un
numero real.

(i) Algunas cosas que damos por imposibles en el anélisis real, tal como
¢*= —2ysen x= b cuando x es una variable real, son perfectamente
correctas y comunes en el analisis complejo cuando el simbolo x se
interpreta como variable compleja. Vea el ejemplo 3 de la seccién
4.1y el ejemplo 2 de la secci6n 4.3.

En lo que resta del libro continuaremos indicando otras diferencias
entre el andlisis real y el complejo.

EJERCICIOS 1.1 Las respuestas a los problemas seleccionados con numeracion impar inician en
la pagina RESP-1.

1. Evalie las siguientes potencias de i.
(a) & (b) i
(e) i* (d) %
2. Escriba el niimero dado en la forma a + ib.

(@) 2 — 38 + 5i (b) 8% — it + 7 = 10 - 9

< ) 3 _
(©) E+é 2,[: (d) 2:° + (3) + 577 — 12i
t —t

= 1
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En los problemas 3 a 20 escriba el nimero dado en la forma a + ib.

3. (5—9)+(2— 4i) 4. 3(4—i)— 3(5+ 2i)
5. i(5+T7i) 6. i(4— i)+ 4i(1+ 20)
7. (2-3i)(4 +1) 8 (3-19)(3+35)
1 i
9. 3'£+ 2_.2 10‘ m
T 10 — 5
. 555 12- e
(3 —1)(2 + 3i) (1+4)(1 — 2i)
R = 4 evoa-m)
(5 —4i) — (3 + T4) (4 + 51) + 203
1% @ra -3 18 i
17. (1 —4)(2 —i)(2 + 61) 18, (1414)%(1 —1i)®
19. (3+6i)+(d—)(B+5) + —— 20, (2+30) 2”')2
’ 2—4 ’ 1+2i

En los problemas 21 a 24 utilice el teorema del binomio*

(A+B)" = A" + %A“_IB-l-%A"—sz_F

aln= 1n =25 (= k+1)

J 5 A" kBE 4 .4 B"
donde n=1,2,3, ..., para escribir el nimero dado en la forma a + ib.
2L (2 + 3i)? 22. (1-1i)’
23. (-2 + 2i)° 24. (1+4)°

En los problemas 25 y 26 determine Re(z). e Im(z).

i ] 1
2. 2= (3— i) (2 +3é) 26 = =29+

En los problemas 27 a 30 sea z = x + #y. Exprese la cantidad dada en términos de
Xy ).

27. Re(l/z) 28. Re(z?)
29. Im(2z + 4z — 4i) 30. Im(z* + 2%

En los problemas 31 a 34 sea z = x + iy. Exprese la cantidad dada en términos de
los simbolos Re(z) e Im(z).

31. Re(iz) 32. Im(iz)
33. Im((1 + #)2) 34. Re(z?)

En los problemas 35 y 36 demuestre que los nimeros indicados satisfacen la ecuacion
dada. En cada caso explique por qué se pueden encontrar soluciones adicionales.

; 2 2 : 7 5 s
35. 224i=0,z2; = —% + %:. Determine una solucién adicional, z,,.
36. z'= —4;z =1+ i,z,= —1 + i. Determine dos soluciones adicionales, z, y z,.

*Recuerde que los coeficientes en los desarrollos de (A + B)?, (A + B)?, etcétera, también
q
se pueden obtener usando el tridngulo de Pascal,
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En los problemas 37 a 42 utilice la definicién 1.1.2 para resolver cada ecuacion para

z=a+ ib

37. 2z2=4(2+ 9i) 38; 2z — 327+ FT—61=10

39. 2= 40. > =4z

ﬂ.z+2£:§:é, u.liz=3+m

En los problemas 43 y 44 resuelva el sistema de ecuaciones dado para z, y z,.

43. iz — iz, =2 + 10i 44. iz + (1 +i)z,=1+2i
—z,+ (1 — i)z, =3 — bi @ - i)y + iz, = 4i

Enfocando los conceptos

45,
46.

47,

48.

49.

50.

51.

52,

53.

54.

55.

:Qué podemos decir acerca del ntimero complejo zsi z =27 ;Si (2)? = (2)%

Piense en una solucién alternativa al problema 24. Después, sin realizar un
arduo trabajo, evalie (1 + )*",

Para un entero no negativo n, i" puede ser uno de los cuatro valores: 1, 4, =1,y
—i. En cada uno de los siguientes cuatro casos, exprese el exponente entero n
en términos del simbolo &k, donde k= 0,1, 2, ...

(@) =1 (b) " =i
(€) i"=—1 (d) i" = —i

Existe un procedimiento alternativo al dado en (7). Por ejemplo, el cociente
(5 + 67)/(1 + i) debe expresarse en la forma a + il

Por tanto, 5 + 6i= (1 + i)(a + ib). Utilice este ultimo resultado y la definicién
1.1.2 para determinar el cociente dado. Utilice este método para determinar el
reciproco de 3 — 44

Suponga por el momento que /1 + i tiene sentido en el sistema de nimeros
complejos. Entonces, :como demostraria la validez de la igualdad

VIFi= [+ Ve +iy/-L+1v2?
Suponga que z, y 2, son numeros complejos. :Qué puede decir acercade z, 0 z,
si z;z, = 07

Suponga que el producto z,z, de dos niimeros complejos es una constante real
diferente de cero. Demuestre que z, = kz,, donde k es un niimero real.

Sin hacer mucho trabajo, explique por qué se sigue inmediatamente de (2) y
(3) que z,;z, + Z;z, = 2Re(2 z,).

A los matemiticos les gusta demostrar que ciertas “cosas” en un sistema matema-
tico son tinicas. Por ejemplo, una demostracién de una proposicién tal como “La
unidad en el sistema de los nimeros complejos es inica” por lo general comienza
con la suposicion de que existen dos unidades diferentes, por ejemplo, 1,y 1,y

después se procede a demostrar que esta suposicion conduce a cierta contradic-
cién. De una contradiccién si se supone que existen dos unidades diferentes.

Siga el procedimiento indicado en el problema 53 para demostrar que la pro-
posicion “El cero en el sistema de nimeros complejos es tinico”™

Un sistema numeérico se dice que es un sistema ordenado siempre que éste
contenga un subconjunto P con las siguientes dos propiedades:

Primero, para cualquier mimero x diferente de cero en el sislema, ya sea x 0 —x (pero no
ambos) estd en P.

1
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Segundo, si x y y son mimeros en P, entonces tanto xy como x + y estan en P.

En el sistema de niimeros reales el conjunto Pes el conjunto de ntimeros positivos. En
el sistema de niimeros reales decimos que x es mayor que y, escribiendo x > y, si y sélo
si x — yesta en P. Analice por qué el sistema de niimeros complejos no tiene dicho
subconjunto P. [Sugerencia: Considere iy —i.]

1.2 Plano complejo

Un nimero complejo z = x + iy estd univocamente determinado por un par ordenado de
numeros reales (x, y). La primera y segunda entradas del par ordenado corresponden, a su
vez, con las partes real e imaginaria del niimero complejo. Por ejemplo, el par ordenado
(2, —3) corresponde al nlimero complejo z = 2 — 3i. Inversamente, z= 2 — 3i determina
al par ordenado (2, —3). Los niimeros 7, iy —5i son equivalentes a (7, 0), (0, 1), (0, —5),
respectivamente. De esta forma podemos asociar un nimero complejo z = x + /y con un
punto (x, y) en un plano coordenado.

gjey
)
eje imaginario

Z=X+1y0
________________ -9 (x, _)
ejex
x [§)
eje real

Figura 1.2.1 Plano z

Z=x+iy

Figura 1.2.2 zcomo un vector de posicion

Plano complejo  Debido a la correspondencia entre un niimero com-
plejo z = x + iy y un y sélo un punto (x, y) en un plano coordenado, uti-
lizaremos los términos nimero complejo y punto indistintamente. El plano
coordenado que se muestra en la figura 1.2.1 se llama plano complejo o
simplemente plano z. El eje horizontal o ¢je x se llama eje real ya que cada
punto en dicho eje representa un numero real. El eje vertical o eje y se
llama eje imaginario ya que un punto en dicho eje representa un namero
imaginario puro.

Vectores En otros cursos sin duda ha visto que los niimeros en un par
ordenado de niimeros reales se pueden interpretar como las componentes
de un vector. Asi, un niimero complejo z = x + iy también se puede ver como
un vector de posicion bidimensional, es decir, un vector cuyo punto inicial
es el origen y cuyo punto terminal es el punto (x, y). Vea la figura 1.2.2.
Esta interpretacién vectorial nos indica cémo definir la longitud del vector
zcomo la distancia\/x? + y? del origen al punto (x, y). Esta longitud recibe
un nombre especial.

Definicién 1.2.1 Médulo

El médulo de un namero complejo z= x + iy es el nimero real

= /x2 + 2. (1)

El médulo zde un nimero complejo z también se denomina el valor absoluto
de z. Utilizaremos ambas mddulo y valor absoluio en todo el libro.

EJEMPLO 1 Médulo de un niimero complejo
Si z = 2 — 34 entonces de (1) determinamos el médulo del nimero
como |7 = /22 + (=3)Z = /13. Si z = —9i, entonces con (1) se obtiene

|-9i|= /(=92 = 9. _
M |
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Figura 1.2.3 Suma y diferencia de vectores
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Propiedades Recuerde de (4) de la seccion 1.1 que, para cualquier niime-
ro complejo z = x + iy, el producto ZZ es un nimero real; especificamente,
7 es la suma de los cuadrados de las partes real e imaginaria de z Z = »* +
»2. La inspeccién de (1) muestra entonces que |42 = »* + . Las relaciones

|2]* = 2z % g =AEE (2)

merecen ser guardadas en la memoria. El médulo de un nimero complejo
z tiene las propiedades adicionales,

[z122|=

|z |22 ¥ = (3)

Observe que cuando z = z, = z, la primera propiedad en (3) demuestra que
|2 = | 2]~ (4)

La propiedad {zlz2| = |zll |z2| se puede demostrar usando (2) y se deja como
un ejercicio. Vea el problema 49 en los ejercicios 1.2.

De nuevo distancia La suma de nameros complejos z, = x, + iy, y %, =
% + B dada en la seccién 1.1, cuando se establece en términos de pares
ordenados:

(i) 08 ) = (3 ¥, F %)

es simplemente la definicién de las componentes del vector suma. La inter-
pretacién vectorial de la suma z + z, es el vector que se muestra en la figura
1.2.3(a) como la diagonal principal de un paralelogramo cuyo punto inicial
es el origen y punto terminal es (x, + x,, y; + ),). La diferencia z, — z, se pue-
de obtener ya sea comenzando del punto terminal de z y finalizando en el
punto terminal de z,, 0 como un vector de posicién cuyo punto inicial es
el origen y punto terminal es (x, — x,, y, — 7). Veala figura 1.2.3(b). En el caso
z= 1z, — z, se sigue de (1) y de la figura 1.2.3(b) que la distancia entre dos
puntos z, = x, + iy, y 2, = x, + iy,en el plano complejo es igual a la distancia
entre el origen y el punto (x, = x, y, — »); es decir, |2| = |z2 —z|=|(x,— %)
+ i(y, — )l o

29 — Z1| = v/ (Xe X }2 =\ Pe =¥ _J". (5)

Cuando z; = 0, de nuevo vemos que el moédulo |12| representa la distancia
entre el origen y el punto z,.

EJEMPLO 2 Conjunto de puntos en el plano complejo

Describa el conjunto de puntos z en el plano complejo que satisface que 2]
= ‘z - i ’

Solucién Podemos interpretar la ecuacion dada como igualdad de distan-
cias: la distancia de un punto z al origen iguala la distancia desde zal punto 1.
Geométricamente, esto parece plausible de la figura 1.2.4 que el conjunto de
puntos z se encuentra sobre una recta horizontal. Para establecer esto analiti-
camente, utilizamos (1) y (5) para escribir |z| = |z = i| como:

VR 4y =/x+(y — 1)
2492 =2+ (y - 1)
Xtyi=zt+y -2+ 1
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Con la dltima ecuacién se obtiene y =1. Ya que la igualdad es verdadera
para x arbitraria y y =1, lo cual es la ecuacién de la recta horizontal que se
muestra en color en la figura 1.2.4. Los niimeros complejos que satisfacen |z|
= |z — i| se pueden entonces escribir como z = x + 13.

1

Desigualdades En las observaciones del final de la tltima seccién indi-
camos que no se puede definir ninguna relacién de orden en el sistema de
ntimeros complejos. Sin embargo, ya que |z| es un niimero real, podemos
comparar los valores absolutos de dos niimeros complejos. Por ejemplo, si z,
=F+diyy=b—i entonces|z1| =125 =5y|z| = V26, por tanto, |z1| <
[zgl. En vista de (1), una interpretacién geométrica de la tltima desigualdad
es simple: El punto (3, 4) estd mds cerca del origen que el punto (5, —1).

Ahora considere el tridngulo dado en la figura 1.2.5 con vértices en
el origen, z;,y z, + z,. Sabemos de la geometria que la longitud del lado del
triangulo correspondiente al vector z; + z, no puede ser mayor que la suma
de las longitudes de los dos lados restantes. En simbolos podemos expresar
esta observacion con la desigualdad

:2‘5 % &l (6)

(3

El resultado (6) se conoce como la desigualdad del triangulo. Ahora de la
identidad z; = z, + z, + (—3,), con la ecuacién (6) se obtiene

|z’|| = ‘Z] + ZQ+ (_Zg)l_(: ‘ZI + 22|+ |‘_22|.

Ya que |z2| = l—z2| (vea el problema 47 en los ejercicios 1.2), despejando del
dltimo resultado a |z, + z, se obtiene otra importante desigualdad:

2| = |zg| € |2, + 2,). (7)
Pero ya que z; + z, = z, + 2, la ecuacién (7) se puede escribir en la forma
J

alternativa Izl + z,| = |zf.2 + z1|2 |22| —|z1| = —(]z1| = |z2|) y asi combinada
con el dltimo resultado implica

2} (8)

También se sigue de (6) que sustituyendo z, con —z, se obtiene |:z1 +i(—2,)|
< |z|] + |(—z2)| = |z|| + }zgj. Este resultado es igual a

b~ 2q £ |2 + |2): 9
De (8) con z, sustituida por —z,, también encontramos '
= 1 :*J‘|i"‘ 4T Ll (10)

En conclusion, observamos que la desigualdad del triangulo (6) se extiende
para cualquier suma finita de nimeros complejos:

|2+ 2y + zg + | <]+ |2 + [z + o + 2. (10)

Las desigualdades (6), (8) y (10) serdan importantes cuando trabajemos con
integrales en los capitulos 5 y 6.
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EJEMPLO 3 Una cota superior
-1

Z‘l+312+2 51|Zi= 2.

Determine una cota superior para

Solucién Por el segundo resultado en (3), el valor absoluto de un cociente
es el cociente de los valores absolutos. Asi, con |—1| = 1 queremos determi-
nar un numero real positivo M tal que

T S 7 &
2t +322 49

Para lograr esta tarea queremos que el denominador sea tan pequeno como
sea posible. Puesto que z* + 322 + 2= (2 + 1) (22 + 2) podemos utilizar el
primer resultado en (3) y (8) para escribir

|2+ 822+ 2| = |22+ 1|+ |22 + Q\E‘izgl— 1\ - “z?] — 2 (12)
Usando |2 = 2, la expresion (12) se convierte en
|z% + 822 + 2| > || 22 —ll'_z‘-’ *2‘=|.lz.2 —-l\-“zﬂ—?\
=l4-14-2
= 6.
Por tanto para |z| = 2 tenemos
w S 1 <1
2P+ 32%+2 |z4+312+2 6
J

Observaciones

Hemos visto que la desigualdad del triangulo |z] Fagls |z, + |22| indica
que la longitud del vector z, + z, no puede ser mayor que la suma de las
longitudes de cada uno de los vectores z, y z,. Pero los resultados dados
en (3) son interesantes. El producto z,z, y el cociente 2,/ 24,(24 # 0), son
nameros complejos y también son vectores en el plano complejo. Las
igualdades |z1z2| = [zlh z2| y |z1/z2] = \zl |/|z2| indican que las longitudes de
los vectores z,z, y 7/, son exactamente iguales al producto y al cociente
de las longitudes, de cada uno de los vectores z, y z, respectivamente.

EJERCICIOS 1.2 ras respuestas a los problemas seleccionados con numeracion impar inician
en la pagina RESP-2. .

En los problemas 1 a 4 interprete z, vz, como vectores, Trace la grafica z,, z,, y la
suma v diferencia indicadas como vectores.

Loozy =4+ 24 2,=—-2+56z + 252 — 2y

2.y =l-dzy=l+igt2,2— %

3. Z = 5+ 41, 2y = —34; 3:1 + ;')7_2, = 2:9

4, n,=4—3i,z,=-2+ Bt %%y kg, B — Xy

5. Dado que z, =5 — 2iyz, = —1 — i, determine un vector z, en la misma direc-

cioén que z, + z,, pero cuatro veces mas largo.
1 2
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6. (a) Dibuje los puntos z; = =2 — 8i, z, = 3i, z, = —6 — bi.

(b) Los puntos en el inciso (a) determinan un tridngulo con vértices en z,, z, ¥
z,, respectivamente., Exprese cada lado del tridngulo como una diferencia
de vectores.

7. En el problema 6, determine si los puntos z,, z, y z, son los vértices de un trian-
gulo rectangulo.

8. Lostres puntos z; = 1 + 5i, z, = —4 — 4, z, = 3 + ison los vértices de un trian-
gulo. Determine la longitud de la mediana de z, al lado de z, — z,.

En los problemas 9 a 12 determine el médulo del namero complejo dado.

9. (1—i)? 10. i(2-i)-4(1+1i)
B = 13, 12t =
3—4i 1+i 1-i

En los problemas 13 y 14 sea = = x + iy. Exprese la cantidad dada en términos de x
¥y
13. [z—1—3i* 14. |z + 5%

En los problemas 15 y 16 determine cual de los dos niimeros complejos dados esta
mas cerca del origen. ;Cual estd mas cercade 1 + &2

15. 10 + 8i, 11 — 6i 16, = =S4 2+
t i 2 4£3 6?

En los problemas 17 a 26 describa el conjunto de puntos z en el plano complejo que
satisfaga la ecuacion dada.

17. Re((1 +z—1)=0 18. [Im(iz)]?=2

19. !;:"i;=|z—1| 20, 7=z

21 Im(:?) =2 22. Re(z?) =|v3 — i
28, |z—-1|=1 24, [z —i|=2]z-1
25. |z— 2/=Re(z) 26. |z| = Re(2)

En los problemas 27 y 28 establezca la desigualdad simultanea dada.

27. Si|z =2, entonces 8 < |z + 6+ 8i < 12,

28. Silz/ =1, entonces 2 < |22 — 3| < 4.

29. Determine una cota superior para el modulo de 3z + 2z + 1si [z‘ =1

30. Determine una cota superior e inferior para el reciproco del médulo de z* —
522 + 6si |z = 2. [Sugerencia: z* — 522 + 6 = (22 — 3)(z* — 2).]

En los problemas 31 v 32 determine un numero z que satisface la ecuacién dada.

31. |z|—z=2+i 32, [z[2+1+12i=62

Enfocando los conceptos

33. (a) Dibuje el par de puntos z= a + iby z = a — iben el plano complejo si z =
0.6>0;a>0,b<0; a<0,0>0;ya<0,56<0.

(b) En general, ;como se podria describir geométricamente la relacion entre
un nimero complejo = a + iby su conjugado z = a — il?

(c) Describa geométricamente la relacion entre 2= a + iby z; = —a + ib.

34. :Como podria describir geométricamente la relacién entre un niimero com-
plejo diferente de cero z= a + iby su

(a) negativo, — z7

(b) inverso, 2717 [Sugerencia: 1.ea nuevamente el problema 33 y después recuerde
que z 7' =7%/]z|%]
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35. Considere los niimeros complejos o=t e e =i g = —Ri— 0 2 =

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,

45.
46.

47.

48.

49.

50.

3 =51
(a) Utilice cuatro diferentes bosquejos para dibujar los cuatro pares de puntos
25 8245 Zoy T Zgy 129 ¥ 2Ty 12,

{(b) En general, ;:como podria describir geométricamente el efecto de multipli-
car un niimero complejo z = x + iy por i? ;Por —i?

¢Cudl es el Ginico nimero complejo con médulo 07
¢Bajo qué circunstancias |z] + z2| = |zi| + |z;2|?
Usando la variable compleja z, determine una ecuacién de una circunferencia

en el plano complejo de radio 5 centrado en 3 — 64. [Sugerencia: Utilice la ecua-
cion (5)].

Describa el conjunto de puntos z en el plano complejo que satisfacen z = cos
+ isen 6, donde 6 se mide en radianes a partir del eje positivo x.

Usando la variable compleja z, determine una ecuacién de una elipse en el
plano complejo con focos en —2 + iy 2 + 7 cuyo eje mayor es de 8 unidades de
longitud.

Suponga que z = x + #y. En la ecuacion (6) de la seccion 1.1 vimos que xy yse
podian expresar en términos de zy z. Utilice estos resultados para expresar las
siguientes ecuaciones cartesianas en forma compleja.

(a) x=3 (b) y=10
(c) y=x (d) x+ 2y=28

Usando notacion compleja, determine una ecuacion paramétrica del segmen-
to de recta entre cualesquier dos niimeros complejos distintos z, y z, en el plano
complejo.

Suponga que z, z, ¥ z, son tres puntos distintos en el plano complejo y kes un
niimero real. Interprete geométricamente a z, — z, = k(z, — z,).

Suponga que z, # z,. Interprete geométricamente a Re(z,z,) = 0 en términos
de los vectores z, y z,.

Suponga que w = % /z. Sin hacer ningtin célculo, explique por qué |w| = 1.

Sin hacer ningiin calculo, explique por qué las desigualdades |Re(z)| < |z|y
|Im(z)| < |z| valen para todos los niimeros complejos z.

Demuestre que
@ |2| =]~ (B) [2] =z,
Para cualesquier dos niimeros complejos z, y z,, demuestre que

lzl + 22‘2 + izl = zﬂ,|2 — 2(}zl|2 + |22|2).

= |z
[z2| en (3). Por el primer resultado en (2) podemos escribir \ z]z._,|9 = (z,2,) (z;2,).
Ahora utilice la primera propiedad en (2) de la seccién 1.1 para continuar la
demostracion.

En este problema empezamos demostrando la primera propiedad |;:E:z2

En este problema lo guiaremos a través de una demostracion analitica de la
desigualdad del tridangulo (6).

Puesto que |z, + z,|y|z,| + |2,/ son nimeros positivos reales, tenemos
que |z, + z,| = [z,| + |z,| si y s6losi |z, + 2,2 = (|z,]| + |,])% Por lo que, es sufi-
ciente demostrar que ‘zl + 12I2 = (|zl| + [zgl)g.

(a) Explique por qué |z, + z,/2 =|z|2 + 2Re(z,Z,) + |z,|
(b) Explique por qué (|z,| + |2,))2 = |z |2 + 2| z,7,| + |22

(c) Utilice los incisos (a) y (b) junto con los resultados del problema 46 para
deducir (6).

M

b i ]
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1.3 Forma polar de nimeros complejos

Recuerde del calculo que un punto Pen el plano cuyas coordenadas rectangulares son (x, y)
se puede describir también en términos de coordenadas polares. El sistema de coordenadas
polares, inventado por Isaac Newton, consiste de un punto Ollamado pole, y de una semirrecta
que sale del polo llamada eje polar. Si res una distancia dirigida del polo a Py 6 es un angulo de
inclinacion (en radianes) medido del eje polar a la recta OP, entonces el punto se puede descri-
bir con el par ordenado (7, 8), llamado coordenadas polares de P. Vea la figura 1.3.1.

P(r, )

\\9

polo eje
polar

Figura 1.3.1 Coordenadas polares

e

(r. 9 o(xy)
]
' i
. |
| ] y=rsenf
i
%8 |
S ] %
x=rcos@ gje
polar

Figura 1.3.2 Coordenadas polares en el
plzno complejo

Sea cuidadoso cuando use tan™'(y/x) -

|
("]

.ﬂl;‘l

YRR

Figura 1.3.3 arg(—v/3 —i)

Forma polar Suponga, como se muestra en la figura 1.3.2, que un sis-
tema coordenado polar esta sobrepuesto en el plano complejo con el eje
polar coincidiendo con el eje positivo xy el polo O en el origen. Entonces
%, y, v y 8 estan relacionadas por x = rcos 8, y = rsen 6. Estas ecuaciones nos
permiten expresar un nimero complejo diferente de cero z = x + i como
z= (rcos @)+ i(rsen 6) o

z =y (cos @+ isen B). (1)

Decimos que (1) es la forma polar o representacién polar del nimero com-
plejo z De nuevo, de la figura 1.3.2 vemos que la coordenada r se puede
interpretar como la distancia del origen al punto (x, y). En otras palabras,
adoptamos la convencién de que r nunca es negativa,* por lo que podemos
considerar a rcomo el médulo de z, que es, » = |z|. El angulo 6 de inclina-
cién del vector z, que siempre se medird en radianes del eje real positivo, es
positivo cuando se mide en contra del sentido del reloj y negativo cuando se
mide en el sentido del reloj. El dngulo 0 se llama argumento de zy se denota
con ¢ = arg(z). Un argumento 6 de un nimero complejo debe satisfacer las
ecuaciones cos 8 = x/r y sen # = y/x Un argumento de un numero complejo
zno es 1inico, ya que cos @ v sen 8 tienen periodo 2; en otras palabras, si
6, es un argumento de z, entonces necesariamente los angulos 90 * 27, 6,
% 47.... son también argumentos de z. En la prictica utilizamos tan 6 = y/x
para determinar 6. Sin embargo, ya que tan 8 tiene periodo 7, se debe tener
cierto cuidado al usar la Gltima ecuaciéon. Una calculadora dara s6lo angulos
que satisfacen —m/2 < tan"'(y/x) < /2, estos son angulos en el primery
cuarto cuadrantes. Hemos elegido 6 consistentemente con el cuadrante en
el que se localiza z esto puede requerir sumar o restar 7 a tan~'(y/x) cuan-
do sea apropiado. El siguiente ejemplo muestra como se hace esto.

EJEMPLO 1 Un nimero complejo en forma polar

Exprese —+/3 — i en forma polar.

Solucién Con x = —/3 y y = —1 obtenemos r = |z| = \/(—\/g)z + (—1)2
=2 Ahora y/x = —1/(—+/3) = 1/V/3, yasi una calculadora da tan™" (1/v/3)
= m/6, que es un angulo cuyo lado terminal esti en el primer cuadrante.
Pero ya que el punto —v/3 — I se encuentra en el tercer cuadrante, tomamos
la solucién de tan @ = —1/(—\/§) = 1/v/3 como 6 = arg(z) = w/6 + m =
7 /6. Vea la figura 1.3.3. Se sigue de (1) que una forma polar del nimero es

7T . T
z—2<cos€+asen€>. (2)

o

*En general, en la descripcion polar (s 8) de un punto Pen el plano cartesiano, podemos
tenerr=> 0o r< 0.
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-1
[
a~|;-4

Arg(z) =-51/6

z=-y3-i

Figura 1.3.4 Algunos argumentos de i Figura 1.3.5 Argumento principal

z=—v3 -1

Argumento principal El simbolo arg(z) representa un conjunto de va-
lores, pero la eleccion de un argumento € de un nimero complejo que se
encuentra en el intervalo —7 < § < 7 se llama valor principal del arg(z) o
argumento principal de z. El argumento principal de z es wnicoy se represen-
ta con el simbolo Arg(z), esto es,

— < Arg(z) <.

Por ejemplo, si z = i, vemos en la figura 1.3.4 que algunos valores de arg(i)
son 7/2, bw/2, —3m/2, v asi sucesivamente, pero Arg(i) = /2. Similar-
mente, vemos de la figura 1.3.5 que el argumento de —v/3 — i que se en-

cuentra en el intervalo (=, 7], el argumento principal de z, es Arg(z) =

5
m/6— 7= —g . Usando Arg(z) podemos expresar el niumero complejo en

(2) en forma polar alternativa:

_2 _5_1T _|_‘ _5_“”-
zZ= CcOS 6 es?n 6 :

En general, arg(z) y Arg(z) estan relacionados por
arg(z) = Arg(z) + 2nm, n=0, =£1, *2,... (3)

Por ejemplo, arg(i)=%+‘_)mr . Para las elecciones n =0y n= — 1, (8) da

arg(i) = Arg(2) = w/2vyarg(i) = — 37 /2, respectivamente.

Multiplicacion y Division La forma polar de un nimero complejo es
especialmente conveniente cuando multiplicamos o dividimos dos niimeros
complejos. Suponga

z,=r/(cosf, + isend) y 2, = ry(cos B, + isen 6,),

1
donde 6, v 8, son argumentos cualesquier de z, y z,, respectivamente.
Entonces

z,z,= 1, 1,[cos B, cos B, — sen 6, sen 6, + i (sen B, cos B, + cos B, sen 6,)] (4)
v, para z, # 0,

e P85 % [cos B, cos B, + sen 6, sen 6, + i(sen 6, cos 6, — cos 6, sen 6,1 (5)

& :

"
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Usando las formulas de suma* para el coseno y el seno, (4) y (5) se pueden
rescribir como

2,2, = 11,[cos(8, + 8,) + isen(8, + 6,)] (6)

y z
L1 h os(f, — 6,) + isen(d, — 6,)]. (7)
T B & :
Examinando las expresiones en (6) y (7) y la figura 1.3.6 se encuentra que las
longitudes de los dos vectores z,z, y z,/z, son el producto de las longitudes de
z, yde z, y del cociente de las Iongltudes dez yz, 1espect1vamen te. Vea (8) de
la seccion 1.2. Ademds, los argumentos de zz, v z,/z, estan dados por

arg(z,z,) = arg(z,) + arg(z,) y arg (—'—) = arg(z) — arg(z,). (8)

E_]EMPLO 2 Argumento de un producto y de un cociente

Acabamos de ver que para z; = iy zp = V3 —iel Arg(z) = m/2yArg(z,)
= —5m/6, respectivamente. Por lo que los argumentos para el producto y
cociente

2122=i(—\/§—?l)=1—\/§f v i S S
se puede obtener de (8):

™ b T 2 T 5w 47
arg(zlzg)=§+ ~ 6 =‘—'§ y arg =)=%5" Y =‘§,—.

Valores adicionales de arg(z,z,) v arg(z/z,) se pueden encontrar al sumar
multiplos enteros de 27 a = /3 0 47 /3, respectivamente. -

Potencias enteras de z Podemos determinar potencias enteras de un
numero complejo zde los resultados en (6) v (7). Por ejemplo, si z= r{cos §
+ isen ), entonces con z, = z, = z, en (6) se obtiene

=% [cos( + 8) + isen(d + )] = r*(cos 20 + isen 26).
Ya que 2’ = 2%, entonces se tiene que
=1 (cos 36 + isen 36),

v asi sucesivamente. Ademas, si tomamos arg(1) = 0, entonces de (7) se

obtiene
z_i'—“l ~[cos(0—0)+isen(0—8)]=r"[cos(—8) +isen(—6)].
%

Continuando de esta forma, obtenemos una férmula para la n-ésima poten-
cia de z para cualquier entero n:

"= r"(cos nf + isen nb). (9

Cuando n = 0, obtenemos el conocido resultado 2" = 1.

*cos(A £ B) = cos Acos BF sen Asen Bysen(A * B) = sen A cos B+ cos Asen B
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EJEMPLO 3 Potencia de un niimero complejo
Calcule 2’ para z = /B
Solucion En (2) del ejemplo 1 vimos que un forma polar del nimero dado

es z=2[cos (7w/6) + isen (7mw/6)]. Usando (9) conr=2,0 =Tm/6.yn=3
obtenemos

3
(—\/5 - z') = 23[(:05 (S%T) + isen(?;%r-)]= 8[(:057%r - isen%] = —8i

ya que cos(77/2) = 0y sen(7m/2) = —1. .l

Observe en el ejemplo 3, si también queremos el valor de z73, entonces
procederiamos en dos maneras: ya sea determinamos el reciproco de z* =
— 8i o utilizamos (9) con n = —3.

Formula de De Moivre Cuando z= cos # + isen 6, tenemos |z| = r=1,
y asi de (9) se obtiene

(cos 8 + isen #)" = cos nf + isen nb, (10)
Este tltimo resultado se conoce como férmula de De Moivre y es ttil en la

deduccién de ciertas identidades trigonométricas que implican cos nf y
sen nf. Vea los problemas 33 y 34 de los ejercicios 1.3.

EJEMPLO 4 Férmula de De Moivre
De (10), con 6 = 7/6, cos® = v/3/2, ysen 8 = 1/2:

(ﬁ + lz')s = cos 380 + isen 36 = cos (3- E) + isen (3- E)
2 2 ' 6 6

7T+. m .
=cos— +isen— =i
2 2

Observaciones Comparacion con el andlisis real

(i) Observe en el ejemplo 2 que, aunque usemos los argumentos prin-
cipales de z, y z, que, arg(z,/z) = 4m/3 # Arg(z/%). Si bien (8)
es verdadera para cualquier argumento de z, y z, en general, no es
cierto que Arg(zz,) = Arg(z) + Arg(z,) y Arg(z /z,) = Arg(z) —
Arg(z,). Vea los problemas 37 y 38 de los ejercicios 1.3.

(i) Se puede asignar un argumento a cualquier niimero complejo z di-
Jerente de cero. Sin embargo, para z = 0, arg(z) no se puede definir en
una forma significativa.
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(#i1) Si tomamos arg(z) del intervalo (—m, 7], la relacion entre un ni-
mero complejo z y su argumento es univaluada; esto es, cdda
nimero complejo diferente de cero tiene precisamente un angulo
en (—, 7]. Pero no existe nada especial en el intervalo (—, 7],
también establecemos una relacion univaluada al usar el intervalo
(0, 27r] para definir el valor principal del argumento de z. Para el
intervalo (—1r, 7], el eje real negativo es analogo a un barrera que
acordamos no cruzar; el nombre técnico de esta barrera es un corte
de rama. Si utilizamos (0, 27], el corte de rama es €l eje real positivo.
El concepto de corte de rama es importante y se examinara con gran
detalle cuando estudiemos funciones en los capitulos 2 y 4.

(iv) La parte “coseno iseno” de la forma polar de un niimero complejo
algunas veces se abrevia cis. Es decir,

z2=r(cosf + isen ) = rcis 6.

Esta notacién usada principalmente en ingenieria, no la usaremos
en este libro.

EJERCICIOS 1.3  Las respuestas a los problemas seleccionados con nuwmeracicn impar ini-
cian en la pagina RESP-2.

En los problemas 1 a 10 escriba el niimero complejo dado en la forma polar usando
primero un argumento 6 # Arg(z), y después usando 8 = Arg(z).

1. 2 2. —10
3., 8§ 4. 6i
5.1+ 6. 5—5i
—V3+i 8. —2—9/3i
3 - 12
9, 10, ———
1+ V3 +i

En los problemas 11 y 12 utilice un calculadora para escribir el niimero complejo
dado primero en forma polar usando un argumento 8 # Arg(z), y después usando

8 = Arg(z).
—V2+VTi 12, —12—5i
En los problemas 13 y 14 escriba el niimero complejo cuyas coordenadas polares
(r, ) estan dadas en la forma a + 4. Si es necesario utilice una calculadora.
13. 4, —57/3) 14. (2,9

En los problemas 15 a 18 escriba el niimero complejo cuya forma polar esta dada en
la forma a + ib. Si es necesario utilice una calculadora.

7 T 117 117
15. z=5(cosg+isen%r) 16. z=8sf§(cosT+isenT)
17. z=6(cos7—7+isen E) 18. z= 10(cosg+isen?—j)

8 8 i 3]

En los problemas 19 y 20 utilice (6) y (7) para determinar zjz, y z,/z,. Escriba el
nimero en la forma a + ib.

19, z;, =2 (cosg 4 iseng). 20 = 4 (cos?%” + isen’%r)

T, T T
20. z;, = \@(COSE+‘SE”1)’ zg = ﬂ(cmﬁ + zsenﬁ)
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En los problemas 21 a 24 escriba cada nimero complejo en forma polar. Después
utilice ya sea (6) o (7) para obtener la forma polar del niimero dado. Finalmente,
escriba la forma polar en la forma a + ib.

21. (3—3i) (5 + 5v/30) 22, (4 + 4H(—1+2)

—i /6i
93, —_ 24, Y2+ V6

1+i -1+ /3i
En los problemas 25 a 30 utilice (9) para calcular las potencias indicadas.
95. (1++/3i) 26. (2 — 2ip
27, (L+1i)" 28, (—v2+ V6i)!

/o o /3 wy112 3 or . 27\]°

L s— +ivV2sen - i §— tisen—

29 [( 2c058 + iV 2sen 8)} 30 { (Cos g T iseng ﬂ

En los problemas 31 y 32 escriba en forma polar el niimero complejo dado v despucs
en la forma a + ib.

7 oy 12 T ™ 5
31. (cos%+isen§) [2(cos%+riseng)]

8 coss—?T + z'sengjf- I
8 8

[2 (cos -1% - isen{—?ﬁ)} v

32,

33. Utilice la férmula de De Moivre (10) con n = 2 para determinar identidades
trigonométricas para cos 260 v sen 26.

34. Utilice la férmula de De Moivre (10) con n = 3 para determinar identidades
trigonomeétricas para cos 38 y sen 30.

En los problemas 35 v 36 determine un entero positivo n para el que valga la igualdad.

— n - - n
3. (@ +}i) =-1 36. (ﬁ\fT’-’Jr#;) =1
37. Para los nimeros complejos z; = =1 v z, ="5i, compruebe que:

(a) Arg(zz,) # Arg(z) + Arg(z,)
(b) Arg(—z,/z)) = Arg(—z,)— Arg(z,).

38. Paralos nimeros complejos dados en el problema 37, compruebe que:
(a) arg(z,z,) = arg(z)) + arg(z,)

(b) arg(—z2,/z)) = arg(—z,) — arg(z,).

Enfocando los conceptos

39. Suponga que z = r(cos@ + isenf). Describa geométricamente el efecto de
multiplicar z por un namero complejo de la forma z, = cos & + isen @, cuando
a > 0y cuando a < 0.

40. Suponga z= cos 6 + isen 6. Si n es un entero, evaltie 2" + 2"y 2" — 7",
41. Escriba una ecuacién que relacione a arg(z) con arg(l/z), z # 0.

42. :Hay algun caso especial en el que Arg(z,z,) = Arg(z,) + Arg(z,)? Pruebe sus
afirmaciones.

43. :Como estan relacionados los niimeros complejos z, y z, si arg(z,) = arg(z,)?

44. Describa el conjunto de puntos z en el plano complejo que satisfacen que arg(z)
= /4.
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45. La estudiante A establece que, aunque no puede encontrar esto en el libro,
piensa que arg(z) = —arg(z). Por ejemplo, dice, si z= 1 + i, entonces z = 1

. _ T ) . :
=i, yarg(z) = w/4yargz) = e El estudiante B no estid de acuerdo, ya que
siente que tiene un contraejemplo: Si z = 4, entonces z = —i; podemos tomar

arg(i) = w/2yarg(—i) = 3w/2,y asi arg(i) # —arg(—i). Tome partido y defien-
da su posicién.

46. Suponga que z,, z, y 2,2, son niimeros complejos en el primer cuadrante y que
los puntosz=0, z=1, z, zy, ¥ 2,2, €stdn etiquetadas por O, A, B, Cy D, respec-
tivamente. Estudie la formula en (6) y después analice cémo estan relacionados
los tridngulos OABy OCD.

47. Suponga que z, = r,(cos B_] + isen 8)) y z, = r,(cos 8, + isefl 6,). Si z; = z,, en-
tonces, ¢como estan relacionados r, y r,? :Cémo estén relacionados 8, y 6,2

48. Suponga que z, estd en el primer cuadrante. Para cada z, analice el cuadrante

en el que se pudiera ubicar zz,.
1, V3 V3 1,
(a) z9 5 ) i (b) zo 9 2:
(c) zg = —i (d) zo = —1
49. (a) Para z # 1, compruebe la identidad
— L
l+z+z8 4+ +7" = Sl o0
1-=z

(b) Utilice el inciso (a) y los resultados adecuados de esta seccién para estable-
cer que

1 sen(n+1)8
1+cos@+c0os20+ -+ cosnb = —+ ————

2sen50
para 0 < 8 < 2. El resultado anterior se conoce como identidad de La-
grange y es 1til en la teoria de series de Fourier.

50. Suponga que z;, z,, z; ¥ z, son cuatro niimeros complejos distintos. Interprete

geométricamente:
o zZ] — Zg _ m
g 23 — 24 2°

1.4 Potencias y raices

Recuerde del dlgebra que —2y 2 se dice que son raices cuadradas del niimero 4, ya que (—2)?
= 4y (2)? = 4. En otras palabras, las dos raices cuadradas de 4 son soluciones distintas de
la ecuacién w? = 4. De igual manera decimos que w = 3 es una raiz ciibica de 27 pues w’ =
8% = 27. Esta tiltima ecuacion nos indica de nuevo la direccién de las variables complejas, ya
que cualquier niimero real tiene sélo una raiz cabica real'y dos raices complejas. En general,
decimos que un nimero w es una n-ésima raiz de un nimero complejo diferente de cero
zsi w" = z, donde n es un entero positivo. Por ejemplo, le pedimos que compruebe que
w = %\/5 5 % 2iywy = —~’2~ = ;—\@i son las dos raices cuadradas del niimero complejo
z=iyaque wi=iywl=i. Veael problema 39 en los ejercicios 1.1.
Ahora demostraremos que existen exactamente 7 soluciones de la ecuaciéon w” = z.

Raices Supongaque z= r(cosf + isen f) y w= p(cos ¢ + isen ¢) son formas
polares de los nimeros complejos zy w. Entonces, usando (9) de la seccion 1.3,
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la ecuacion " = zsera
p"(cos ng + isen ngp) = r(cos 8 + isen 6). (D
De (1) podemos concluir que

= o (@)

cos ng + isen ngp = cos B + isen 6. (3)

Vea el problema 47 en los ejercicios 1.3.

De (2), definimos p = {/7 es la Gnica raiz n-ésima positiva del niimero
positivo real . De (3), la definicién de la igualdad de dos niimeros comple-
jos implica que

cos np = cosf y sen nd =sen d.

Estas igualdades, a su vez, indican que los argumentos 6 y ¢ estan relaciona-
dos por n¢ = 6 + 2k, donde k es un entero. Por lo que, =

0+ 2km
b= :
n
Como k toma los valores enteros sucesivos k=0, 1,2, ..., n — 1 obtenemos

nraices n-ésimas distintas de z estas raices tienen el mismo médulo /7 pero
argumentos diferentes. Observe que para k = n obtenemos las mismas rai-
ces ya que el seno y coseno tienen periodos 277. Para ver por qué esto es asi,
suponga que k= n + m, donde m = 0, 1, 2,.... Entonces o=

qb=9+2(n+-m)1r=9+2m7r
n n

f + 2mm 6 + 2mm
y sen ¢ = sen =— i cosd = cos —)

Resumimos este resultado. Las n raices n-ésima de un niimero complejo z =
r(cos 8 + isen 8) diferente de cero estan dadas por

+ 2m

— (6 +2kr O+2 k"
wp = Yr c'm( — ) =4 svn( )J (4)
T i

donde k=10, 1,2,...,n— 1.

EJEMPLO 1 Raices cibicas de un niimero complejo

Determine las tres raices ciibicas de z = i.

Solucién Considere que estamos bésicamente resolviendo la ecuacion w® = .
Ahora con r= 1, § = arg(i) = /2, una forma polar del niimero dado estd
dado por z= cos(m/2) + isen(m/2). De (4), con n = 3, entonces obtenemos

s * .
wy = V1 {cos (@r) + zsen(ﬁg—zﬁr)] , k=0,1,2

Por tanto, las tres raices son

T T V3 1 —
k= = -+ - = —+ =1 -
0, wy = cos 6 ;sena 9 21 :

A B V3 o1
k= = _.+' —_—=—— 4 —
1, wy =cos 5 isen 5 2 2:

3
k=2, w2=cos§+isen?ﬁ=—i.
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Raiz n-ésima principal En la pagina 15 indicamos que el simbolo arg(z)
realmente se establece para un conjunto de argumentos para un niimero
complejo z. Enunciando de otra manera, para un niimero complejo dado
z # 0, arg(z) es infinitamente-valuada. De manera parecida, z1/” es nvaluada;
es decir, el simbolo 2/" representa el conjunto de n raices n-ésimas w, de z.
La wnicaraiz de un nimero complejo z (obtenido al usar el valor principal
de arg(z) con k= 0) naturalmente se refiere como la n-ésima raiz princi-
pal de w. En el ejemplo 1, ya que Arg(i) = /2, vemos que wy = $v/3+1i
es la raiz cibica principal de i. La eleccién de 8 = Arg(z) y k = O nos ga-
rantiza que cuando z es un nimero positivo real 7 la n-ésima raiz principal
es 7.

Ya que las raices dadas en (4) tienen el mismo médulo, las n raices
n-é€simas de un nimero complejo diferente de cero z se encuentra en una
circunferencia de radio {/r centrado en el origen en el plano complejo.
Ademds, ya que la diferencia entre los argumentos de cualesquiera dos
raices sucesivas w,y w,,, es 2/n, las nraices n-ésimas de z estan igualmente
espaciadas en esta circunferencia, empezando con la raiz cuyo argumento
es 6/n. La figura 1.4.1 muestra las tres raices cibicas de i obtenidas en el
ejemplo 1 espaciadas en intervalos angulares iguales de 27/3 en la circun-
ferencia de un circulo unitario iniciando con la raiz w, cuyo argumento
es 77/6.

Como muestra el siguiente ejemplo, las raices de un niimero complejo
no tienen que ser nimeros “agradables” como en el ejemplo 1.

EJEMPLO 2 Raices cuartas de un nimero complejo

Determine las cuatro raices cuartas de z= 1 + i.

Solucién En este caso, r = /2 y & = arg(z) = w/4. De (4) con n = 4,
obtenemos

v 4+
wy = Vé[cos (&4%3) + isen(wﬂ, k=901, 2 5

Con la ayuda de una calculadora determinamos

b=0, wy=3Y3 cosfl+ fseni };:,1.0696+0.2127i

16 16
5 9 97 )
k=1 w =v2|cos— + isen— | ~ —0.2127 + 1.0696;
16 16 .
k=2 w =2 cos% + isen l—fg] = —1.0696 — 0.2127:

16 16

| 5
k=3 ws=142 c052—'Jrr + isen 25ﬂ:r ~ 0.2127 — 1.0696:.

Como se muestra en la figura 1.4.2, las cuatro raices se encuentran en una
circunferencia de radio r = ¥/2 ~1.09 centrada en el origen y estan espacia-
das a iguales intervalos angulares de 27/4 = 7/2 radianes, comenzando
con la raiz cuyo argumento es 7/16. Ya que = Arg(z) = /4, la cuarta raiz
principal es w,. J
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Observaciones Comparacién con el andlisis real

(/) Como una consecuencia de (4), podemos decir que el sistema de ni-
meros complejos es cerrado bajo la operacion de extraccién de raices.
Esto significa que para cualquier z en C, /" esta también en C. El
sistema de nimeros reales no tiene una propiedad de cerradura si-
milar, ya que si xestd en R, x1/" no estd necesariamente en R.

(i) Geométricamente, las n raices n-ésimas de un niimero complejo z
se pueden también interpretar como los vértices de un poligono re-
gular con n lados que esti inscrito dentro de un circulo de radio {/7
centrado en el origen. Puede ver la viabilidad de este hecho al exa-
minar de nuevo las figuras 1.4.1 y 1.4.2. Vea el problema 19 en los
ejercicios 1.4.

(#¢) Cuando my nson enteros positivos con factores no comunes, enton-
ces (4) nos permite definir una potencia racional de z es decir, 2™,
Se puede demostrar que el conjunto de valores (2!/")™ es igual que el
conjunto de valores (z")!/". Este conjunto de » valores comunes estd
definido como 2" Vea los problemas 25 y 26 de los ejercicios 1.4.

EJERCICIOS 1.4  Las respuestas a los problemas seleccionados con numeracion impar ini-

cian en la pagina RESP-2.
En los problemas 1 a 14 use (4) para calcular todas las raices. Obtenga la n-ésima
raiz principal en cada caso. Ubique las raices w,, w,, ..., w, _,, €n una circunferen-
cia adecuada centrada en el origen.

1. (8 2. (=1

3. (—9)2 4. (—125)1/3

5. ()2 6. (—i)3

7. (=1 + )3 8. (1+ i3

9. (—1+3i)1/2 10. (-1-— V3

11. (3 + 42 12. (5 + 12i)'/2

(#25)" (%)
13, T+ 14. 3+

15. (a) Compruebe que (4 + 31)? =7 + 244,

(b) Use el inciso (a) para encontrar los dos valores de (7 + 24)"/2,
16. Trabaje nuevamente el problema 15 usando (4).
17. Determine todas las soluciones de la ecuacion z* + 1 = 0.

18. Use el hecho de que 8i = (2 + 2i)? para determinar todas las soluciones de la
ecuacion

z2 — Bz + 16 = 8i,
Las n raices n-ésimas distintas de la unidad son soluciones de la ecuacién w" = 1.
Los problemas 19 al 24 tratan con las raices de la unidad.

19. (a) Demuestre que las raices n-ésimas de la unidad estdn dadas por

(1)]/'1 =COS'2—%7£ +i5€n2k%. Rk=01,2...,n—1.
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Figura 1.4.3 Figura para el problema 27
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(b) Determine las raices n-ésimas de la unidad paran=3, n=4yn=>5,

(c¢) Con cuidado trace las raices de la unidad encontradas en el inciso (b).
Dibuje los poligonos regulares formados con las raices como vértices. [Su-
gerencia: Vea (if) en las Observaciones].

20. Suponga que wes una raiz cubica de la unidad correspondiente a k= 1. Vea el
problema 19(a).

(a) ¢Como estdn relacionadas wy w?s

(b) Compruebe por calculo directo que
l+w+w?=0,

(c) Explique c6mo el resultado del inciso (b) es consecuencia de la definicion
basica de que wes una raiz cubica de 1, es decir, w* = 1. [Sugerencia: Factorice].

21. Parauna = fija, si tomamos k= 1 en el problema 19(a), obtenemos la raiz

2w . 2w
w, =cos — +isen—,.
n n
Explique por qué las raices n-ésimas de la unidad se pueden escribir como

2 3 n—1
Lw, w,w,...,w).

22. Considere la ecuacién (z + 2)* + 2" = 0, donde n es un entero positivo. Por
cualquier medio, resuelva la ecuacién para zcuando n = 1. Cuando n= 2.
23. Considere la ecuacion en el problema 22.

(a) En el plano complejo, determine la posicién de todas las soluciones z cuan-
do n = 5. [Sugerencia: Escriba la ecuacién en la forma [(z + 2)/(—)°] =1y
use el inciso (a) del problema 19.]

(b) Examine nuevamente las soluciones de la ecuacién en el problema 22 para
n=1yn=2 Forme una suposicién acerca de la posicién de todas las solu-
cionesde (z+ 2)" + z"' = 0.

24. Para las raices n-ésimas de la unidad dadas en el problema 21, demuestre que
1+w, + w:+wf+---+ W' =0,
[Sugerencia: Multiplique la suma 1+w, +w? +w} +-+w"™ por w, — 1]
Antes de trabajar con los problemas 25 y 26, lea (iif) en las Observaciones. Si my

n son enteros positivos sin factores comunes, entonces los n valores de la potencia
racional 2" son

wy = Vo™ [cos —1:-(6 + 2kw) + isen%(ﬂ + 2km) |, (5)

k=0,1,2, .., n— 1 Las w, son las n distintas soluciones de w" = z",

25. (a) Primero calcule el conjunto de valores i'/? usando (4). Después calcule
(11%)® usando (9) de la seccién 1.3.

(b) Ahora calcule %, Después calcule (i*)/2 usando (4). Compare estos valores
con los resultados del inciso (b).

(¢) Por tltimo, calcule %2 usando la férmula (5).

26. Use (5) para encontrar todas las soluciones de la ecuaciéon w? = (=1 + §)°.

Enfocando los conceptos

27. El vector dado en la figura 1.4.3 representa un valor de z'/". Usando sélo la
figura y trigonometria, es decir, no utilice la formula (4), determine los valores
restantes de z'/" cuando n = 3. Repitaparan=4yn=>5.
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28. Suponga que n denota un entero no negativo. Determine los valores de n tal
que z" = 1 tenga s6lo soluciones reales. Defienda su respuesta con argumentos
matematicos.

29. (a) Proceda como en el ejemplo 2 para encontrar los valores aproximados de
las dos raices cuadradas w;y w, de 1 + i.

(b) Demuestre que los valores exactos de las raices en el inciso (a) son

=\/1+\/§H\/\/§_1 J=_\/1+\/§_i\/\/§-1
wo 9 T 2 2

30. Analice: ;Cudl es el significado geométrico del resultado del problema 24?

31. Analice: Un nimero real, ;puede tener una n-ésima raiz compleja? ;Puede un
numero complejo no real tener una n-ésima raiz real?

32. Suponga que w estd ubicada en el primer cuadrante y es una raiz ciibica de un
nimero complejo z. ¢Puede existir una segunda raiz ctbica de zlocalizada en
el primer cuadrante? Defienda su respuesta con argumentos matematicos.

33. Suponga que zesun niimero complejo que tiene una cuarta raiz wque no es real
ni imaginaria pura. Explique por qué las cuartas raices restantes no son reales ni
imaginarias puras.

34. Analice: Los vectores en la figura 1.4.4 representan las cuatro cuartas raices de
un numero complejo z. ;Puede determinar a partir de sélo esta figura cul raiz
es la cuarta raiz principal de z?

Tareas del laboratorio de computo

En los problemas 35-40, use un SAC* para encontrar primero z' = w para el ni-
mero complejo dado y el valor indicado de n. Después, usando la salida y el mismo

valor de n, determine si w'/" = (2")/" = z. Si no, explique por qué no.
35. z=25—-i5n=10 36. z=—-05+03;n=5
37. z=1+3;n=28 38. z=2+2;n=12

39. z=i;n=21 40. z=-1+Bin=1

I.5  Conjuntos de puntos en el plano complejo

En las secciones anteriores examinamos algunas nociones elementales de ilgebra y geome-
tria de los niimeros complejos. Pero apenas hemos tocado la superficie del tema conocido
como analisis complejo; el propésito principal de nuestro estudio estd por venir. Nuestro
objetivo en los capitulos que siguen es examinar las funciones de una sola variable compleja
z= x + iyy los clculos de estas funciones.

Antes de introducir el concepto de una funcién en el capitulo 2, necesitamos establecer
algunas definiciones esenciales y la terminologia de conjuntos en el plano complejo.

Figura 1.5.1 Circulo de radio p

Circulos Supongaz = x,+ iy,. Puestoque|z — zg| = /(x — x0)2 + (y — y0)?
es la distancia entre los puntos z = x + iyy z, = x, + #y,, los puntos z = x +
iy que satisfacen la ecuacion

z— & =p, p=0 (1)

se encuentran en la circunferencia de un circulo de radio p centrado en el
punto z,. Vea la figura 1.5.1.

*A lo largo del libro usaremos la abreviatura SAC para “sistema asistido de cémputo”,
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Figura 1.5.2 Conjunto abierto.
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EJEMPLO 1 Dos circulos

(a) \z‘ = 1 es la ecuacion de una circunferencia de un circulo unitario centra-
do en el origen.

(b) Al rescribir |z = 1 = 3i| = 5 como Jz = (] = Sz')l = 5, vemos de (1) que la
ecuacion describe la circunferencia de un circulo de radio 5 centrado en el
punto z, =1 — 3i.

a

Discos y vecindades  Los puntos z que satisfacen la desigualdad |z — z,|
= p pueden estar ya sea sobrela circunferencia del circulo |z — ;:OI = p o dentro
del circulo. Decimos que el conjunto de puntos definido por z — 2z, = p es
un disco de radio p centrado en z,. Pero los puntos z que satisfacen la estricta
desigualdad |z — z;, << p se encuentran dentro, y no sobre, la circunferen-
cia de un circulo de radio p centrado en el punto z,. Este conjunto se llama
una vecindad de z,. A veces, necesitaremos usar una vecindad de z, que tam-
bién excluyaa z,. Dicha vecindad esta definida por la desigualdad simultinea
0 < |z =z < pyse llama una vecindad excluyente de z. Por ejemplo, lz| < 1
define una vecindad del origen, mientras que 0 < |z| < 1 define una vecindad
excluyente del origen; |z — 3 + 4i| < 0.01 define una vecindad de 3 — 4,
mientras que la desigualdad 0 < |z — 3 + 4i| < 0.01 define una vecindad
excluyente de 3 — 4.

Conjuntos abiertos Se dice que un punto z, es un punto interior de
un conjunto §del plano complejo si existe alguna vecindad de z, que se en-
cuentra completamente dentro de S. Si cada punto z de un conjunto Ses un
punto interior, entonces se dice que S es un conjunto abierto. Vea la figura
1.5.2. Por ejemplo, la desigualdad Re(z) > 1 define la mitad derecha del plano,
que es un conjunto abierto. Todos los nimeros complejos z = x + iy para
los que x > 1 estan en este conjunto. Si elegimos, por ejemplo, z, = 1.1 + 2i,
entonces una vecindad de z, que se encuentra totalmente en el conjunto se
define por |z — (L1 + 24)| < 0.05. Vea la figura 1.5.3. Por otra parte, el con-
junto Sde puntos en el plano complejo definido por Re(z) = 1 noes abierto
porque cada vecindad de un punto que se encuentra en la recta x = 1 debe
contener puntos en Sy no hay puntos en §. Vea la figura 1.5.4.

lz—(1.1+2i)1<0.05

enS

noenS

z=11+2i

x=1 x=1
Figura 1.5.3 Conjunto abierto con vista

Fi 1.5.4 j i
amplificada de un punto cerca de x = 1 Fgusnihies: Conjmto S0 siein
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Exterior

“* Frontera

Figura 1.5.6 Interior, frontera y exterior del

conjunto §

Capitulo 1 Nudmeros complejos y el plano complejo

(a) Im(z) < 0; mitad inferior del plano (b) -1 < Re(z) < 1; banda vertical infinita

y y

(¢) |z| > 1; exterior del circulo unitario (d) 1< lz| <2; interior del anillo circular

Figura 1.5.5 Cuatro ejemplos de conjuntos abiertos

EJEMPLO 2 Algunos conjuntos abiertos

La figura 1.5.5 muestra algunos conjuntos abiertos adicionales. Q

Si cada vecindad de un punto z, de un conjunto § contiene al menos un
punto de Sy al menos un punto que no esta en S, entonces se dice que z, es
un punto frontera de S. Para el conjunto de puntos definido con Re(z) = 1,
los puntos en la recta vertical x = 1 son puntos frontera. Los puntos que se
encuentran en la circunferencia del circulo |z — i| = 2 son puntos frontera del
disco |z — i| = 2 asi como para la vecindad |z — i| < 2de z=i. La coleccién de

untos frontera de un conjunto Sse llama la frontera de S. La circunferencia
E‘: — i| = 2 es la frontera tanto para el disco |z — i| = 2 como para la vecin-
dad|z—i/<2dez=1iUn punto z que no es un punto interior ni un punto
frontera de un conjunto § se dice que es un punto exterior de §; en otras
palabras, z, es un punto exterior de un conjunto S si existe alguna vecindad
de z, que no contiene puntos de S. La figura 1.5.6 muestra un conjunto tipico
Scon interior, frontera y exterior.

Un conjunto abierto S puede ser tan simple como el plano complejo con
un s6lo punto z; excluido. La frontera de este “plano perforado” es z,, y el tinico
candidato para un punto exterior es z,. Sin embargo, Sno tiene puntos exterio-
res ya que ninguna vecindad de z; puede estar libre de puntos del plano.

Anillo  El conjunto S, de puntos que satisfacen la desigualdad p, < |z — z|
se encuentra en el exterior del circulo de radio p, centrado en z, mientras

que el conjunto S, de puntos que satisfacen |z — z| < p, se encuentran en el

interior del circulo de radio p, centrado en z, Por lo que, si 0 < p, < p,, en-
tonces el conjunto de puntos que satisfacen la desigualdad simultinea

o P AR (2)

il
es la interseccion de los conjuntos §, y S,. Esta interseccién es un anillo circu-
lar abierto centrado en z;. La figura 1.5.5(d) muestra dicho anillo centrado
en el origen. El conjunto definido por (2) se llama anillo circular abierto. Al
permitir que p, = 0, obtenemos una vecindad excluyente de ;.

"I
|

)
N {1
o i

)
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2 1.5.7 Conjuntos conexos

= “Cerrado” no significa “no m

1.5.8 Region anular

1.5.9 El conjunto § estd acotado ya
-1z vecindad del origen encierra total-
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Dominio  Si cualquier par de puntos z y z, en un conjunto § se pue-
de conectar con una recta poligonal que consiste de un nimero finito de
segmentos de rectas unidas por los extremos encontrados totalmente en'el
conjunto, entonces se dice que el conjunto § es conexo. Vea la figura 1.5.7.
Un conjunto conexo abierto se llama dominio. Todos los conjuntos abiertos
de la figura 1.5.5 son conexos y cada uno es un dominio. El conjunto de ni-
meros z que satisfacen Re(z) # 4 es un conjunto abierto pero no es conexo
ya que no es posible unir puntos en cualquier lado de la recta vertical x = 4
con una recta poligonal sin salir del conjunto (considere que los puntos en
la recta x = 4 no estin en el conjunto). Una vecindad de un punto z, es un
conjunto conexo.

Regiones Una region es un dominio del plano complejo con todos,
alguno o ninguno de sus puntos frontera. Ya que un conjunto abierto no
contiene ningin punto frontera, ésta es automaticamente una regién. Una
region que contiene todos los puntos frontera se dice que es cerrada. El
disco definido por |z — zo\ = p es un ejemplo de una regién cerrada y se le
conoce como un disco cerrado. Una vecindad de un punto z, definido por
|z — za| < p es un conjunto abierto o una regién abierta y se dice que es un
disco abierto. Si el centro z, es excluido de ya sea un disco cerrado o de
un disco abierto, las regiones definidas por 0 < |z — zo\ <po0<|z- zo| <p
se llaman discos perforados. Un disco perforado abierto es lo mismo que una ve-
cindad excluyente de z,. Una region puede no ser abierta ni cerrada; la regién
anular definida por la desigualdad 1 < |z — 5| < 3 contiene s6lo algunos de
estos puntos frontera (los puntos que se encuentran en la circunferencia del
circulo |z — 5| = 1), y asi ésta no es abierta ni cervada. En (2) definimos una re-
gién anular circular; en una interpretacién mas general, un anillo o regién
anular puede tener la apariencia que se muestra en la figura 1.5.8.

Conjuntos acotados Finalmente, decimos que un conjunto Sen el pla-
no complejo estd acotado si existe un nimero real R > 0 tal que |z| < Rpara
cada z en S. Es decir, § estd acotado si se puede encerrar completamente
dentro de cierta vecindad del origen. En la figura 1.5.9, el conjunto § que se
muestra en color estd acotado porque estd completamente contenido den-
tro de la vecindad circular con linea punteada del origen. Un conjunto es
no acotado si no estd acotado. Por ejemplo, el conjunto de la figura 1.5.5(d)
es acotado, mientras que los conjuntos en las figuras 1.5.5(a), 1.5.5(b) y
1.5.5(¢) son no acotados.

Observaciones Comparacion con el andlisis real

En su estudio de las matemdticas indudablemente tuvo que enfrentarse con
el concepto de infinito. Por ejemplo, en un curso de cilculo traté con limi-
tes al infinito, donde examind el comportamiento de las funciones cuando
x aumentaba o disminuia sin cota. Puesto que tenemos dos direcciones
€n una recta numeérica, es conveniente representar los conceptos de “au-
mentando sin cota” y “disminuyendo sin cota” simbélicamente con x —
+ coy x— —o0, respectivamente. A su vez éstos se pueden obtener sin la
designacién de * coal tratar con un “punto ideal” llamado punto al infi-
nito, que se denota simplemente con co. Para hacer esto, identificamos
cualquier niimero real @ con un punto (x, y,) en una circunferencia
unitaria »* + j® = 1, trazando una linea recta desde el punto (g, 0) en

a k.
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Figura 1.5.10 El método de correspondencia
en (b) es una proyeccién estereogréfica

Capitulo 1 Nuimeros complejos y el plano complejo

Recta

el eje x o recta horizontal al punto (0, 1) en la circunferencia. El punto
(%, 3,) es el punto de interseccién de la recta con la circunferencia. Vea
el problema 47 de los ejercicios 1.5. Debe quedar claro a partir de la
figura 1.5.10(a) que esta mas distante del punto (a, 0) que del origen,
mas cerca de (x;, y,) esta (0, 1). El inico punto en la circunferencia que
no corresponde a un nimero real a es (0, 1). Para completar la corres-
pondencia con fodos los puntos en la circunferencia, identificamos a (0, 1)
con oo Al conjunto que consiste de los nlimeros reales R unidos con 0o
se le llama sistema de niimeros reales extendido.

En nuestro estudio el analogo de la recta numeérica es el plano com-
plejo. Recuerde que dado que C no estd ordenado, las nociones de que
z “aumente” o “disminuya” no tienen ningin significado. Sin embargo,
si sabemos que aumenta el moédulo |z| de un namero complejo z, €l
niimero se aleja del origen. Si permitimos que |z| no tenga cotas, por
ejemplo, a lo largo de los ejes real e imaginario, no hay que distinguir
entre “direcciones” de estos ejes con otras notaciones tales como z— +
00, z—> —00, z—> ti00y z—> —ioco. En anilisis complejo, sélo se utiliza
una unica nocién de oo, ya que podemos ampliar el sistema de nimeros
complejos C de una manera andloga a la que acabamos de describir
para el sistema de niimeros reales R. Sin embargo, esta vez asociamos
un nimero complejo a un punto sobre una esfera unitaria llamada es-
fera de Riemann. Trazando una recta del nimero z = a + i), que se
escribe como (g, b, 0), en el plano complejo al polo norte (0, 0, 1) de la
esfera, x* + y* + u? = 1, se determina un punto tnico, (x,, y,, ,) sobre
una esfera unitaria. Como se puede visualizar de la figura 1.5.10(b), un
nimero complejo con un médulo muy grande esta muy lejos del origen
(0, 0, 0) y, en consecuencia, €l punto (x,, y,. “o) esta cercade (0, 0, 1). De
esta manera se identifica cada niimero complejo con un Gnico punto
sobre la esfera. Vea los problemas 48-50 de los ejercicios 1.5. Debido a
que al punto (0, 0, 1) no le corresponde ningtin nimero z en el plano,
le corresponde co. Por supuesto el sistema que consiste de C unido con
el “punto ideal” oo se llama sistema de niimeros complejos extendido.

A esta manera de corresponder o mapear a los nimeros complejos
con una esfera, excluyendo al polo-norte (0, 0, 1), se le llama proyec-
cién estereografica.

Para un niimero finito z, tenemos z + co = oo + z =00, y para z # 0,
z* 00 = 00 z = 00. Por otra parte, para z # 0 escribimos z/0 = coy para
z # 00, z/co = 0. A expresiones como o0 — 00, 00/00, o’ y 1% no se les
puede dar una definici6n significativa y se les llama indeterminadas.

0,0,1)

N
,

el )
v Yo %
‘\ \

(a, b, 0)

(a) Circulo unitario (b) Esfera unitaria
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EJ ERCICIOS 1.5  Las respuestas a los problemas seleccionados con numeracion impar ini-
cian en la pagina RESP-3.

En los problemas 1 a 12, trace la grafica de 1a ecuacién dada en el plano complejo.

1. [z—4+3i|=5 2. |z+2+2i|=2

3. |z+3i=2 4. |2z2-1|=4

5. Re(z) =5 6. Im(z) = -2

7. Im@z + 3i) =6 8. Im(z— i) = Re(z+ 4 — 3i)
9. [Re(1 + iz)| =3 10, 2+z2=2

11. Re(z®) =1 12 arg(z) = w/4

En los problemas 13 a 24 bosqueje el conjunto Sde puntos en el plano complejo que
satisfacen la desigualdad dada. Determine si el conjunto es (a) abierto, (b) cerrado,
(¢) un dominio, (d) acotado o (e) conexo.

13. Re(z) < -1 14. [Re(z)|>2

15. Im(z) >3 16. Re((2 +i)z+ 1) >0
17. 2<Re(z—1)<4 18. -1 =1Im(z) < 4

19. Re(z*) >0 20. Im(z) < Re(z)

2L |z—i|>1 22. 2<|z-i|<3

23. 1=|z-1-i<2 24 2=|z—-3+4i|=5

25. Dé los puntos frontera de los conjuntos en los problemas 13 a 24.

26. Considere el conjunto Sque consiste del plano complejo con el circulo de circun-
ferencia |z| = 5 excluido. Dé los puntos frontera de . ;Es S conexo?

En los problemas 27 y 28 bosqueje el conjunto de puntos en el plano complejo que

satisfacen la desigualdad dada.

27. 0=arg(x) =7/6 28, —7 <arg(z) <m/2

En los problemas 29 y 30 describa el conjunto sombreado de la figura dada usando

arg(z) y una desigualdad.

29. 30.

Figura 1.5.11 Figura para el problema 29 Figura 1.5.12 Figura para el problema 30

En los problemas 31 y 32 resuelva el par dado de ecuaciones simultaneas.

31.

=2 |z-2/=2 82. |z— i| =5, arg(z) =n/4
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Enfocando los conceptos

33. En la pagina 28 establecimos que si p; > 0, entonces el conjunto de puntos
que satisfacen p; < |z — z0| es el exterior del circulo de radio p, centrado en z,
En general, describa el conjunto si p, = 0. En particular, describa el conjunto
definido por |z + 2 — 5i| > 0.

34. (a) ;Cuales son los puntos frontera de una vecindad excluyente de z?
(b) ¢Cuiles son los puntos frontera del plano complejo?

(¢) Dé varios ejemplos, no incluya el dado en la pagina 29, de un conjunto Sen
el plano complejo que ni es abierto ni cerrado.

35. Use notacién compleja y desigualdades en los incisos (a) y (b).
(a) Haga una lista de cinco conjuntos en el plano complejo que sean conexos.

(b) Haga una lista de cinco conjuntos en el plano complejo que no sean
conexos.

36. Considere el disco centrado en z, definido con |z — z)| = p. Demuestre que este
conjunto esta acotado encontrando una R > 0, por lo que todos los puntos zen
el disco satisfacen que |z| < R. [Sugerencia: Vea el analisis de desigualdades de
la seccién 1.2].

37. Suponga que z,y z, son puntos distintos. Usando s6lo el concepto de distancia,
describa con palabras el conjunto de puntos z en el plano complejo que satisfa-
cen que |z — z)| = |z — z|.

38. Usando sdlo el concepto de distancia, describa con palabras el conjunto de
puntos z en el plano complejo que satisface lz=i|+|z+ i =1

En los problemas 39 y 40 describa el conjunto sombreado en la figura dada llenando
los dos espacios en blanco usando notacién de conjuntos

{iz y/o }

usando notacién compleja para ecuaciones o desigualdades y una de las palabras yu o.

39. 40.

1N

x -R =t r R X

Figura 1.5.13 Figura para el problema 39 Figura 1.5.14 Figura para el problema 40

41. Considere el conjunto § de puntos en el plano complejo definido por {i/a}, n =
1,2, 3,... Analice cual de los siguientes términos se aplica a S: frontera, abierto,
cerrado, conexo, acotado.

42. Considere un conjunto finito § de niimeros complejos {z;, z,, z, ... , 2 }. Analice
si § esta necesariamente acotado. Defienda su respuesta con argumentos mate-
maticos.

43. Se dice que un conjunto S es convexo si cada par de puntos Py Qen §se puede
unir mediante un segmento de recta PQ tal que cada punto del segmento
de recta también se encuentre en S.
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Determine cudl de los conjuntos S en el plano complejo definido por las condicio-
nes siguientes son COnvexos.

@ |z—-2+i<3 b 1<|z<2
©) x>2,y=-1 (d) y< *
(e) Re(z) =5 (f) Re(z) # 0
44, Analice: ;Es un conjunto convexo, definido en el problema 43, necesariamente
conexo?

45. Analice y decida si el conjunto vacio & es un conjunto abierto.
46. Suponga que S, y S, son conjuntos abiertos en el plano complejo.
(a) Analice: ¢es la unién §, U §, un conjunto abierto? Si piensa que el enun-

ciado es cierto, intente demostrarlo. Si piensa que el enunciado es falso,
encuentre un contraejemplo.

(b) Repita el inciso (a) para la interseccién S, N S,.

Antes de responder los problemas 47 a 50, lea nuevamente las observaciones del
final de esta seccion.

47. Determine el punto (x, y,) en la circunferencia unitaria que corresponde a )

cada uno de los nimeros reales: -4, £, =3, 1, 10. Vea la figura 1.5.10(a).

48. Determine un punto(x,, ¥, %,) en la esfera unitaria que corresponde al niime-
ro complejo 2 + 5i. Vea la figura 1.5.10(b).

49. Describa el conjunto de puntos en la esfera unitaria que corresponde a cada
uno de los siguientes conjuntos en el plano complejo.

(a) Los niimeros en la circunferencia unitaria |z| = 1
(b) Los nimeros dentro del disco abierto |z] <1
(c) Los ntimeros exteriores al circulo unitario, que son, |z| > 1

50. Exprese las coordenadas del punto (x, y,, %,) en la esfera unitaria de la figura
1.5.10(b) en términos de las coordenadas del punto (a, 4, 0) en el plano comple-
jo. Use estas férmulas para comprobar su respuesta al problema 48. [Sugerencia:
Primero demuestre que todos los puntos en larecta que contiene a (0,0, 1) y (a,
b, 0) son de la forma (ta, th, 1 — 1).]

1.6 Aplicaciones

En esta seccién vamos a examinar algunas de las aplicaciones simples de los niimeros com-
plejos. Se supondra en el anilisis que el lector tiene cierta familiaridad con métodos elemen-
tales de la solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias.

En la seccion 1.4 vimos como determinar las raices de niimeros complejos. Con esta base
ahora estamos en condiciones de examinar la forma de resolver una ecuacién cuadratica con
coeficientes complejos usando la version compleja de la formula cuadritica. Después examina-
mos como se utilizan los niimeros complejos y la exponencial compleja en ecuaciones diferen-
ciales. Este tiltimo anilisis nos conduce a la formula de Euler y a una nueva manera compacta
de escribir de nuevo la forma polar de un niimero complejo. Por tltimo, exploramos algunas
formas de utilizar los nimeros complejos en la ingenieria eléctrica.

Algebra Probablemente encontré por primera vez a los niimeros comple-
jos en un curso de dlgebra donde aprendi6 que las raices de las ecuaciones
polinomiales pueden ser tanto complejas como reales. Por ejemplo, cual-
quier ecuacién polinomial de segundo grado, o cuadritica, se puede resol-
ver completando el cuadrado. En el caso general, ax® + bx + ¢= 0, donde
los coeficientes a # 0, by ¢ son reales, al completar el cuadrado en x se ob-
tiene la formula cuadratica:

—b+ Vbt —4dac

% (M .

X =
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Nota: Las raices z, y z, son conju- me
;__{:l(l;t.\. Vea el [H'rlla\l'!;‘.‘l 26 en los
cjercicios 1.6.

Interpretacion de /  en este libro =
Nota: Las raices 2, v 2, nO son cot- m
jugadas. Vea el problema 26 en los

ejercicios 1.6.

Capitulo 1 Nimeros complejos y el plano complejo

Cuando el discriminante b? — 4ac es negativo, las raices de la ecuacién son
complejas. Por ejemplo, por (1) las dos raices de x* — 2x + 10 = 0 son

s = D E V(2T -4 (10) _ 2+ V=36

2(1) 2 @

En los cursos elementales la unidad imaginaria i se escribe i = /-1y se
hace la suposicién de que las leyes de exponentes valen para un namero tal
como /=36, que se puede escribir como /36 = /36 /—1 = 6i. Denote-

mos las dos raices complejas en (2) como z =1 + 3iyz, =1 — 3i.

Formula cuadratica La férmula cuadritica es perfectamente valida cuan-
do los coeficientes a # 0, by ¢ de una ecuacion polinomial cuadratica a? + bz
+ ¢= 0 son nimeros complejos. Aunque la férmula se puede obtener exacta-
mente de la misma forma que (1), elegimos escribir el resultado como
4 (B —= A2
fea b~ U’J_\; Y . (3)

<
Observe que el numerador de la parte derecha de (3) se ve un poco diferen-
te al tradicional —b £ v/b? — 4ac dado en (1). Considere que cuando 4% —
4ac # 0, el simbolo (b* — 4ac)!? representa el conjunto de dos raices cua-
dradas de los nimeros complejos b* — 4ac. Por lo que con (3) se obtienen
dos soluciones complejas. A partir de aqui nos reservamos el uso del simbolo

para numeros reales donde Ja denota la raiz positiva del niimero real
a = 0. El siguiente e¢jemplo muestra el uso de (3).

EJEMPLO 1 Uso de la férmula cuadratica

Resuelva la ecuacién cuadritica 22 + (1 — i)z — 3i= 0.

Solucién De (3),cona=1, b=1 — iy ¢= —3i, tenemos
(] =3 =32 _9:\11/2

Para calcular (104)"/2 usamos (4) de la seccién 1.4 con r=+/10 , 8 = m/2 y
n = 2. Las dos raices cuadradas de 107 son:

wo = \/ﬁ(cosgﬁ-z‘senz) = \/ﬁ(

. )=\/5+\/51;

1 1 .
_+_
2 B

o7
wy = V10 (COSE%7r +isen7) =10 (—
Por tanto, (4) da dos valores:

21:%[—1+i+(\/5+\/5i)] y z2=%[—1+z‘+(~\/5—\/5i)].

Estas soluciones de la ecuacion original, escritas en la forma z = a + ib, son

21=%(\/g—1)+%(\/5+1)i y zg=—~;—(\/g+1)—%(\/g—l)i.

U
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Factorizacion de un polinomio cuadratico Para encontrar todas las
raices de una ecuacion polinomial podemos factorizar el polinomio comple-
to. Este enunciado es corolario de un importante teorema que se demostrara
en laseccion 5.5. Por el momento, observe que si z, y z, son las raices definidas
por (3), entonces, un polinomio cuadratico az*> + bz + cse factoriza como

az* + bz + c= a(z — Z (= ), (5)

Por ejemplo, ya hemos usado (2) para demostrar que la ecuacién cuadratica
©— 2x+ 10 = 0 tiene raices z; = 1 + 3iyz, =1 — 3i. Con a =1, (5) nos
permite factorizar al polinomio »* — 2x + 10 usando niimeros complejos:

=2x+10=[x—= (1 +3)][x— (1 —8)] = (x—1—3i)(x— 1+ 3i).

Similarmente, la factorizacion del polinomio cuadritico 22 + (1 — )z — 3i
en el ejemplo 1 es

22+(1 -z —3%i=|z- %(\/5—1)—%(\@+ 1)5] [z+ %(\/5+ 1) +%(\/5ﬂl)z

Debido a que un primer curso de calculo trata principalmente con cantida-
des reales, probablemente no vio ningtin nimero complejo hasta que tomé
un curso de ecuaciones diferenciales o de ingenieria eléctrica.

Ecuaciones diferenciales El primer paso para resolver una ecuacién
diferencial lineal de segundo orden ay” + &' + ¢ = f{x) con coeficientes
reales a, by ces resolver la ecuacion homogénea asociada ay” + &' + ¢y = 0.
La ultima ecuacion tiene soluciones de la forma y = ¢™, Para ver esto, susti-

tuimos y = ¢, y' = me™y y' = m*e* enay" + by’ + 9 = 0:
ay" + by' + ¢y = am?e™ + bme™ + ce™ = & (am® + bm + ¢) = 0.

De e™(am’ + bm + ¢) = 0, vemos que y = ¢™ es una solucién de la ecuacion
homogénea siempre que m sea la raiz de la ecuacién polinomial am? + bm +
¢= 0. La ultima ecuacién cuadritica se conoce como ecuacién auxiliar. Aho-
ra, cuando los coeficientes de una ecuacion polinomial son reales, la ecua-
cion puede no tener sélo una raiz compleja; es decir, las raices complejas
deben presentarse siempre en pares conjugados. Por lo que, si la ecuacién
auxiliar tiene raices complejas @ + i, @ — i3, B > 0, entonces las dos so-
luciones de ay” + by'+ ¢y = 0 son funciones exponenciales complejas y =
detiBlxy y = Ja~iBx Para obtener soluciones reales de la ecuacién diferencial
usamos la féormula de Euler

&9 =cosf + isen 8, (6)

donde 6 es real. Con 6 sustituida, a su vez, por 8y —f3, usamos (6) para
escribir

pOTBY = paxgiBY = ooX(cosBx + isen Px) y elaTEIN = paxgmibx = po¥(cosBx — isen Bx). (7)

Ahora, puesto que la ecuaciéon diferencial es homogénea, las combinaciones
lineales

bl
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son también soluciones. Pero por (7), las dos expresiones anteriores son
funciones reales

n=e“ecosBr y yo=e“sen fr. (8)

EJEMPLO 2 Solucién de una ecuacion diferencial

Resuelva la ecuacién diferencial y” + 2y’ + 2y = 0.

Soluciéon Aplicamos la férmula cuadratica a la ecuacion auxiliar m? + 2m + 2

= 0y obtenemos las raices complejas m; = —1 + i y my = m; = —1—1i. Con
las identificaciones @ = —1y 8 = 1, la ecuacién (8) nos da dos soluciones
= E€Tcosxyy, = ¢ “sen x. -

Puede que recuerde que la asi llamada solucién general de una ecua-
cién diferencial homogénea de orden n consiste de una combinacion lineal
de n soluciones linealmente independientes. Por lo que en el ejemplo 2, la
solucion general de la ecuacion diferencial de segundo orden dada es y, =
e T 6y, = e cos x + e sen x, donde ¢, y ¢, son constantes arbitrarias.

Forma exponencial de un nimero complejo Nos apresuramos a
indicar que los resultados dados en (6) y (7) fueron suposiciones, ya que la
funcién exponencial compleja aiin no habia sido definida. Como un breve
anticipo del material de las secciones 2.1 y 4.1, la exponencial compleja e* es
el nimero complejo definido por

gr= g"™ = g*(cos y =+ Tsen'y, (9)

Aunque la prueba se pospone hasta la seccion 4.1, (9) se puede utilizar para
demostrar que la conocida ley de los exponentes es valida para los niimeros
complejos z, y z,: .

e g = g3, (10)

porque de (10), los resultados en (7) son validos. Ademads, observe que la
férmula de Euler (4) es un caso especial de (9) cuando z es un nimero
imaginario puro, es decir, con x = 0y y sustituido por 6. La férmula de
Euler proporciona una notacion conveniente para los varios conceptos que
se consideran al principio de este capitulo. La forma polar de un ntiimero
complejo z, z = r(cos 6 + i sen 6), ahora se puede escribir mas compacta

z= re'¥. (11)

Esta forma conveniente se llama forma exponencial de un niimero comple-
jo z. Por Ejemplo, i = ¢2y 1+ i = y/2¢™"/%. Ademas, la férmula para las raices
n-€simas de un ntimero complejo, (4) de la seccion 1.4, se convierte en

= e O f 01,9, n— 1. (12)
Ingenieria Eléctrica En la aplicacién de las matematicas a situaciones fi-

sicas, los matematicos y los ingenieros suelen enfocar el problema con formas
completamente diferentes. Por ejemplo, considere el problema de encontrar la
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corriente de estado estable ip(t) en un circuito en serie LRC en el que la car-
ga ¢(t) del capacitor al tiempo > 0 se describe con la ecuacién diferencial
2
LZTE + % + %qZEosen'yt (13)
donde las constantes positivas L, Ry Cson, a su vez, la inductancia, la resisten-
cia y la capacitancia. Ahora, para determinar la corriente de estado estable
i (t), primero determinamos la carga de estado estable en el condensador
eterminando una solucién particular qp( f) de (13). Procediendo como lo
hariamos en un curso de ecuaciones diferenciales, vamos a utilizar el méto-
do de coeficientes indeterminados para encontrar ¢,(t). Esto implica supo-
ner una solucién particular de la forma qp(t) = A sen yt + B cos vyt sustitu-
yendo esta expresion en la ecuacién diferencial, simplificando, igualando
los coeficientes y despejando los coeficientes desconocidos A y B. Se deja
como ejercicio demostrar que A = E X/ (—yZ*) y B= E,R/(—yZ%), cuando
las cantidades

Xm=Ly—TCy y Z=yX*+R (14)

son llamadas, respectivamente, impedancia y reactancia del circuito. Asi, la
solucion de estado estable de la carga en el circuito es
EyX EyR

senyt — —— cos Yt.
yZ? vZ?

gp(t) =—

De esta solucién y z'P(t) = g’:(t) obtenemos la corriente de estado estable:

Ey (R X
i, (1) = — | —sen yt — — cos vt . (15)
5 (1) 7 \7 Y 7 ¥
Los ingenieros eléctricos suelen resolver problemas de circuitos de este tipo
usando analisis complejo. Primero que todo, para evitar confusién con la
corriente i, un ingeniero eléctrico denotard a la unidad imaginaria i con el

simbolo j, en otras palabras, j* = —1. Puesto que la corriente i se relaciona
con la carga gcon i = dg/ dt, la ecuacién diferencial (13) esigual a
Ldi +Ri + : E t 16
— i + —g=Egsenyt,
7 79 =Eqseny (16)

Ahora, en vista de la férmula de Euler (6), si 6 se sustituye por el simbolo vy,
entonces el voltaje impreso E; sen yt es igual a Im(E;¢/""). Debido a esta
ultima forma, el método de los coeficientes indeterminados sugiere que in-
tentemos una solucion de (16) en forma de un multiplo constante de una
exponencial compleja, es decir, 7 (1) = Im(Ae/*"). Sustituimos esta Gltima ex-
presion en la ecuacién (16), suponiendo que la exponencial compleja satisfa-
ce las reglas de derivacion “habituales”, utilizando el hecho de que la carga
g es una antiderivada de la corriente ¢, e igualando los coeficientes de #/7. El
resultado es (jLy + R+ 1/jCy)A = E, y de éste obtenemos
Eq _ ko
1 ) R+jX’

R+}.(I‘Y—C‘—y

A= (17)

donde Xes la reactancia dada en (14). El denominador de la tltima expre-
sion, Z = R+ j(Ly — 1/ Cy) = R+ jX sellama impedancia complejadel circuito.

Como el modulo de la impedancia compleja es I Z| = \/RE +(Ly = 1/Cy)%,
vemos de (14) que la impedancia Zy la impedancia compleja Z estdn
relacionadas por Z= | Z |
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Ahora de la forma exponencial de un nimero complejo dada en (11),
podemos escribir la impedancia compleja como

Ly — —
Y Cy
R

Por lo que (17) se convierte en A = E/Z = E /(Z¢*), y asi la corriente de
estado estable estd dada por

Z, =|Z|e® = Ze”, donde tan @ =

(0=t (e (18)

Se le recomienda comprobar que la expresion en (18) es la misma que la
dada en (15).

El problema de encontrar la corriente de estado estable en un circuito
en serie LRC descrito por la ecuacién diferencial
di
dt
se puede resolver de una manera similar. En este caso, el voltaje E, cos y¢

sugiere que intentemos una solucién de la forma 7,(t) = Re(Ae/*"). Con el
mismo andlisis que el anterior, obtenemos la solucion de (19) dada por

¥4 +Rz'+éq=E0cosyt (19)

g E . | v
i,(t) =Re (70.9 fee”)- (20)

Observaciones Comparacion con el andlisis real

Hemos visto en esta seccién que si z; es una raiz compleja de una ecua-
cion polinomial, entonces z, = %, es otra raiz siempre que todos los
coeficientes del polinomio sean reales, pero Z, no es necesariamente
una raiz de la ecuacién cuando al menos uno de los coeficientes no
esreal. En este iiltimo caso, podemos obtener otro factor del polinomio
al dividir éste entre z — z,. Observe que la division sintética es vilida en
el andlisis complejo. Vea los problemas 27 y 28 de los ejercicios 1.6.

EJERCICIOS 1.6 Las respuestas a los problemas seleccionados con numeracion impar ini-
cian en la pagina RESP-5.

En los problemas 1 a 6 resuelva la ecuacién cuadratica dada usando la férmula
cuadratica (3). Después, utilice (5) para factorizar el polinomio.

1. 2+&-2=0 2. iZ—-z+i=0

3. 2-(1+)z+6-17=0 4. 22— (1+9)z-20+5i=0

5. 2* +2: - /Bi=10

6. 322+ (2-3)z—1-3i=0 [Sugerencia: Vea el problema 15 de los ejercicios 1.4.].

En los problemas 7 a 12 exprese el nimero complejo dado en forma exponencial
g= gt
7. —10 8. —2mi
2
1+i

9. —4—4i 10.

1. (3 —i)? 12. (1 +4)*





